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不盡相異物的環狀排列公式 
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壹、緒論  

高中數學的排列組合課程中 ,排列公

式如下：  

(1) m 個相異物不重複取出 n 個排成一

列的方法數為
m
nP  

(2) m 個相異物可重複取出 n 個排成一

列的方法數為
nm  

(3) k 類物品 kxxx ,...,, 21 依序有

kmmm ,...,, 21 個 ,其直線排列數為

!...!!
)!...(

21

21

k

k

mmm
mmm

×××
+++

 

(4) n 個相異物之環狀排列數為 )!1( −n  

但不盡相異物的環狀排列公式完全

未提及 ,形成一個缺口 ,我翻遍所有版本的

數學教科書及參考書 ,都沒有提到這個課

題 ,於是就想說能不能發現它的公式 ,把高

中排列組合的這個缺口補起來。這就是我

的研究動機。  

本篇論文找到不盡相異物的環狀排

列公式 ,高中生可以理解並容易使用 ,期望

能對高中數學的排列組合領域作出貢獻。  

 

* 為 本 文 通 訊 作 者  

定義一：  

排成一列的物品若由 k 個物品複製 t 次構  

成 ,若 t 為最大值 ,稱此 k 個物品為一循環節 ,

簡稱 k-循環節。  

例：   

22222222    由 1-循環節 2 複製 8 次構成  

121212121212 由 2-循環節 12 複製 6 次構成 

112112112112 由 3-循環節 112 複製 4 次構成 

1234567 由 7-循環節 1234567 複製 1 次構成 

 

定理一：  

循環節內不會再有子循環節。  

【註】循環節內物品作直線排列有可能會

產生子循環節。  

 

證明  

假設排成一列的物品由 k-循環節複製 t 次

構成， t 為最大值，若 k-循環節有 s 個子

循環節，則原排列由
s
k

個物品複製 st × 次

構成， tst >× ，這會產生矛盾 ( 因為已知

t 為最大值  )原假設錯誤，故得證循環節內

不會再有子循環節。  
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【 註 】111122 這個循環節沒有子循環節，

將 111122 作直線排列有 15 種情形，

其中有 3 種產生子循環節(粗體字) 

111122        111221       121211        

111212        112121       211211 

112112        121121       122111     

121112        211121       212111 

211112        112211       221111 

所以循環節內物品作直線排列有可能產生

子循環節。   

 

定理二：  

k 類物品 ,每類依序有 kxxx ,....,, 21 個 , 

dxxx k =][),...,,( 21 註 ，則  d 有正因數

iw ⇔ iw 為直線排列可能之循環節個數。  

【註】 ),...,,( 21 kxxx 表 kxxx ,...,, 21 之最大

公因數。  

 

證明  

( )⇒ dxxx k =),...,,( 21 , 

則 ktxd t ,...,3,2,1,| =  

已知 dwi | ,所以 ti xw | , 

令 tit hwx ×= ,則 k 類物品依序有

kiii hwhwhw ××× ,....,, 21 個 ,此 k 類物品

可視為由 )...( 21 khhh +++ 個物品複製 iw

次構成 ,將各類物品依同類相鄰的原則排

成一列依序為  

         

,...,,,......,,...,,,,...,
)()(

222

)(

11,1

21

434214342143421
個個個 kh

kkk

hh

aaaaaaaaa
 

假 設 這 樣 的 排 法 會 使 循 環 節 具 有 子 循 環

節，則這個子循環節的開頭必為 1a ，結尾

必 為 ka ，  這 會 造 成 下 一 個 子 循 環 節 的 開

頭 1a 等 於 ka ， 產 生 矛 盾 ( 因 為 已 知

kaa ≠1  ) ， 原 假 設 錯 誤 ， 所 以

aaaaaa ,.....,,...,,,,...,, 222111  

kkk aaa ,...,, 不會有子循環節，原

∑
=

×
k

t
ti hw

1

個物品由沒有子循環節的

)... ( 21 khhh +++ 個物品複製 iw 次構

成，共 iw 個循環節 ,所以 iw 為直線排列可

能之循環節個數，得證。  

( )⇐ iw 為直線排列可能之循環節個數，  

),....,3,2,1( kthwx tit =×=  

),...,,( 21 kxxxd =⇒     

),...,,( 21 kiii hwhwhw =×××=  

),...,,( 21 ki hhhw ×=  

⇒ d 有正因數 iw ，得證。  

例  :  

111111111111222222222222 排成一列，  

1,2 各有 12 個， ( 12,12 ) = 12，  而 12 之

正因數有 1,2,3,4,6,12 

所以 111111111111222222222222 直線排列

可能有：  
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1 個循環節 : 111111111111222222222222 

2 個循環節 : 111111222222 111111222222 

3 個循環節 : 11112222  11112222 

          11112222 

4 個循環節 : 111222  111222  111222 

          111222 

6 個循環節 : 1122  1122  1122  1122 

        1122  1122 

12 個循環節 : 12  12  12  12  12  12 

       12  12  12  12  12  12. 

 
定理三：  

若排列有 e個循環節，每一循環節的

循環排列複製 e次得一新排列 ,則此二種

排列對應到同一種環狀排列。  

【註】n 物排列若有 iw 個
iw
n

-循環節，每

個
iw
n

-循環節有
iw
n

種相異循環排

列，此
iw
n

種循環排列複製 iw 次對

應到同一種環狀排列。  

證明  
環狀排列有 e個 n-循環節 ,指定其中

任一物為起點，順時針方向前進，會經過

環上所有物品，出現順序形成一循環排

列，所有情形如下：  

naaaa .....321 naaaa .....321 … naaaa .....321  

1432 .....aaaa 1432 .....aaaa … 1432 .....aaaa  

 

121 ... −nn aaaa 121 ... −nn aaaa … 121 ... −nn aaaa   

假設其中有任二者相等 ,不失一般

性，令重複出現的是 naa ....1 , naaa ...21 在之

後的第 k 個第一次重複出現

kkn aaaa ....... 11 +=⇒ ,又已知 naa ....1 在之

後的第 n 個會重複出現 ,因為 n-循環節沒

有子循環節，所以將 n 除以 k 必不能整除，

有餘數 r⇒  0 < r < k⇒ naa ...1 在之後的

第 r 個重複出現，這會產生矛盾 ( 因為這

會導致 naa ...1 在之後第 k 個並非第一次重

複出現  )⇒原假設錯誤 ⇒無任二者相等

才是正確。  

由以上得知， n 物排列若有 iw 個
iw
n

-循環

節 ,每個
iw
n

-循環節有
iw
n

種相異循環排

列，此
iw
n

種循環排列複製 iw 次對應到同

一種環狀排列。  

例一 : 

12331233 1233 由 4-循環節複製 3 次構

成，每一循環節內有 4 個物品，則：   

1233   1233   1233   

2331   2331   2331 

3312   3312   3312 

3123   3123   3123  

上述 4 種直線排列對應到同一種環狀排

列，且每一種直線排列由一 4-循環節的循

環排列複製 3 次構成。  

.......
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例二 : 

112233 由 6-循環節複製 1 次構成，每一循

環節內有 6 個物品，則：  

112233  

122331    

223311 

233112    

331122  

311223 

上述 6 種直線排列對應到同一種環狀排

列，且每一種直線排列由一 6-循環節的循

環排列複製 1 次構成。  

 

定理四：  

循環節內有 k 類物品 ,每類依序有

kxxx ,....,, 21 個 , dxxx k =),...,,( 21 ， d 有

質因數 t ⇔ 循環節內物品作直線排列產

生的子循環節個數為質數 t之倍數。  

證明  
( )⇒ d 有質因數 t ⇒ d 有正因數

ut × ( 其中 u為正整數  )由定理二知

ut × 為循環節內物品作直線排列可

能產生的子循環節個數  

⇒此子循環節個數為質數 t之倍數。  

( )⇐ 循環節內物品作直線排列產生的子

循環節個數為質數 t之倍數 ,不失一般

性假設此 ( t之倍數 )等於 ut × (其中 u

為正整數 )，由定理二知

( dtdut ||) ⇒×  

d⇒ 有質因數 t，得證。  

例 :  

循環節 111111222222 

1 有 6 個，2 也有 6 個 6)6,6( =⇒  

6⇒ 有質因數 2,3 

將循環節內物品做直線排列可能產生子循

環節個數為，  

2 的倍數：    

111222      111222    為 2 個子循環節  

12  12  12  12  12  12 為 6 個子循環節  

3 的倍數：  

1122    1122    1122  為 3 個子循環節  

12  12  12  12  12  12 為 6 個子循環節  

引理 1 :  

循環節內物品作直線排列後產生子循環節

個數為某整數 k 之倍數所有情形所成集合

為 kA ，若 1),( =ji 則 jiji AAA ×=∩ 。  

證明  

xAAx ji ⇒∩∈∀ 內循環節內物品作直

線排列後產生子循環節個數 t  

為 i之倍數且為 j之倍數

[ , ]  [ ] | | | |
( , ) 1
i j i ji j t t t i j t
i j
× ×

⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ×註

x⇒ 內循環節內物品作直線排列後產生  

子循環節個數 t為 ji× 之倍數  

jijiji AAAAx ×× ⊆∩⇒∈⇒ )( ………(1) 

∈∀ x jiA × x⇒ 內循環節內物品作直線排
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列後產生子循環節個數 t為  ji× 之倍數

titji || ⇒×⇒ 且 ⇒tj | x內循環節內

物品作直線排列後產生子循環節個數 t為
i之倍數且為 j之倍數  

⇒ iAx ∈ 且 jij AAxAx ∩∈⇒∈  

)( jiji AAA ∩⊆⇒ × ....(2) 

由 (1)(2)知 jiji AAA ×=∩ ，得證。  

【註】 ],[ ji 表 ji, 之最小公倍數。  

 

引理 2: 

 k 類物品 kaaa ,...,, 21 依序有

1 2 1 2, ,..., ( , ,..., )k kx x x x x x d=個， ， d 有正

因數 t，令 tA 表示此 k類物品作直線排列

後產生循環節個數為某整數 t之倍數所有

情形所成集合，則

∏

∑

=

== k

i

i

k

i

i

t

t
x
t
x

A

1

1

)!(

)!(
，其中

),...,3,2,1(| kixt i =  

 
證明  

k 類物品 kaaa ,...,, 21 依序有
t
x

t
x

t
x k,...,, 21

個，令此 k 類物品排列之後複製 t次之所

有情形所成集合為 tB ， xAx t ⇒∈∀ 之循

環節個數為 t之倍數  

⇒令此循環節個數為 pt ×  

⇒ x由 1 2
1 2, ,... , k

k
xx xa a a

t p t p t p× × ×
個 個 個  

複製 pt × 次構成  

⇒ x亦可視為由  

1 2
1 2, , . . . , k

k
xx xa a a

t t t
個 個 個   

複製 t次構成  

⇒ ttt BABx ⊆⇒∈ ………….(1) 

xBx t ⇒∈∀ 由 k
k a
t
x

a
t
xa

t
x

個個個 ,...,, 2
2

1
1

排列之後複製 t次構成  

⇒=⇒ d
t
x

t
x

t
x k ),...,,( 21令 由定理二知

k
k a
t
x

a
t
xa

t
x

個個個 ,...,, 2
2

1
1  

作直線排列可能產生的子循環節個數

e | d ⇒ x可視為由  

k
k a
te

xa
te

xa
te

x
個個個

×××
,...,, 2

2
1

1  

這個子循環節複製 te× 次構成  

x⇒ 之循環節個數 te× 為 t之倍數

tAx ∈⇒ tt AB ⊆⇒ ………..(2) 

由 (1)(2)知

==⇒= tttt BABA

∏

∑

=

=
k

i

i

k

i

i

t
x
t
x

1

1

)!(

)!(
, 

得證。  

 

定理五 :  

循環節內有 k 類物品，每類依序有

kxxx ,....,, 21 個， dxxx k =),...,,( 21 ，若 d 之

所有相異質因數由小而大為 nddd ,...,, 21  
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，則循環節內物品作直線排列後不產生子

循環節之所有情形數為

∑
∏ ∏

∑ ∏
∑

=

=
∈

=
∈

=

−
n

j
k

i
Yy

i

k

i
Yy

i

jY

j

y
x

y
x

0

1

1

|| )!(

)!(

)1( 。  

【註】Y 1 2{ , ,..., }nd d d⊆ ， |Y|= j  , 

nj ≤≤0 ，  定義 1=∏
Φ∈y
y 。  

 

證明  

循環節内 k 類物品之個數依序為

kxxx ,...,, 21 且 dxxx k =),...,,( 21 ，若 d 有

相異質因數由小而大為 nddd ,...,, 21 ，由定

理四知將循環節內 )...( 21 kxxx +++ 個物

品作直線排列產生之子循環節個數必為某

id 之倍數， i =1,…, n，令循環節內物品作

直線排列後產生子循環節個數為某 id 之

倍數所有情形所成集合為 iA，令循環節內

物品作直線排列後不產生子循環節之所有

情形所成集合為 T 

⇒ | T | = ||
)!)!.......((
)!...(

11

1 U
n

i
i

k

k A
xx
xx

=

−
++

 

= ∑ ∑
= = ∈

−+
++ n

j jY Yy
y

j

k

k A
xx
xx

1 ||1

1 )1(
)!)!.......((
)!...(

I  

 

( 由引理 1 ) 

=
)!)!.......((
)!...(

1

1

k

k

xx
xx ++ ∑ ∑

= =
∏−+

∈

n

j jY
y

j

Yy

A
1 ||

)1(  

 

( 由引理 2 ) 

= ∑
∏ ∏

∑∏
∑

∏

∑
=

=
∈

=
∈

=

=

= −+
n

j
k

i
Yy

i

k

i
Yy

i

jY

j
k

i
i

k

i
i

y
x

y
x

x

x

1

1

1

||

1

1

)!(

)!(

)1(
!

)!(
 

= ∑
∏ ∏

∑∏
∑

=

=
∈

=
∈

=

−
n

j
k

i
Yy

i

k

i
Yy

i

jY

j

y
x

y
x

0

1

1

|| )!(

)!(

)1( ，得證。  

例一  : 

循環節 aaaaaabbbbbbcccccc 

a,b,c 各有 6 個  

⇒ ( 6,6,6 ) = 6 有質因數 2,3 

⇒循環節內物品作直線排列後不產生子

循環節之所有情形數為  

)!
3
6()!

3
6()!

3
6(

)!
3

18(

)!
2
6()!

2
6()!

2
6(

)!
2

18(

!6!6!6
!18 −−
××

 

)!
32

6()!
32

6()!
32

6(

)!
32

18(

×××

×+ 。  

例二  :  

循環節 aaaaaaaabbbbbbbbcccccccc 

a,b,c 各有 8 個  
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⇒ ( 8,8,8 ) = 8 有質因數 2 

⇒循環節內物品作直線排列後不產生子

循環節之所有情形數為  

)!
2
8()!

2
8()!

2
8(

)!
2

24(

!8!8!8
!24 −
××

。  

例三  :  

循環節

30

.............aa a14243
個 30

..............bb b14243
個 30

..............cc c14243
個

 

a,b,c 各有 30 個  

30)30,30,30( =⇒ 有質因數 2,3,5 

⇒循環節內物品作直線排列後不產生子

循環節之所有情形數為  

90( ) !90 ! 2
30 30 3030 ! 30 ! 30 ! ( ) !( ) !( ) !
2 2 2

90 90( ) ! ( ) !
3 5

30 30 30 30 30 30( ) !( ) !( ) ! ( ) !( ) !( ) !
3 3 3 5 5 5

90( ) !
2 3

30 30 30( ) !( ) !( ) !
2 3 2 3 2 3

90( ) !
3 5

30 30 30( ) !( ) !( ) !
3 5 3 5 3 5

90( ) !
2 5

30 30 30( ) !( ) !( ) !
2 5 2 5 2 5

90( ) !
2 3 5

(

−
× ×

− −

×+

× × ×

×+

× × ×

×+

× × ×

× ×− 30 30 30) !( ) !( ) !
2 3 5 2 3 5 2 3 5× × × × × ×

 

定理六 :  

 n 個 物 品 排 成 一 列 後 循 環 節 個 數 由 小 而

大 依 序 為 kwww ,...,, 21 ， 若 循 環 節 內 物 品

作直線排列後不產生子循環節之情形所成

集 合 依 序 為 kSSS ,...,, 21 ， 則 環 狀 排 列 數  

=∑
=

×k

i

ii

n
Sw

1

||
。  

證明  

k 類物品共 n個排成一列後有 iw 個循環節

( ),...,3,2,1 ki = ，若循環節內物品作直線排

列後不產生子循環節之情形所成集合為 iS   

⇒ iS 中每種情形都有 iw 個循環節  

⇒每一循環節中有
iw
n

個物品  

⇒由定理三知 iS 中每
iw
n

種循環排列複

製 iw 次對應到同一種環狀排列  

⇒ iS 的環狀排列數   

= =÷
i

i w
nS ||

n
wS ii ×||

 

⇒所有環狀排列數  = ∑
=

×k

i

ii

n
Sw

1

||
。  

例一 : 

求 4 白珠 ,5 黑珠 ,6 紅珠之環狀排列數? 

解：  

白珠 4 個，黑珠 5 個，紅珠 6 個  

⇒ ( 4,5,6)=1，而 1 的正因數只有 1 
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11 =w ,
!6!5!4

!15
1 ××

=S =630630，n=15 

⇒  環狀排列數  =
15

6306301×
= 42042  

例二 : 

求 aaaabbbbcccccc 之環狀排列數? 

解：  

a,b 各有 4 個，c 有 6 個  

⇒ (4,4,6 )=2，而 2 的正因數有 1,2  

11 =w , 

1

14( )!14! 2
4 4 64! 4! 6! ( )!( )!( )!
2 2 2

210000 14

S

n

= −
× ×

= =，

2 2
7!2, 210 14

2! 2! 3!
w S n= = = =

× ×
，  

⇒  環狀排列數   

= 15030
14
2102

14
2100001 =×+×

。  

 

例三  :  

求 aaaabbbbcccccccc 之環狀排列數? 

解：  

a 有 4 個，  b 有 4 個，c 有 8 個  

⇒ ( 4,4,8 ) = 4 ，而 4 的正因數有 1,2,4 

1

1

2

2

3

3

1,
16( )!16! 2

4 4 84! 4! 8! ( )!( )!( )!
2 2 2

900480 16

2,
8( )!8! 2

2 2 42! 2! 4! ( )!( )!( )!
2 2 2

408 16

4,
4! 12 16

1! 1! 2!

w

S

n

w

S

n

w

S n

=

= −
× ×

= =

=

= −
× ×

= =

=

= = =
× ×

，

，

，
 

⇒環狀排列數   

= 56334
16

124
16

4082
16

9004801 =×+×+× 。 

例  四  : 

求 aaaaaaaaaaaabbbbbbbbbbbb 之環狀排列

數? 

解：  

a 有 12 個，  b 有 12 個，  

⇒ ( 12,12 ) = 12 ，而 12 的正因數有

1,2,3,4,6,12 
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1 1

2 2

3 3

24 2424 ( )! ( )!( )!24! 3 2 321, 2703168 2412 12 12 12 12 1212! 12! ( )!( )! ( )!( )! ( )!( )!
2 2 3 3 2 3 2 3

12 1212 ( )! ( )!( )!12! 3 2 322, 900 246 6 6 6 6 66! 6! ( )!( )! ( )!( )! ( )!( )!
2 2 3 3 2 3 2 3

8( )!8! 23, 44! 4! (
2

w S n

w S n

w S

×= = − − + = =
×

× ×

×= = − − + = =
×

× ×

= = −
×

，

，

4 4

5 5 6 6

64 244)!( )!
2

6( )!6! 34, 18 243 33! 3! ( )!( )!
3 3

4( )!4! 2!26, 4 24 12, 2 242 22! 2! 1! 1!( )!( )!
2 2

n

w S n

w S n w S n

= =

= = − = =
×

= = − = = = = = =
× ×

，

，

， ，
 

 

⇒環狀排列   

 

= 112720
24

212
24

46
24

184
24

643
24
9002

24
27031681 =×+×+×+×+×+×

。  

 

例  五  :  

求 30 個 a ，30 個 b ，30 個 c 之環狀排列數? 

解：  

a 有 30 個，  b 有 30 個，c 有 30 個    

⇒ ( 30,30,30 ) = 30，而 30 的正因數有 1,2,3,5,6,10,15,30 
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1 1

90 9090 ( ) ! ( ) !( ) !90 ! 3 521 30 30 30 30 30 30 30 30 3030 ! 30 ! 30 ! ( ) !( ) !( ) ! ( ) !( ) !( ) ! ( ) !( ) !( ) !
2 2 2 3 3 3 5 5 5

90 90 90( ) ! ( ) ! ( ) !
2 3 3 5 2 5

30 30 30 30 30 30 30 30 30( ) !( ) !( ) ! ( ) !( ) !( ) ! ( ) !( ) !( ) !
2 3 2 3 2 3 3 5 3 5 3 5 2 5 2 5 2 5

90(

w S= = − − −
× ×

× × ×+ + +

× × × × × × × × ×

−

，

2 2

3 3

) !
2 3 5 9030 30 30( ) !( ) !( ) !

2 3 5 2 3 5 2 3 5
45 45 45( ) ! ( ) ! ( ) !45 ! 3 5 3 52 9015 15 15 15 15 15 15 15 1515! 15 ! 15! ( ) !( ) !( ) ! ( ) !( ) !( ) ! ( ) !( ) !( ) !

3 3 3 5 5 5 3 5 3 5 3 5
30( ) !30 ! 23 10 10 1010 ! 10 ! 10 ! ( ) !( ) !( ) !

2 2 2

n

w S n

w S

× × =

× × × × × ×

×= = − − + =
× ×

× × ×

= = − −
× ×

，

， ，

，

4 4

5 5

30 30( ) ! ( ) !
5 2 5 9010 10 10 10 10 10( ) !( ) !( ) ! ( ) !( ) !( ) !

5 5 5 2 5 2 5 2 5
18 1818 ( ) ! ( ) !( ) !18 ! 3 2 325 906 6 6 6 6 6 6 6 66 ! 6 ! 6 ! ( ) !( ) !( ) ! ( ) !( ) !( ) ! ( ) !( ) !( ) !

2 2 2 3 3 3 2 3 2 3 2 3
15( ) !15! 56   5 5 55! 5 ! 5 ! ( ) !( ) !(

5 5

n

w S n

w S

×+ =

× × ×

×= = − − + =
× ×

× × ×

= = −
× ×

，

， ，

， 6 6

7 7 8 8

9( ) !9 ! 390 10 903 3 33! 3! 3!) ! ( ) !( ) !( ) !
5 3 3 3

6( ) !6 ! 3!215 90 30 90  2 2 22 ! 2 ! 2 ! 1! 1! 1!( ) !( ) !( ) !
2 2 2

n w S n

w S n w S n

= = = − =
× ×

= = − = = = =
× × × ×

， ， ，

， ， ， ，

⇒  環狀排列數  = ∑
=

×8

1 90i

ii Sw
 。  
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