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Abstract 

 

  Based on the observations that the mean square log-return obtained from the 

high-frequency one-day moving averages(HF1MA) of a collection of stocks share 

similar features with the mean square displacement of a many particle system 

described by Langevin equation, we carry out a detailed analysis on the time-scale 

dependence of static as well as dynamic properties for such averages. We analyze the 

data of a collection of 345 stocks listed in S&P 500 for each month over the years 

1996-1999. We examine if the probability distribution meets Lévy distribution in two 

cases of moving average & non-moving average, and how the selected interval affect 

the fitted parameters of the probability distribution. Also we calculate the 

autocorrelation function and analyze the probability density function of log - return at 

different time scales in detail. Our results show that the central parts of probability 

density functions are fitted by Lévy with parameter α ≈ 1 for the averaged data and 

α ≈ 1.6 for the non-averaged data. With a newly defined autocorrelation function, we 

can distinguish dynamic features between the averaged data and the non-averaged 

data. 

 

 

Keywords : Langevin equation, Lévy distribution, autocorrelation function, random 

walk, Brownian motion, diffusion constant. 
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摘要 

   

  本研究著重於隨機漫步的理論與應用，並收集 S&P500 的其中 345 家交易較為

頻繁的公司做為實證的數據。根據高頻率交易一天移動平均 (HF1MA)之下的股

票觀測其特徵，發現與多粒子系統的均方位移(MSD)的特徵有相似之處，據此，

我們進一步對在不同時間尺度靜態和動態屬性進行了詳細的分析。我們在分析 S

＆P 500 其中 345 家公司在 1996 – 1999 年各月份的股票數據時，觀察作移動平均

的計算對數據的統計分布與動態性質之影響。我們檢驗在有移動平均與沒有移動

平均的兩種情況下，市場報酬(log–return)的機率密度函數中心是否符合 Lévy 分

布，分析對單月資料進行統計計算之侷限與技巧，同時我們計算自相關函數並對

報酬的機率密度函數如何隨時間尺度的變動進行詳細分析。結果顯示在一天的移

動平均下，機率密度函數的中心部份符合 Lévy 分布，其 α ≈ 1；而在沒有一天

移動平均下其 α ≈ 1.6。在新定義的自相關函數中，我們可以分辨在有移動平均

與沒有移動平均的情況下其動力性質的特徵。 

 

 

關鍵字 : 朗之萬方程，Lévy 穩定分布，自相關函數，隨機行走，布朗運動，擴

散係數。 
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第一章  序論 

  起初科學家利用隨機行走(random walk)的概念，用來描述股價與時間的相依性，

股價的起伏不定，猶如一個醉漢的無序行走，或像布朗運動所觀察到的花粉不規

則運動。在 1900 年間，Bachelier 提出金融市場的波動遵守隨機行走，其模式可

應用到物理中的布朗運動[1]，在他後來的研究中，他給出一些關於布朗運動的

函數之分布，而在隨後的科學家研究指出股市波動非完全隨機。 

  其後越來越多的物理學家積極參與經濟領域的研究，1966 年間，King 發現在

一天的時間區間或更長的時間區間之下，不同股市的價格變化通常有高度相關，

且在同種類型的公司相關性更高。對於金融市場，越來越多的資料提供市場的微

觀細節，基本上它是一個非平衡的問題，其中動力性質扮演一個重要的角色。

1977–1979 年間，Epps 研究 4 家公司對數報酬的相關係數，時間區間在 10 分鐘 ~ 

3 天之間，發現有 Epps effect。短時間內，公司相關性比較小；長時間來看則相

關性比較大。1995 年間，Mantegna 和 Stanley 的研究團隊，分析 S&P500 指數在

尺度變換下的機率分布，發現中心分布符合所預期的 Lévy 穩定分布。 

  物理學家在經濟領域的研究累積了不少成就，由於這個領域是一個多種因素交

互影響的學問，因此物理學家們應用物理上的理論，例如布朗運動、氣體分子動

力論、描述粒子運動軌跡的朗之萬理論…等，並就原有的理論推廣延伸，對經濟

領域提出一套假說，並積極地分析數據，期盼能透過大量的數據研究與歸納，為

經濟領域找出並發現新的現象以及了解現象背後的原因，進一步找出合理的解釋

並建構一套理論與數學模型，例如眾所週知的 B-S 模型對於期貨與選擇權的定價，

就是由布朗運動理論推廣而得。 

  本論文研究的是標準普爾 500(S&P500)指數其中 345家公司時間序列的統計性

質，研究主要目標為觀察股價指數在經 HF1MA(一天的移動平均, 亦可寫作

1dayMA或 1MA)計算的數據與未經處理(noMA)的原數據其所含訊息內容之異同，

並跟先前研究的結果比較之間的差異，我們簡單分成 3 個部份來探討： 
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1. 類比股價與粒子的集體行為，從金融數據資料分析系統的巨觀狀態。 

  首先利用程式模擬隨機行走來驗證理論，並從探討朗之萬方程的原理出發，利

用粒子的觀點來類比股價指數，我們已知當時間很短的情況下粒子在流體中的運

動，其位移平方的平均值正比於時間的 2 次方；在長時間的情況下正比於時間的

1 次方，在經 HF1MA 計算的數據與原數據(noMA)又有一些不同的特徵出現，我

們想藉由此方法來實證股票價格指數是否也有類似的情形發生。結果顯示

HF1MA 的方式是恰當的，因此我們確認股票與粒子間的集體特性是可比較，理

由如下： 

(1)當價格經過 HF1MA 之後計算所得到的數據(MSLR)在圖形上符合朗之萬方程

的描述，在短時間 MSLR 正比於時間的 2 次方，時間夠長情況之下正比於時間

的 1 次方。 

(2)在 no MA 所得到的結果，時間夠長情況之下符合方程式的描述，在短時間並

不符合描述，呈現所謂的粒子受限現象。我們可解讀為在此圖形中，這段時間公

司彼此開始相互影響，可視為流體中粒子與粒子之間開始作用，因粒子之間的關

聯性交互影響造成運動上有遲滯的現象發生，並與其所在的環境有關，所以在對

數圖形中其值並不固定；在長時間時受限因素不存在後復歸為擴散運動的範疇

(在對數圖形下斜率等於 1 的部份)，即正比於時間的 1 次方。 

(3)另一方面，移動平均(Moving Average, MA)的時間長度，也會影響 MSLR 在短

時間之下在對數圖形所對應的斜率，我們發現 1hrMA(1 小時的移動平均)與

1dayMA(1 天的移動平均)的斜率不一樣，前者的斜率較後者斜率小(後者斜率為

2)，且移動平均的時間長度越長，其斜率越接近 2，我們也發現其在轉折之處(斜

率從 2 變為 1 時)與所選取的移動平均時間有關，若選取的 MA 時間為 1 天，則

在 1 天附近開始出現轉折。 

2.在 HF1MA 與 noMA 的條件之下，時間尺度(time scale)如何影響股市價格統計

分布。 

  根據先前研究[2]，S&P500 股價機率分布有時間尺度行為，指數報酬在零附近
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的機率密度函數值      ，與時間尺度呈現冪次函數遞減：       𝜏
  

 ⁄ 。

並且我們知道在      附近可以用 Lévy 機率分布恰當地描述。據此，我們想

探討在 HF1MA 與 noMA 的條件之下，股價機率分布是否也有雷同的時間尺度特

徵，或者呈現截然不同的結果？結果顯示： 

(1)時間序列長短會影響統計性，時間越長統計性越好，在做機率分布圖時，X

軸的尺度大小也會影響統計性，所以計算的結果會侷限在一個範圍內。  

(2)我們將各家公司的股價指數類比粒子的集體行為，在有無移動平均的統計分

析下，計算在作機率密度分布時不同的 X 軸尺度大小下   值的變化，結果發現

在移動平均之下得到的   值接近 1，沒有移動平均之下的   值則介於 1.5~1.6

之間，符合穩定分布 (stable distribution) 的描述。 

(3) 我們也同樣發現移動平均的時間長短也會影響   值的大小，移動平均的時

間長度越短則越接近 noMA 的   值，因此，我們可藉由這項特性了解 S&P500 

股價指數的機率分布。另外，我們已知報酬的機率密度有厚尾分布的特徵，那麼

在 HF1MA 作用之下，我們也可看出其斜率近似於 3，符合先前研究[3][4]。 

3.股價報酬的自我相關性，移動平均如何影響函數的分布。 

  股價報酬的自我相關係數隨著時間越大越接近零，意即沒有時間記憶性 (time 

memoryless)，由先前研究[4]可以知道，股價報酬的自相關函數圖在短時間來看

有相關性，特徵時間為 4 分鐘，隨著時間越長其記憶性越差，最後在 20 分鐘

左右趨於紊亂。經由HF1MA與noMA的情況下，我們發現有著一些不同的特徵： 

(1)我們建立一個新的自相關函數，稱為”時間尺度選取下的自相關函數”(Time 

Scale Selected Autocorrelation, TSSA)，來表示在不同的時間尺度交易下的自相關

函數其分布的異同。 

(2) 接著我們再加上移動平均的條件，發現在TSSA的公式下所呈現的 HF1MA

與noMA函數分布圖截然不同，在HF1MA的情況下呈現連續軌跡的特徵，且其轉

折與所選取的移動平均的時間尺度 𝜏 有關。在noMA的情況下呈現離散軌跡的特
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徵，其最低點的時間即為所選取的時間尺度 𝜏，接著回到零附近振盪，隨著時間

越大慢慢收斂到零。由於圖形的不同，顯示在TSSA公式下作HF1MA對動力性質

有影響。 
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第二章  理論背景與方法 

  本章節將介紹一些統計理論，包括穩定分布，TLF，自相關函數，以及簡短介

紹物理上的理論包括布朗運動與朗之萬方程。 

 

2.1 布朗運動 & 擴散運動 & 朗之萬方程式 

這一小節我們簡單的介紹在 20 世紀初文獻上對於布朗運動的理解與分析方式。

random walk 與朗之萬運動方式的概念應用在許多科學的領域，包含：物理、化

學、生物、經濟、大氣、材料等學門，其影響十分深遠。 

 

2.1.1 隨機行走 (random walk) 與布朗運動 

物理學的理論應用於財務分析，最早可追溯至 1900 年法國物理學家 Louis 

Bachelier。他提出一個劃時代的主張，股票、債券的價格波動以及它們的基本因

素結構都是隨機變化，類似物理學中的布朗運動。因此，Bachelier 將物理學概念

發展成經濟模型應用於股市分析，利用布朗運動的數學性質與算式來描述價格波

動的隨機變化，同時建構出隨機漫步理論，利用隨機漫步去描述價格走勢。此一

想法，在財務學界延用至今，對經濟學有很大的貢獻。 

  Bachelier 的隨機漫步理論引伸到價格波動的變化可以鐘型曲線作描述[5]。鐘

型曲線亦被稱為「高斯曲線」，在「高斯曲線」之下，各情況出現的機率呈現稱

之為常態分布(normal distribution)，物件都傾向整體中的典型靠攏，比較異常的

情況偶而出現，但一定是佔少數，而且終會走向均衡。採用隨機漫步理論的還有

現代投資組合理論 Modern Portfolio Theory、Black-Scholes 選擇權定價模型以及

Long-Term Capital Management (LTCM)。 

在 1827 年，英國的植物學家 Robert Brown 在顯微鏡下觀察到懸浮在水中的花

粉粒子，會不停地進行不規則的運動，並從花粉與無機膠體粒子的實驗證實了小

粒子在水中的隨機行走(random walk) 並非生物體特有的現象，這種類似生命體
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的運動特徵引發科學家們研究微小粒子的運動行為[6]。經過許多的實驗與探討，

科學家發現這現象應該是微小粒子受到周圍液體分子從各處的連續撞擊，而產生

連續且不規則地隨機行走。這種移動我們稱之為布朗運動(Brownian motion) ，

是室溫下微小的膠體粒子在溶液中的共同現象。在這之後人們才真正開始從物理

的角度來研究布朗運動[7]。 

布朗運動具有下列的特性：(1)粒子的運動永不停止；(2)溫度的改變會影響粒

子的運動；(3)粒子的運動沒有固定的軌跡，其運動軌跡呈鋸齒狀；(4)粒子的大

小影響粒子的運動速度；(5)粒子的成份或密度不會影響粒子的運動[8]。 

 

2.1.2 布朗運動：簡單的一維隨機行走 (random walk) 問題 

首先我們考慮一個簡單的問題，在經過一段長時間之後，布朗粒子離開起始位

置後的平均位置 (位移期望值) 與均方位移 (Mean Square Displacement)。假設布

朗粒子有以下的特徵： 

(1) 粒子忽左忽右，猶如一個醉漢走路之前前後後、飄忽不定，此特性正好可以

用一維的隨機行走 (random walk) 來描述與討論。 

(2) 布朗粒子向左與向右移動的機率 p 與 q 是相等的，即 p = q = 1/2。 

(3) 設布朗粒子從 x = 0 處出發，共走了 N 步，其中向右(沿正 x 軸正向)走了 

n 步的機率可由二項分配的公式給出機率分布。 

  在此先簡單介紹二項分配，二項分配的定義如下： 

       {(
 

 
)                   1         

                              
                  .1.    

    1     1    

上式為間斷型隨機變數 n 的機率密度，表示布朗粒子其中一次隨機行走試驗結

果的機率，二項分配有如下的性質： 

(1) 此試驗由 N 次獨立且完全相同之試驗所組成。 
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(2) 每次試驗僅有兩種互斥的可能結果稱為”YES”或”NO” 。 

(3) 試驗結果為”YES”的機率為 P (    1 ，”NO”的機率為 q，且每次試驗

機率 P 為固定不變的。 

(4) 隨機變數 n 表示 N 次獨立試驗中”YES”的次數。 

假設每一步的長度都是 l，並且向左為 –l，向右為 l。當走了 N 步時，其中

有 n 步是向右，則某次試驗結果布朗粒子離原點的距離為：  [       ]  

且平均距離為 (n=0~N的所有可能性相加)： 

〈 〉  ∑       

 

   

 [       ]  ∑      

 

   

               .1.    

由二項式定理， 

       ∑      

 

   

 ∑ (
 

 
)      

 

   

 

所以 

〈    〉  ∑              

 

   

 ∑        (
 

 
)       

 

   

 

展開整理後[附錄二]可得結果為 

〈    〉                1                    .1.    

對於布朗粒子的隨機行走，有     
 

 
，故可得 〈    〉   。 

  對於方均位移 〈  〉，有如下形式 

〈  〉  ∑          ∑         
  

        
      

 

   

 

   

 

 ∑              
  

        
      

 

   

         .1.    

再利用上述的方式計算後可得結果為 

〈  〉     [   1        1]             .1.    



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

10 

可知當     時，布朗粒子會沿著某一個方向漸行漸遠；當在隨機行走的實驗

中，     
 

 
 時，可得 〈  〉     。又由於步數 N 正比於試驗所用的總時間 

t，有      的關係，表示布朗粒子的運動顯然不是均速漂移，且    與   成

正比是随機過程的典型结果。此外，可以進一步求得  

       〈  〉  〈 〉     [       1]  [       ]      

即布朗粒子   步隨機行走之後位置的標準差   √ ，此為其可到達之最遠可

能距離。 

 

2.1.3 布朗運動 : 愛因斯坦以機率與擴散的觀點 

西元1906年，愛因斯坦在發表狹義相對論後，為了要解釋布朗粒子運動的方式，

也發表了他以『機率』的觀念探討布朗運動的定量結果，提出了 random walk 的

模型去描述此種形式的運動，為其運動形式提出了物理的解釋：布朗粒子的不規

則運動是由於環境水分子不間斷地隨機的碰撞所造成。當存在大量的布朗粒子，

其密度分布不均勻時，可觀察到布朗粒子的擴散。根據愛因斯坦的研究分析，粒

子的運動雖然不規則，但是布朗運動在長時間下的平均移動行為會呈現常態分布，

可視為布朗粒子的擴散行為。擴散實際上是粒子作布朗運動而產生位移，現在以

擴散的觀點研究粒子的布朗運動。 

在一維中以 ϕ x  t  表布朗顆粒的密度，以 J x  t  表布朗顆粒的流量(單位時

間內通過單位截面的顆粒數)。菲克定律[附錄五]可導出 diffusion equation 

J   D∇ϕ 

D 是擴散係數，連續方程式是 

𝜕𝜙

𝜕 
 D  J    

兩式聯立，得 

𝜕𝜙

𝜕 
  ∇ 𝜙 
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此為擴散方程式。三維空間下可寫為 

𝜕   ⃑   

𝜕 
  ∇    ⃑    

其中    ⃑    代表時間 t 於位置  ⃑ 的布朗粒子數目密度。 

 

2.1.4 擴散方程式的解(solution of diffusion equation)  

愛因斯坦是第一位以定量理論詮釋布朗運動，稍後史摩勒丘司基也發表以機率

平衡方程式描述布朗運動。依據布朗粒子在時間 t 與位置 x 時的機率   x t ，

在每個時間的小間隔   ，物體可移動一步   ，而其方向則是隨機選取。在無外

力作用下，一維空間中的布朗運動可寫成如下形式： 

  

𝜕 
 D

𝜕  

𝜕  
 

若 D 為常數，則此式為線性微分方程(i.e. ,   a∅    𝜕∅ ，  ψ  ∅  𝜕𝜓  

𝜕∅)，其解可為平面波形式： 

  x t   𝑖𝑘𝑥 ̃ 𝑘    

將上式帶入擴散方程式，可得(the Fourier transform method) 

  ̃ 𝑘   

𝜕 
  D𝑘  ̃ 𝑘    

其解為 

 ̃ 𝑘     ̃ 𝑘     D𝑘2𝑡 

利用 inverse Fourier transform，可得一般解: 

       
1

 𝜋
∫𝑑𝑘  𝑖𝑘𝑥  ̃ 𝑘    

1

 𝜋
∫𝑑𝑘  𝑖𝑘𝑥    D𝑘2𝑡   ̃ 𝑘    

利用初始條件：當 t = 0 時，所有粒子均位在 x = 0 處，即 

n x     𝛿       ,          𝛿      

則擴散方程在初始條件下的解為 

 ̃ 𝑘    ∫𝑑    𝑖𝑘𝑥        ∫𝑑    𝑖𝑘𝑥 𝛿    1 
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⟹        
1

 𝜋
∫𝑑𝑘  𝑖𝑘𝑥   D𝑘2𝑡  

1

√ 𝜋  
 
 𝑥2

4𝐷𝑡      .1. A  

上式表明，顆粒的機率密度分布是與 t 有關的高斯分布，隨著 t 的增加，顆粒逐

漸向兩邊擴散。經由簡單的計算，我們也可以得到長時間三維空間下的位置分布：

   ⃑    
 

 4 𝐷𝑡 
 

2⁄
  

 2

   ，擴散係數   
     

   
⁄ 。 

由   .1. A  式可求得粒子位移平方的平均值[附錄三] 

〈  〉  ∫   +∞

 ∞
      𝑑               (2.1.4B) 

上式亦可稱為 Einstein – Smoluchowski Equation。接著我們可以求出平均位移與

標準差： 

平均位移(The mean displacement) 

〈 〉𝑡  ∫𝑑             

標準差(The standard deviation)  

𝜎𝑡  √〈  〉𝑡  〈 〉 𝑡  √   ，  
 𝑥 2

  𝑡
，其中 𝜎    √

𝑡

 𝑡
 √  

t 為總時間，   為每一步的時間間隔，
𝑡

 𝑡
 即為走 N 步之意。 

由此可得均方位移 (The square mean displacement) 的另一表示式： 

√〈  〉  √  

(2.1.4B)式與朗之萬理論的結果 〈  〉  
 𝑘𝐵𝑇

𝜁
  ，兩式比較可得，溫度為 T 時顆粒

在黏滯阻力係數為 𝜁 的介質中的擴散係數為 D  
𝑘𝐵𝑇

𝜁
。 

由以上討論我們可得到兩個重要的結論： 

(1) 粒子的位移平均為零(即〈 〉   )。藉由位移是一個向量的特性，以及布朗運

動時粒子移動的等向性，重覆將布朗粒子從原點釋出的實驗，可以得到平均位移

為零的結果，圖形呈鐘形分布。 

(2) 粒子隨著時間往各個方向運動而遠離原點，將粒子的移動距離先取平方，再

取平均，我們將發現位移平方的平均與所經過的時間 t 成正比；在同一時間條
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件下，布朗粒子遠離原點的快慢則代表布朗擴散係數 D。 

 

2.2 朗之萬方程 (Langevin equation) 描述布朗運動 

在西元 1908 年，郎之萬 (Paul Langevin) 發表了可描述單一布朗粒子運動軌

跡的方程，我們現在稱之為『朗之萬』方程式 (Langevin Equation)。 

朗之萬 (Langevin) 是依據牛頓第二定律(𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
 ∑𝐹)，考慮一個布朗粒子在

運動時，同時受到流體的阻力 𝑚𝜁 (
𝑑𝑥

𝑑𝑡
)。與流體分子因熱運動與其碰撞的熱擾動

力     。其具體的運動方程式 (Langevin equation) 如下 :  

𝑚
𝑑  

𝑑  
  𝜁𝑣  𝐹    𝐹′             .   

  在 2.2 式中，m 代表布朗粒子的質量， 𝜁𝑣   𝜁
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 為粘滯阻力，

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 為

Brownian particle 的速度，根據斯托克斯 (Stokes) 定理的描述，粘滯阻力來自介

質分子對顆粒的碰撞，阻力以–𝜁v 表示，將顆粒看作半徑為 r 的小球，以緩慢的

速度 v 在粘滯係數為 𝜂 的流體中運動，此時阻力的大小與顆粒的速度成正比，

則有 𝜁  6𝜋𝜂 ，𝜁 為阻力的比例常數。𝐹   為隨機作用力(random force)， 𝐹′   為

外力。當不存在其它外力時 𝐹′     ，朗之萬方程為 

𝑚
𝑑  

𝑑  
  𝜁

𝑑 

𝑑 
 𝐹                                       . ′  

 

2.2.1 朗之萬方程針對速度的描述 

由(2.2)式，經過簡單的計算，我們可得到布朗粒子的運動速度： 

�⃑�    �⃑�    
 𝑡

𝜏⁄  ∫ 𝑑𝑢  
  𝑡 𝑢 

𝜏⁄
𝑡

 

�⃑� 𝑢 

𝑚
 

其中 𝜏 代表 relaxation time。右式第一項為布朗粒子的起始速度隨時間呈指

數衰減，而右式第二項則表達 random force �⃑� 的影響。我們可以看出長時間之
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後 〈𝑣    〉 
𝜏

 𝑚2
。接著又從氣體分子動力論知道布朗粒子與環境達到熱平衡時所

對應的 〈𝑣    〉  
3𝑘𝐵𝑇

𝑚⁄ ，其中 𝑘𝐵 為波玆曼常數，而 T 代表溫度。 

 

2.2.2 朗之萬方程針對 MSD 的描述 

  由朗之萬過程的推導，對上式等號左右同乘以 x，得 

𝑚
𝑑  

𝑑  
   𝜁

𝑑 

𝑑 
   𝐹    

由 x
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
   ̈  

𝑑

𝑑𝑡
   ̇   ̇  

 

 

𝑑2

𝑑𝑡2
    ̇  代入上式 

左式 : 𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
  𝑚 [

 

 

𝑑2

𝑑𝑡2
    ̇ ]  

 

 
𝑚

𝑑2

𝑑𝑡2
   𝑚 ̇  

右式 :  𝜁
𝑑𝑥

𝑑𝑡
   𝐹     𝜁

 

 

𝑑

𝑑𝑡
    𝐹    

合併左右兩式得 
 

 
𝑚

𝑑2

𝑑𝑡2
   𝑚 ̇   𝜁

 

 

𝑑

𝑑𝑡
    𝐹    

將上式對大量粒子求平均， 

〈
1

 
𝑚

𝑑 

𝑑  
   𝑚 ̇ 〉  〈 𝜁

1

 

𝑑

𝑑 
    𝐹   〉 

⟹
1

 
𝑚

𝑑 

𝑑  
〈  〉  𝑚〈 ̇ 〉   𝜁

1

 

𝑑

𝑑 
〈  〉  〈 𝐹   〉 

並利用兩項基本條件 : 

1. 隨機項 𝐹    與粒子所處位置 x 無關，所以 ⟨𝐹     ⟩   。 

2. 熱力學平衡時，能量均分定理，
 

 
𝑚 ⟨(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)
 

⟩  
 

 
𝑘𝐵𝑇。 

  將上述兩條件帶入方程式 

1

 
𝑚

𝑑 

𝑑  
〈  〉  𝑚〈 ̇ 〉   𝜁

1

 

𝑑

𝑑 
〈  〉  〈 𝐹   〉 

⟹
1

 
𝑚

𝑑 

𝑑  
〈  〉  𝜁

1

 

𝑑

𝑑 
〈  〉  𝑚〈 ̇ 〉    

⟹
1

 
𝑚

𝑑 

𝑑  
〈  〉  𝜁

1

 

𝑑

𝑑 
〈  〉  𝑘𝐵𝑇    
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⟹
𝑑 

𝑑  
〈  〉  

𝜁

𝑚

𝑑

𝑑 
〈  〉  

 𝑘𝐵𝑇

𝑚
   

上式是 〈  〉 的二階常係數線性非齊次微分方程，其通解為(設初始條件為：   ，

x   ) 

 𝑘𝐵𝑇

𝑚𝜁
  

 𝑘𝐵𝑇

𝑚𝜁 
  𝜁𝑡  

 𝑘𝐵𝑇

𝑚𝜁 
         . . A  

由   .5.1  式可再改寫為： 

⟨  ⟩  
 𝑘𝐵𝑇

𝑚𝜁
[  

1

𝜁
(1    𝜁𝑡)]         . . B  

並利用泰勒展開式： 

 𝑥  ∑
  

  
         ∀ ∈ ℝ

∞

   

 

(1) 如果   ≪ 𝜁  ，則   .5.   式的指數項需要考慮，可改寫為 

⟨  ⟩ ≈
 𝑘𝐵𝑇

𝑚𝜁
{  

1

𝜁
[1   1  𝜁    𝜁    ⋯ ]} 

≈
 𝑘𝐵𝑇

𝑚𝜁
{𝜁   ⋯} ≈

 𝑘𝐵𝑇

𝑚
   

⟹ ⟨  ⟩     

(2) 如果   ≫ 𝜁  ，則   .5.   式可改寫為 

⟨  ⟩ ≈
 𝑘𝐵𝑇

𝑚𝜁
{   } 

⟹ ⟨  ⟩  t 

  (2) 的描述符合 2.1.1 節所提到，在長時間之下，與 t 成正比是隨機過程的典

型結果，而前面 2.1.2 節也曾經先提到愛因斯坦的 random walk 模型，經由解出

擴散方程得到其機率分布再經由機率密度計算亦可導出 ⟨  ⟩     ， 為愛因斯

坦擴散係數，這樣的關係式比較之後可得到擴散的相對應係數。因此我們得到下

述關係： 

 𝑘𝐵𝑇

𝑚𝜁
           ⟹          

𝑘𝐵𝑇

𝑚𝜁
   

此關係式被稱為 Einstein relation。 
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2.3 穩定分布 (stable distribution) 

在金融市場當中，不同的金融商品諸如股票、期貨、基金…等等，在不同交易

時間尺度之下會有不同的價格變化，例如蘋果公司的股票價格，每日的價格變化

會不同於每週的價格變化，所以如何有效地探討價格變化背後的意義，我們即採

用在不同時間尺度下，討論各種價格變化的機率分布的方式。所以選擇何種機率

分布來描述股票價格是非常重要的，以下我們使用穩定分布來討論不同時間尺度

之下的股票價格報酬的機率分布。 

穩定分布，又稱為 Lévy 穩定分布 (Lévy stable distribution)，是一種連續機率

分布。[3]Lévy 和 Khintchine 解決了這個如何決定所有穩定分布應該遵守的函

數型式的問題，他們發現最一般的表示式是經由特徵函數 𝜑    來表達，包含四

個參數：α、β、γ 與 μ，其中參數 α 是描述機率密度函數的厚尾分布，可稱為

特徵指數，範圍是  α ≤  ；γ 是尺度因子(scale factor)且為正數，並與標準差

有關；μ 為實數且為正數，與平均值有關，β 為不對稱參數(asymmetry parameter)，

又稱偏態係數，範圍在 [ 1 1] 之間，當分别為正值、0或負值時，分布分别右

偏、對稱或左偏。 

  Lévy 穩定分布只有以下三種已知的解析解形式(analytic form)： 

    (1) α = ½, β = 1  (Lévy -Smirnov distribution)  

    (2) α = 1, β = 0  (Lorentz distribution)  

    (3) α = 2       (Gaussian distribution)  

當特徵參數   從 2 降到 0 時，分布的尾部會變得越來越”肥” 。特别是當參數 

    且 𝛽    時，特徵函數會變為常態(高斯)分布的特徵函數之型式 

𝜑     𝑖𝑢𝑞 𝛾𝑞2
，此時平均值為 𝑢，標準差為 𝛾。因此，常態分布是 Lévy 分

布的一個特例。 

  Lévy 分布有兩個基本的重要性質： 

(1)當 𝜶  𝟐 時，Lévy 分布不存在變異數。 
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  當    ，| | 的 n 階動差函數 (n >  ) | |  會發散，即所有     的 Lévy 

穩定過程 (Lévy stable process) 的變異數會發散。 

  基於長時間的報酬會趨近於零並呈對稱分布的形式，我們考慮對稱分布 (β = 0) 

以及平均值為 0 (μ = 0) 的情況。在這情況之下的特徵函數可寫為如下形式： 

𝜑      𝛾|𝑞|𝛼      .3   

而機率分布是它的特徵函數的傅立業轉換，則參數為   及尺度因子為 𝛾 的穩

定分布是 

 𝐿   ≡
1

𝜋
∫   𝛾|𝑞|𝛼 cos    𝑑 

∞

 

 

當     時， 𝐿可改寫為：  

 𝐿      
𝛤 1   ⁄

𝜋 𝛾  ⁄
 

此分布對於在 | | 很大的情況下可近似為： 

 𝐿 | | ≈
𝛾𝛤 1    sin  𝜋   ⁄

𝜋| | + 
≈ | |   +        .3B  

事實上對於   很大時， 𝐿 可用冪次定律來描述，且此 stable Lévy processes 的

變異數無限大。 

(2) 穩定 Lévy 分布的可加性 

  若隨機變量  、   和    為獨立同分布(i.i.d)，對任意正數    和   ，存在正

數 b，使得           和    同分布，則稱隨機變量   具有穩定分布。假設

一組隨機變數的分布是 Lévy stable distribution，機率密度函數的特徵函數如

  .3   式 𝜑      𝛾|𝑞|𝛼  所定義，則將 n 組隨機變數相加，得到的另一個隨機

變數 𝑆 ，則 𝑆  的機率密度函數的特徵函數： 

𝜑       𝛾|𝑞|𝛼 

則將上式經由傅立業轉換，並找出 𝑆    的機率密度函數值： 

  𝑆    ≡
1

𝜋
∫    𝛾|𝑞|𝛼 cos  𝑆  𝑑 

∞

 

Sn  
→     𝑆     

𝛤 1   ⁄

𝜋   𝛾   ⁄
    .3   

等號兩邊同時取對數可得 
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  𝑔    𝑆       𝑔 (
Γ 1   ⁄

𝜋 𝛾  ⁄
)    1   ⁄   𝑔          .3D  

由上式可以求得特徵指數 α。 

  在 1995 年 R.N.Mantegna 和 H.E.Stanley 發表於 Nature[2]的文章中，提到關於

股價指數報酬機率密度函數時間尺度行為的研究，資料是 1984 年~1989 年 的 

S&P500 股價指數，他們分析了報酬機率密度函數，其所選取的時間範圍是 1 

min~1000 min，所得到的 α 值 約為 1.40，說明了 

(1) 機率密度函數在靠近零 (| 𝜎⁄ | ≤ 6) 的部分，可以用 Lévy stable distribution   

來描述； 

(2) 機率密度函數在| 𝜎⁄ |  6的部分，則是趨近於 exponential 的遞減。 

 

2.4 截尾Lévy機率分布 (The Truncated Levy Flight) 

如果股價指數報酬的時間序列是 Lévy 穩定機率分布，在股價報酬的個數趨向

於無限大時，會近似一個冪次函數，如(2.3B)式，而且變異數為無限大。為了避

免二階動差無限大的這個問題產生，Mantegna et al 考慮一個有限變異數的隨機

過程來描述這種機率分布，此隨機過程遵守尺度關係。根據 R. N. Mantegna 和 

H. E. Stanley 在 1995 年的研究，美國 S&P500 股價指數的報酬機率密度分布，

在機率分布中央為 Lévy 穩定機率分布，當股價指數報酬趨向無限大時，機率密

度就隨之遞減，顯示變異數為有限值。他們稱這種機率分布叫做 Truncated Lévy 

flight (TLF)。 

 TLF 分布定義如下[3] [9]：  

     {
                            >  

𝑐 𝐿                      
                             

               . A  

這裡的  𝐿    是對稱的 Lévy distribution，c 為標準化的常數。 

只有 Lévy 分布是穩定分布，TLF 分布是不穩定的，但它的變異數是有限值，

所以它會收斂至高斯分布，但不像其他的機率分布，它的收斂性很小。 
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  根據第2.1節的描述，如果隨機變數為穩定分布，相加所得到的隨機變數，其

機率分布仍為穩定分布。R. N. Mantegna 和 H. E. Stanley 於1994的論文[9]，研

究了 TLF 隨機變數相加後的機率分布情況，當 n 很小時，較接近 Lévy flight 

的行為；當 n 很大時，較接近高斯行為，他們提出以下近似關係： ×      ，

 × 為 crossover value，經計算後可得： 

                                × ≈                                                    . B  

以及 

  

[
 
 
 
 

𝜋 

 Γ 
1
  [

Γ 1    sin  𝜋   ⁄
     

]
  ⁄

]
 
 
 
 
       ⁄

           .    

crossover value  × 隨著截斷長度   (cutoff length) 的增加而迅速地增加，如果 

TLF 隨機變數相加個數在  × 個以內，機率密度函數可用 Lévy 穩定分布來描

述，大於  × 個就可用高斯分布來描述。 

 

2.5 自相關函數 (Autocorrelation) 

在機率論和統計學中，相關（Correlation，或稱相關係數），顯示兩個隨機變

數之間線性關係的強度和方向。在統計學中，相關的意義是用來衡量兩個變數相

對於其相互獨立的距離。 

對於不同數據特點，可以使用不同的係數。最常用的是皮爾森相關係數。其定

義是兩個變數共變異數除以兩個變數的標準差（變異數的平方根）。 

     
𝑐 𝑣     

𝜎 𝜎 
 

 [            ]

𝜎 𝜎 
 

  我們可定義相關係數如下，一階自相關係數    為 

   
∑  x   ̅𝑡  x +   ̅𝑡+  

   
   

√∑  x   ̅𝑡  
   
    ∑  x +   ̅𝑡+   

   
   

 

 

二階自相關係數  𝟐 為 
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∑   𝑡   ̅𝑡   𝑡+   ̅𝑡+  

   
   

√∑   𝑡   ̅𝑡  
   
    ∑   𝑡+   ̅𝑡+   

   
   

 

 

推廣到 k 階自相關係數  𝑘 為 

 𝑘  
∑   𝑡   ̅𝑡   𝑡+𝑘   ̅𝑡+𝑘 

   
   

√∑   𝑡   ̅𝑡  
   
    ∑   𝑡+𝑘   ̅𝑡+𝑘  

   
   

 

其中 C 介於 [-1,1]，   ≤ 1 表示正相關， 1 ≤     表示負相關，   1 

代表完全正(負)相關，    表示不相關。C 值越靠近 1 表示正相關性越高，

越靠近 -1 表示負相關性越高，接近零則表示時間序列上的數值前後越不相關。 

  H. Eugene Stanley, Yanhui Liu 等人研究報酬的自我相關行為，在 1999 年發表

的文章[14]指出，在開盤和收盤時間附近會有較活躍的交易為了消除這些干擾，

他們找出所謂當天之內圖形(intraday pattern)，定義為 

 ( 𝑑  ) ≡
∑ |    𝑑   |

 
   

 
 

其中，    𝑑    為每天第 j 家公司在當天某個時刻的股價指數報酬，N 為選取

時間序列的全部天數。對原本的資料重新定義後，得到 

𝑔   ≡
 ( 𝑑  )

 ( 𝑑  )
 

 ( 𝑑  ) 為當日某時刻的報酬，𝑔    為在 t 時刻標準化過後的價格變化的絕對

值，藉此使自相關函數能消除在一天之中所受的外在影響。研究的結果顯示，在

半小時內會呈指數式地衰減到零，其行式為 

       
𝑡
𝜏 

其中 𝜏 為特徵時間，約為 4 分鐘，接著遞減大約在 20 分鐘左右至零附近。而我

們在討論自相關時所採用的 HF1MA 方式，目的也在於一天之內的移動平均下，

可以消除日內所受的干擾。 
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第三章  實證分析 

  基於上述理論與統計性質，我們選取的研究對象為 S&P 500股價指數當中，在

1996 年至 1999 年之間交易較為頻繁的 345 家公司[10]的股票價格，每筆價格為

每隔 36 秒記錄一次交易，我們將其對不同的時間尺度下作對數報酬(價格取對

數之後再相減)的計算，再以所得到的時間序列做分析與探討。 

  股市每天交易時間為 AM9:00 PM4:30，共 6.5個小時(23400s) ，一年交易的

時間有 240 天(5156000s)。股票交易視為連續，這裡只考慮股市交易的時候，移

除晚上，週末或假日…等股市沒有交易的情形。也就是說，當次收盤與下一次開

盤視為連續。 

  本章前兩節先定義移動平均和對數報酬，以及如何在資料上選取時間尺度，其

餘小節則介紹所作的研究及成果，在 3.3 節由股價對數報酬計算 MSLR來實證朗

之萬理論的描述；在 3.4 節詳細探討如何應用 Lévy 機率分布的理論在股價報酬

的分析；在 3.5 節則引用新的自相關函數討論有無移動平均的影響。 

 

3.1 高頻一天移動平均線的定義 (definition of High frequency One-day 

moving average, HF1MA) 

  所謂高頻是指記錄一次交易的時間為 36 秒，在此我們利用股票技術分析上的

「移動平均」(MA)的概念，本研究採用算數移動平均 (Arithmetic Moving Average, 

AMA)，指的是某序列之前 n 個數值的未作加權算術平均。例如，成交量 (Volume) 

的 5 日簡單移動平均是指之前 5 日成交量的算術平均數，性質為圖形上的一點。

假設 n 天的成交量為 𝑣  至 𝑣 ，則 n 日簡單移動平均方程式為： 

AMA  
𝑣  𝑣  ⋯ 𝑣 

 
 

  所謂線是指由無數個點所構成，然而在實際股票數據上並不可能無限地分割，

所以線的稠密性將視所選取資料的時間尺度有關。例如，在一段固定的時間裡，

日移動平均比週移動平均有較多的點，也比較符合原指數跳動的趨勢。當我們連
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續地計算出 AMA 的數值，並將其連接起來即可得到所謂的「移動平均線」，簡

稱均線。其計算方法為，從一開始的 AMA 算起，標記為AMA ，之後每隔一個

相同的時間區間  T (time interval) 就有一個新的數值加入，同時最舊的那個數

值剔除，由此得到新的移動平均，標記為AMA ： 

 AMA  
𝑣  𝑣  ⋯ 𝑣 

 
 

AMA  
𝑣  𝑣3  ⋯ 𝑣 + 

 
 

 
𝑣  𝑣  ⋯ 𝑣 

 
 

𝑣 

 
 

𝑣 + 

 
 

 AMA  
𝑣 +  𝑣 

 
 

AMA𝑖  AMA  
∑ 𝑣 +𝑘

𝑖
𝑘   ∑ 𝑣𝑘

𝑖
𝑘  

 
 

再將AMA 視為初始值，重覆以上式計算後可得各個時間尺度之下的 AMA。 

  利用上述方法，我們選取 S&P 500的每個月的價格為總資料長度，由於資料的

時間序列屬於高頻的特性，先對資料做 1 天 (即 650 個資料點) 的移動平均 

(1MA 或 HF1MA)，經過 1MA 方式調整過後的資料較為平滑，資料點較原始資

料點少 649 個，並且曲線可視為連續的路徑。 

 

 

 

 

 

 

 

   

圖 3.1  1996 年 1 月 APPLE 公司的股價變動趨勢圖(藍線)以及經過 1 天的移動平

均(紅線)，橫軸為記錄交易的時間間隔 t (36 秒/格)，縱軸為股價(USD)。 
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3.2 (對數)報酬 log–return R(t)的定義與不同的交易時間尺度 time 

scale 𝝉 

  我們定義對數報酬   t  (或稱價格變化率)，其形式如下： 

  t ≡     t  𝜏      t ≅
  t  𝜏    t 

  t 
≈

  

 
      3.    

其中，   為該時間點的價格指數，𝜏 為交易的時間尺度， 
 𝑝

𝑝
 為報酬率的百分

比。設 𝜏  36s，最初開盤的指數為   ，    |   s    t     1   ，則 36s

後的指數為   ，    |  36s    t    36s  1  1。則取對數 (natural log) 

後，     ≅ 6.9 7755 ;     ≅ 6.9 8754，                   .   999。 

  接著選取不同的交易時間尺度 𝜏，相當於隨機漫步中的步數，例如選取 𝜏  3 

min (6 × 3 ÷ 36  5 個資料點)，代表依序每 3 分鐘 (5 步之後) 把取對數後的

收盤價減去 3 分鐘前取對數後的開盤價，而得到一組對數報酬(log–return)。 

另外，log – return 的計算皆採取 overlapping 的方式，如下圖所示： 

 

 

 𝐭           𝐭  𝝉 

0           3 min         6 min         9 min        12 min 

 

 

 𝐭                  𝐭  𝝉 

0      1      2     3     4      5     6     7     8  

圖 3.2 資料選取的方式：Overlapping & non-overlapping 

  則考慮在不同交易時間尺度 (time scale 𝜏) 之下的對數報酬，(3.2A)式可改寫

為如下形式，其中   為該時間點的價格： 

 𝜏 t ≡       𝜏      t           3.    

Non-overlapping 

overlapping 

𝝉        

𝝉        
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3.3 股價指數報酬對應於朗之萬理論的實證 

  這一節討論隨機行走與股票價格對應朗之萬方程的結果，在 2.1 節我們曾經提

到朗之萬方程式的結果，其中位移平方的平均值(MSD)在長時間之下，正比於時

間的二次方，在短時間之下則正比於時間的一次方。在股票市場中，由於價格變

動類似隨機行走，所以我們猜測對於長時間之下股票價格也會有同樣的情形出現。

利用朗之萬方程式的概念計算後發現，股價報酬的均方位移在長時間與短時間也

正比於時間的二次方，符合理論描述之外，並發現無移動平均的報酬在短時間有

著不同的特徵。我們也探討移動平均的時間長度如何影響圖形的分布，並經由公

式[11]來找出一條主曲線(master curve)，將不同月份的 MSLR 做尺度變換後，發

現除了少數月份之外，其餘月份皆可以主曲線來適當地描述。 

 

3.3.1 隨機行走的模擬 

  本節簡單利用二項式定理的結果來模擬一維隨機行走的理論，我們知道在時間

夠長的情況之下，如果選擇向左或向右行走的機率相同，其密度分布可用常態分

布描述，形式為           𝜎  ，這裡分別選取不同組數 (相當於多少次試驗) 

與不同時間點(相當於不同的步數)的隨機亂數來模擬驗證，亂數值介於 0~1 之間，

當亂數值大於 0.5 為向右 1 格(+1)，否則為向左 1 格(-1)。 

(1) 100000 組與 10000 組在相同步數(時間)的比較 

  首先選取不同組數(試驗次數)計算隨機漫步並畫出公式，其公式應符合常態分

布的描述，如下形式： 

     
1

𝜎√ 𝜋
 
 
 𝑥 𝜇 2

 𝜎2       3.3.1   

而由 2.1.4 節得知，隨機行走的機率形式為： 

       
1

√ 𝜋  
 
 𝑥2

4𝐷𝑡      3.3.1   

其中擴散係數   
     

   
⁄ ，在此設定   1(每次走一步)，   1(走一步所
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需時間為 1)，可得  
 

 
。下圖為模擬的結果並選取最大步數 (最長的時間) 做

比較，結果顯示在相同的步數(時間)下，組數越多越吻合隨機行走的分布(常態分

布)。另一方面，我們也可驗證在相同的組數之下，所行走的步數越多圖形越低

擴，因為步數相當於時間，在公式裡時間越長則圖形越低擴，由圖中可看出資料

點恰當地落在公式曲線上。 

    

 

 

 

 

 

 

圖 3.3.1A  隨機亂數模擬隨機行走，結果顯示吻合隨機行走的機率分布。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.3.1B  隨機亂數模擬隨機行走，左圖結果顯示在相同的步數(時間)下，組數

越多越吻合隨機行走的分布，右圖結果顯示在相同的組數(試驗次數)下，步數越

多越吻合隨機行走的分布 
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(2) 主曲線(master curve)的 fitting 

我們也可以在不同時間的隨機行走找到一條主曲線，使各個時間點曲線消去時間

的影響並適當地落在主曲線上，這裡採用方式是變數變換法，對於 3.3.1B 式，

由於 ∫        𝑑 
∞

 ∞
 1，可以找到一個 ∫ A       𝑑 

∞

 ∞
 1，其中 A 為歸一化

常數。令    
𝑥2

4𝐷𝑡
 (  

 

 
)，可得   

𝑥

√4𝐷𝑡
 且 𝑑  

𝑑𝑥

√4𝐷𝑡
，代入並計算後可得 

A  
 

√ 
，則        為主曲線其值為 

𝐏         
1

√𝜋
   2

 

所以我們將原本的函數值做變數變換(即   
𝑥

√4𝐷𝑡
)之後再作圖，即可得到所有圖

均恰當地分布在主曲線上。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.3.1C  以隨機亂數模擬隨機行走，左圖為 100000 組隨機試驗次數，右圖為

10000 組隨機試驗次數，結果顯示兩個不同組數的隨機試驗皆落在主曲線上，且

組數(試驗次數)越多分布越吻合。 
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3.3.2 MSLR 的意義 

  首先我們採用 3.2 節 overlapping 的計算方式以及 (3.2A) 式的定義： 

 𝑓 𝜏   ≡     𝑓 𝜏   𝜏      𝑓 𝜏   ≅
   𝑓 𝜏   

 𝑓 𝜏   
 

式中，𝑓 為正整數且 1 ≤ 𝑓 ≤ 3 5，代表 345 家公司；   為原始記錄交易的時

間點，  1 代表 36 秒，    代表 72 秒，以此類推； 𝜏  為不同的交易時間

尺度。因為     𝑓 𝜏   𝜏      𝑓 𝜏   ≈
  𝑝𝑓 𝜏 𝑡 

𝑝𝑓 𝜏 𝑡 
，則 

 ′
𝑓 𝜏

    
    𝑓 𝜏   𝜏      𝑓 𝜏   

   𝑓 𝜏   
≈

   𝑓 𝜏   

 𝑓 𝜏   
⟹  ′

𝑓 𝜏
   ≈

   𝑓 𝜏   

 𝑓 𝜏   
 3.3.    

所以我們可以將股價的對數報酬視為價格的變化，即     ≈   ′
𝑓
   ，類比於朗

之萬方程式中粒子位移的變化量。 

   𝑓 𝜏    可解釋為，第 𝑓 家公司在交易時間尺度為 𝜏 的情況之下，所得到的

各組各個交易時間點的報酬，所以當原始資料有 N 個資料點時，一家公司的報

酬有 N-1 組(尾巴減去開頭)。接著對所有公司算出  𝑓 𝜏    再取平方，然後相加

取平均，我們稱這一個數為均對數報酬(Mean Square Log Return, MSLR)，記為 

〈  〉。按此步骤，對所有可能的 𝜏 都按上述方式計算，得到的整體市場的 MSLR

再畫出圖形。 

  以例子說明如下，假設市場上有 3 家公司，在一週內的股價如下表所述： 

表 3.3.2  3 家公司在一週內的股價 

price 

firm 

Monday Tuesday Wednesday Thursday Friday 

A 10 11 12 13 14 

B 10 9 8 7 6 

C 4 7 10 7 4 

 

假設 𝜏  1 天，則  𝑓 𝜏     𝑓     ≡   𝑔  𝑓     1    𝑔  𝑓     ，可表示如下 
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t = 1 

(Tue-Mon) 

t = 2 

(Wed-Tue) 

t = 3 

(Thu-Wed) 

t = 4 

(Fri-Thu) 

 𝐴         11     1     1     11    13     1     1     13 

 𝐵         9     1     8     9    7     8    6     7 

 𝐶         7          1     7    7     1          7 

 

取平方後各欄相加 

 

t = 1 

(Tue-Mon) 

t = 2 

(Wed-Tue) 

t = 3 

(Thu-Wed) 

t = 4 

(Fri-Thu) 

 𝐴  
      .  1     . 378    . 3 8    . 3     

 𝐵  
        .  58       . 51        . 58        . 669    

 𝐶  
       .  3       .15 9       .15 9       .  3     

total 甲 乙 丙 丁 

 

最後再把 甲乙丙丁 加起來取平均，可以得到在 𝜏  1 day 的 〈  〉𝜏  。以此方

式對所有可能的 𝜏 (𝜏  1   3   day)，都找出對應的 〈  〉，然後畫出圖形。現

在我們對 S&P500 中的 345 家公司做上述分析，時間長度為一個月，原始資料的

交易時間間隔為每 36 秒記錄一次。 

 

3.3.3 HF1MA 與 noMA 情況下的 MSLR 比較 

  首先我們不對原始資料作移動平均(noMA)，按照上述步驟得到圖形如圖

3.3.3A 所示，圖上選取前 9000 點，超過 9000 圖形會開始往下掉落，fitting 的

直線在短 τ 的部份取值的範圍約在 1~100點之內，長 𝜏 的部份大約在 900~5000

點之內。由圖形結果得知，在 𝜏 ≈ 1    秒 (約16.7分鐘) 是一個轉折的時間點，

稱為 𝜏𝑐，當 𝜏 > 𝜏𝑐 時，斜率大約為 1，即符合隨機行走與朗之萬理論的描述；
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在 𝜏  𝜏𝑐 時，斜率不固定，並不符合朗之萬理論的描述。 

 

  

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.3.3A  1996 年 1 月 S&P500 其中 345 家公司，在 noMA (或 NO1MA)下所有

可能 𝜏 (交易時間) 之下所得到的整體市場的平均之MSLR分布圖。長 τ 部份：

位移平方正比於時間，圖上截距相當於擴散係數 D 的對數值；短 τ 部份：受粒

子(股價)在所處環境(市場)的影響，斜率不固定。 

 

  針對這個情形，我們認為可能的原因是，基於朗之萬理論的假設，粒子移動的

軌跡是連續的，而原始數據是離散的形式，所以我們以沒有移動平均的報酬來計

算，其所得到的圖形會與理論上有所差異，因此我們採用有經過一天的移動平均

(HF1MA)的報酬來計算。針對以上假設，我們改先對股票價格做 HF1MA 之後，

再按先前的方法算出 MSLR 之後作圖，可得到的結果如圖 3.3.3B 所示。由圖形

可得知，經過 HF1MA 後，所得到的圖形較符合我們將報酬對應於朗之萬理論所

預期的結果。 
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圖3.3.3B  1996年1月，有HF1MA (即1MA) 在所有可能 𝜏 之下所得到的MSLR

分布圖。短 τ 部份：microscopic，位移平方正比於時間的平方；長 τ 部份：位

移平方正比於時間的一次方。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.3.3C  HF1MA 與 noMA 的圖形比較，由圖形可知在長時間兩者的斜率近乎

相同，在短時間則有差異。 
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根據以上所述簡單整理結論如下表所示： 

表 3.3.3  HF1MA & noMA 的 MSLR 之比較 

 HF1MA noMA 

轉折時間 𝜏𝑐 比較 大(τ ≈ 1    s) 小(τ ≈ 1   s) 

短 τ 部份 

(𝜏  𝜏𝑐) 

microscopic 

位移平方正比於時間的二

次方，即 〈  〉  𝜏 ，截距

相當於溫度係數 T的對數。 

位移平方並不正比於時間

的二次方，粒子遲滯現象的

部份。 

長 τ 部份 

(𝜏 > 𝜏𝑐) 

macroscopic 

位移平方正比於時間的一

次方，即 〈  〉  𝜏，截距相

當於擴散係數 D 的對數

值。受限資料長度，在靠近

資料長度的尾端出現擾動。 

同左。 

  根據先前文獻研究[11]的結果顯示，我們可解讀為在 noMA 的圖形中，在短時

間的 〈  〉 分布與粒子的所在的環境有關，粒子與粒子之間作用，可視為公司間

的相互影響，其值並不固定，而當長時間之後影響漸漸消失，前面所發生的事所

造成的影響漸漸消失(越無沒有記憶性)，復歸為擴散運動的範疇(斜率等於 1 的部

份)。 

 

3.3.4 不同時間長度移動平均之下對 MSLR 的影響 

  我們可進一步觀察在 MA 的情況下，轉折時間 τ  的位置是否受移動平均所選

擇的時間間隔所影響。在圖 3.3.4A 顯示出在 1hr~5hr 的 MA 後，由小至大的時間

間隔的 MA 下， τ  逐漸向右移且所對應的 〈  〉 值亦越大，且 τ  之前的斜率

越趨近於 2。在 0.5hrMA 時，圖形由斜率 1.76 的部份經轉折後較快進入斜率 1

的部份；在 1dayMA 時，圖形由斜率 2 的部份經轉折後進入斜率 1 的部份則較慢

(彎曲幅度較大)。 
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圖 3.3.4A  HF1MA 在不同時間尺度下的圖形比較，由圖形可知在長時間的斜率

近乎相同，在短時間的部份斜率則有差異。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.3.4B  不同移動平均的時間長度下的圖形比較，移動平均的時間長度從 1 天

的移動平均(1MA)到 5 天的移動平均(5MA)，由圖形可知 MA 的長度對轉折時間 

τ  有影響，末端的掉落受限資料長度所致，統計性較差。 
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另一方面，由實證可知 MSLR 〈  〉 的解有指數形式[11]， 

〈  〉  {
𝜃𝜏       𝑤        ≈    𝑓           𝜏 
 𝜏       𝑤        ≈ 1  𝑓      𝑔    𝜏

 

其中 𝜃    𝜏 ⁄  與   相當於朗之萬方程的解之中的溫度與擴散係數，由於在

短 𝜏 中的   誤差值很小，所以可經由對數尺度下求得 𝜃，而在長 𝜏 時的   誤

差較大，在對數尺度下   的誤差也大，所以改在線性尺度下直接找一條線  

 ：   ∗ 𝜏  𝑏 來 fitting 長 𝜏 的部份以找出  ，經由 𝜃 與   可以找出特

徵時間 𝜏  的值。 

  由朗之萬方程所求得的 MSD 公式形式如下 

𝑀𝑆 ≡ 〈[    𝜏      ] 〉   [𝜏  𝜏  1    𝜏 𝜏0⁄ ] 

我們可以找到一條主曲線(master curve)[11] 

〈 ∗ 〉  𝜏∗  1    𝜏∗ 

來 fitting 實證資料經過尺度化之後的 MSLR 〈 ∗ 〉  〈  〉/  𝜏   對應於尺度化

後的時間 𝜏∗  𝜏 𝜏 ⁄ ，這裡我們對 1996 年的數據採用以每 4 週當作一個月的資

料作圖，發現除了幾個較特別的月份之外，每一條 MSLR 幾乎都落在主曲線上。 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

圖 3.3.4C  1996 年連續每 4 週的資料在 HF1MA 下的 MSLR，圖形幾乎都落在主

曲線上，其中 W17~W20 剛好為 5 月的那 4 週。 
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圖 3.3.4D  1996 年在 HF1MA(即 1MA)之下所得到的擴散係數(左)與溫度(右)。

圖中每一點代表連續每 4 週的資料，如第 1 點為 1996 年的第 1 週到第 4 週，第

2 點為 1996 年的第 2 週到第 5 週，以此類推。由圖中可約看出兩者的起伏有相

似的規律。 

 

3.4 股價指數報酬對應於 Lévy 機率分布的實證 

  本章節詳細論述股價報酬對 Lévy 機率分布的實證，我們已知股價報酬在機率

密度        附近可以用 Lévy 分布適當地描述，即       𝜏
  

 ⁄ ；而在厚

尾部份與時間尺度呈指數函數關係：   >   ≈
 

𝑥𝑘。本節討論在HF1MA與 noMA

的情況下，以兩種不同的方式計算所得到的結果是否也符合上述所列的性質，結

果發現在 HF1MA 的情況下，所得到的   值約為 1，比 noMA 的情況下( ≈ 1.6)

來得小，顯示移動平均對   值的影響，並且移動平均的時間長度與 X 軸尺度皆

會影響   值，以及尺度轉換之後的報酬在      附近的機率密度圖形可以重

疊在一起，最後我們也發現，最小交易尺度的報酬      附近可以用 Lévy 分

布來描述。 

  這裡所提出的二種計算分析方式，分別介紹如下，我們以法 1 當作主要的驗證

方式，而提供法 2 作為佐證。利用這二種計算分析方式，由粒子系統推論到股票

市場系統，對股價報酬 (log – return) 做分析與觀察。 
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法 1：整體股價計算法 

  此方法的構想為把每一家公司在不同交易尺度 𝜏 的報酬當作是每個粒子在移

動了幾步之後所在的位置，假設一組金融時間序列的資料總長度為一個月(N 筆

資料)，交易時間尺度 𝜏  3 min，當作 3 min ÷ 36s  5 個資料點的平移(意即

粒子走了 5 步)，並由 3.2B 式求得在 𝜏  3 min 交易之下的時間序列  3𝑚𝑖  t ，

可以得到一組長度為 N – 5+1 = 12347 的 log – return 值。則此時 12347 個資料

點當作是 12347 個經過 5 步之後所在位置的隨機漫步試驗。又市場上有 345 家

公司，為了能充份利用這組資料，則我們做如下的步驟：12347 x 345 = 4259715，

這些資料點代表在 𝜏  3 min 時有 4259715 個隨機漫步值。此種計算方法可以

使資料個數大幅增加。 

 

法 2：市場價格平均法 

  以每一個月為資料總長度，先把每一個月各家公司的股價相加取平均後，再作

對數報酬。例如市場上有 3 家公司在一週內的交易如下表所示，接著再以平均的

價格去計算對數報酬。 

表 3.4 市場價格平均法 

 price 

firm 

Monday Tuesday Wednesday Thursday Friday 

A 10 11 12 13 14 

B 10 9 8 7 6 

C 4 7 10 7 4 

Average 8 9 10 9 8 
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3.4.1 標準普爾指數 (S&P500) 報酬分布的尺度特徵 

  一般而言，在不同時間尺度下的交易，報酬的機率分布的情況會有所不同。

當股價交易的時間尺度越長，股價的變化會越大，因此股價指數報酬的機率密度

分布圖，也會隨著時間尺度越長越呈低擴的特徵：即圖形向兩側逐漸擴展，中央

部分越低的現象，在S&P500的股票指數，根據先前研究成果，例如R. N. Mantegna 

和H. E. Stanley 在1995年發表於Nature[2]的文章談到相關研究，可以發現上述特

徵。其資料選取範圍是1984年~1989年間S&P500的股價指數，時間尺度的範圍大

約在1 min~1000 min之間，最大的資料總數是493545筆 (𝜏  1min) ，最小的資

料總數是562筆 (𝜏  1   min)。 

長期來看，理論上可假設對稱分布 (β = 0) 以及平均值為0 (μ = 0) 的情況，然

而實際數據受限於資料長度，所以不一定平均值為0且對稱，所以會有誤差。一

般研究股價指數對數報酬的機率分布，皆取較長的時間長度，這裡我們把時間序

列長度限定在1個月，並探討股價報酬在HF1MA及noMA的情況下，在不同的時

間尺度其圖形分布的異同，以及在計算時X軸尺度大小(即間隔個數, 簡稱HI)如

何影響機率分布圖形，若HI值(間隔個數)越大表示X軸每一格的尺度越小。我們

採取上述二種方式來做分析與討論，計算結果與圖形分別如下所示，其中 𝜏 的

範圍選取：1.2 min, 2.4 min, 4.8 min, 9.6 min, 19.2 min, 38.4 min, 76.8 min, 153.6 

min, 307.2 min, 這九個時間點來討論。當 𝜏 超過1天的尺度之後，即 𝜏 為1228.8 

min, 2457.6 min, 4915.2min，圖形幾乎完全無規則可言。 

 

方法 1(mtd1)：整體股價計算法 

HF1MA：因為資料個數大大地擴展，每月的資料長度變成為 1430000~3555000

筆之間，因為有經過 HF1MA 的步驟，所以圖形會較為平滑。以 4.8 min, 9.6 min, 

19.2 min, 38.4 min, 76.8 min 這 5 個時間點作圖，這裡選取的 HI 值(間隔個數)從

100 開始到 300 較佳，超過了 300 之後圖形的效果漸漸變差。 
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noMA：資料個數如 HF1MA 的個數，在 HI 值(間隔個數)為 500 之前，機率密度

的最高點不一定都在報酬等於 0 的位置，此處我們以 4.8 min, 9.6 min, 19.2 min, 

38.4 min, 76.8 min 這 5 個時間點作圖。因資料個數大大地擴展，統計性較好，所

以圖形如 HF1MA 的平滑，且曲線彼此非常地靠近，但仍可以看出圖形隨時間尺

度的增加而遞減的情況。這裡選取的 HI 值(間隔個數)從 800 開始到 1000 以內較

佳。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.4.1A  1996 年 2 月利用方法 1(mtd1)在不同時間尺度下的股價指數報酬機率

密度分布，左圖為 1MA 下的分布，右圖為 NO1MA (即 noMA) 下的分布。由上

圖可以得到的訊息是，時間尺度 𝜏 越小越狹長，尺度越大越低擴。 

 

方法 2(mtd2)：市場價格平均法 

HF1MA：總時間長度為 1 個月(每月大約落在 11700~13000 筆之間)，因為資料

的時間長度短，所以 1 天的移動平均(1dayMA)波動較大，只可能大略看出與時

間尺度的關係，效果不好。所以此處我們把移動平均的時間尺度縮小為 1 小時

(1hrMA)，可以得到較好的效果，HI 值(間隔個數)選擇 10~60 之間的圖形效果較

好。為了可以充份在圖形上顯示中心的分布形狀，僅畫出部份時間尺度並選取較

好的分布做代表。 

noMA：每月的資料長度落在 11700~13000 筆之間，這裡選取的 HI 值(間隔個數)

約 80 開始到 550，超過 550 圖形分配效果漸漸變差。為了可以充份在圖形上顯
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示中心的分布形狀，僅畫出部分時間尺度並選取較好的分布做代表。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.4.1B  1996 年 2 月利用方法 2(mtd2)在不同時間尺度下的股價指數報酬機率

密度分布，左圖為 1hrMA(一小時的移動平均)下的分布，右圖為NO1MA(即 noMA)

下的分布。由上圖可以得到的訊息是，統計性質的優劣受到時間序列長短所影

響。 

 

在這裡我們做一個簡單的小結： 

  (1) 在短 𝜏 的部份如 1.2min ~ 9.6min，經過 HF1MA(1 天的移動平均)或

1hrMA(1 小時的移動平均)的圖形較狹長、X 軸寬度較窄且最高點的值比較大；

在長 𝜏 的部份如 36.4min 與 76.8min，經過 1dayMA 或 1hrMA 的圖形、X 軸寬

度及最高點的值比較一致。 

  (2) 對於有無移動平均的情況，兩者在 𝜏 越短時圖形越狹長，在 𝜏 越長時圖

形越低擴。 

  (3) 交易的時間尺度越長，其統計性質越差，例如 𝜏 在超過一天的尺度時，

圖形無幾乎沒有規則可言。 

  以上計算結果符合先前的研究[3]，接下來我們接續驗證圖形中心部份是否可

用 Lévy 穩定分布來描述。 
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3.4.2 股價報酬機率密度函數的指數遞減 

  根據文獻研究股價報酬機率分布厚尾部份的結果指出，若呈指數函數遞減，形

式為   𝛽𝑥；而美國市場的股價資料是冪次函數遞減，形式為   𝑘，大於零與小

於零的報酬機率分布，其 𝑘 值在對數圖形上大約為 3。 

  根據過去分析[3]，研究 Argentine (MERVAL), Brazil (BOVESPA), India (BSE 

30)與 S&P500 四個指數，得到 𝑘 值的結果大約從 2.3~3.3，認為結果與市場的

活絡程度有關，S&P500屬於已開發國家的經濟體而其他指數屬於開發中國家的

經濟體。我們依據該文章的方法來檢驗在資料短時間(1個月)且高頻的情況下，

機率分布的厚尾部份是否也符合    > x ≈
 

𝑥𝑘 的形式，其中   為標準化後的

報酬。定義標準化的報酬為 

 ≡
  ⟨ ⟩𝜏

𝜎
 

其中 𝜎 ≡ ⟨ 𝜏
 ⟩  ⟨ ⟩𝜏

 ，⟨ ⟩𝜏 表示在這一系列時間尺度 𝜏 的算術平均。 

標準化後的圖形近似截尾 Lévy 分布，其累積機率密度分布後段斜率近似於 3。 

 

 

  

 

 

 

 

圖 3.4.2  1996 年 1 月在各個不同時間尺度下，報酬標準化後的圖形。左圖為在

HF1MA 之下的圖形，近似截尾 Lévy 分布，右圖為其累積機率密度分布，後段

斜率近似於 3。 
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3.4.3 Lévy 穩定分布中心附近 P(R=0)的 𝜶 值與圖形 fitting 

  穩定分布常被用作金融數據的分析，例如本華·曼德博(Mandelbrot)發現棉花價

格的變化服從穩定分布(  1.7)。為了瞭解 S&P500 股價報酬是否為穩定機率

分布，我們利用 Lévy 穩定分布的尺度特徵來觀察 S&P500 的股市資料。 

  我們分析 S&P 其中345家公司在1996年~1999年當中每個月的股價指數，其指

數為每36秒計錄交易一次，對股價根據(3.2A)式的定義，作對數報酬的運算之後

再作機率密度函數，接著找出不同時間尺度下，股價報酬在零附近的機率密度函

數值，記為P(R=0)，並將其與對應的時間尺度作對數分布圖，若該圖呈現直線，

就表示機率密度函數和時間的關係符合(2.3D)式。 

  一般以整體市場的總指數在長時間之下來找出 α 對時間尺度的對數圖，這裡

與一般分析不同的地方是以 345 家公司的計算來類比整體市場行為，並在

HF1MA 與 noMA (即 raw data)的情況下，以上述二種方式觀察異同。 

  如在2.2節所述，獨立同分布 (i.i.d) 的隨機變量之和以及它們本身具有相同的

分布，我們利用(2.3D)式，並令隨機變數是不同時間尺度的股價報酬，(2.3D)

式的 n 可以用時間尺度 𝜏 代換 (因為 𝜏 = n × 36 秒， 36秒為最小時間單位)，

因此我們可以透過(2.1D)式，找出以下的時間尺度關係[8]： 

lo    𝜏       𝑔 (
Γ 1   ⁄

𝜋 𝛾  ⁄
)    1   ⁄   𝑔 𝜏 

利用不同的 𝜏 對    𝜏     和 𝜏 分別取對數作圖，找出圖形裡的直線斜率即

 1  ⁄ ，而斜率取倒數的負值即是(2.3C)式的   值。計算結果與圖形分別如下所

示，其中 𝜏 採 1.2 min, 2.4 min, 4.8 min, 9.6 min, 19.2 min, 38.4 min, 76.8 min, 

153.6 min, 307.2 min, 九個時間點。 
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圖 3.4.3A  上圖為利用方法 1(mtd1)計算所得到的圖形，上圖左為 1996 年 2 月經

過 HF1MA 後在 P(R=0)附近所 fitting 出來的 α 值，上圖右為 HI 值在 100~300

之間 α 值的分布，圖中可約略看出在 HI = 140~180 時 α 值分布的波動較小。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.4.3B  上圖為利用方法 2(mtd2)計算所得到的圖形，上圖左為 1996 年 2 月經

過 1hrMA(一小時的移動平均)後在 P(R=0) 附近所 fitting 出來的 α 值，上圖右

為 HI 值在 10~60 之間的分布，圖中可看出約略在 HI = 29~41 時 α 值分布的波

動較小。 
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圖 3.4.3C   利用方法 1(mtd1)計算所得到的圖形，左圖為 1996 年 2 月 noMA (即

NO1MA) 在 P(R=0) 附近所 fitting 出來的 α 值，右圖為 HI 值在 800~1000 之間

的分布，圖中可約略看出在 HI=890~930 時 α 值分布的波動較小。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.4.3D   利用方法 2(mtd2)計算所得到的圖形，左圖為 1996 年 2 月 noMA (即

NO1MA) 在 P(R=0) 附近所 fitting 出來的 α 值，右圖為 HI 值在 80~550 之間的

分布，圖中可約略看出在 HI=125~250 時 α 值分布的波動較小。 

 

  有了 α 值我們可以對隨機變數做尺度上的調整，基於能 fitting 出 α 值的線

上所有點應皆可以重疊在一起。根據 2.3 節所描述之穩定機率分布的概念，由

Lévy 穩定分布的可加性得知，隨機變數加總所形成的新隨機變數，其機率分布

形式會和原來隨機變數的機率分布相似。並且經過這樣的調整之後，如果是穩定

機率分布，調整後的機率密度函數會重疊在相加時間序列的最小尺度單位上。我
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們利用下式，對隨機變數作尺度上的調整(rescale)[2][12][13]： 

𝑆𝜏  
𝑆

𝜏  ⁄
         3. .3   

  𝑆𝜏  𝜏𝑚𝑖   
  𝑆 𝜏 

𝜏   ⁄
      3. .3   

其中 S𝜏 是不同時間尺度的股價指數報酬，經過 3. .3  式重新尺度調整後得到

的新報酬，再以這個新報酬做機率密度函數如 3. .3  式，以下是利用上述兩式

所作的機率密度函數圖形。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.4.3E  1996 年 2 月在經由 HF1MA(或 1hrMA)與 noMA (即 NO1MA) 的方法

後所得到的 α 值計算後的 rescale 圖形，可知在方法 noMA 的情況下最近文獻

的結果。 
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小結： 

  相較於過去的研究，這裡我們採用每個月的資料，長度較短且交易時間較短，

並分為有移動平均與沒有移動平均的計算，所以得到的結果較一般所預期不盡相

同，而我們在 NO1MA 以方法 2 來計算 α 值時，就可以得到較符合預期的結果，

顯示可能的訊息是：(1)法 2 在 NO1MA 的概念與 S&P500 指數的編制相近，(2)

可能比較可以去除白噪音的干擾，基於時間序列在平均之後，外在干擾的平均值

為 0，即 〈 τ〉   ，所以股價指數報酬在零附近的機率分布接近 Lévy stable 

process。 

 

表 3.4.3  Lévy 穩定分布在 HF1MA 與 noMA 情況下的比較 

 有移動平均 (HF1MA) 沒有移動平均 (noMA) 

方法 1 

(mtd1) 

1. 移動平均可以消除外在因素

的影響，基於白噪音 〈 τ〉   。 

2. 在   值波動較小的情況之

下， ≈ 1。 

noMA 的整體計算方式，雖然增

加資料總數，但也增加外在因素

的影響，所以使資料不符合穩定

分布，  值均大於 2。 

方法 2 

(mtd2) 

經過 1 小時的移動平均

(1hrMA)，在   值波動較小的情

況之下， ≈ 1. 。 

 

圖形較為接近先前文獻研究的結

果，在   值波動較小的情況之

下， ≈ 1.6。 
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3.4.4 以 Lévy 穩定分布描述股價報酬在 P(R=0) 的特徵 

  由圖形可看出報酬的機率分布平均值非常趨近為零且左右近乎對稱，因此我們

可以假設決定 Lévy 分布的參數   𝑆   𝛽   𝛾  的 𝛽 與   均為 0 (不偏與均

值為零)。另外，由   .3D  式可以知道 

  𝑆     
𝛤 1   ⁄

𝜋   𝛾   ⁄
 

其中  𝑆     為實證資料的報酬在 0 附近的機率密度， n 代表有 n 組隨機變

數，在先前文獻[2][13]中所研究探討的 n 組股價報酬相加，n 可由時間尺度  t 替

代，並且其最小時間尺度為 1 min，所以當  t   min 時代表 2 組隨機數相加，

此時 n   t   。在這裡我們最小時間尺度 𝜏 為 36 秒，同理可推當 𝜏  7   時，

此時 n  𝜏/36   ，即當 𝜏 在公式時應視為組數較為恰當而非時間。 

  由上式求得尺度因子 𝛾，下面各個圖形是利用   與 𝛾 代入公式所得到的 

Lévy 分布和實證資料在線性與半對數的圖形比較。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.4.4A  1996 年 2 月在 HF1MA 的情況下利用方法 1 (mtd1)所得最小 𝜏 的報

酬分布與公式在線性與半對數的圖形，在 P(R=0)的附近符合穩定分布。 
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圖 3.4.4B  1996 年 2 月在 1hrMA(一小時的移動平均)的情況下利用方法 2(mtd2)

所得最小 𝜏 的報酬分布與公式在線性與半對數的圖形，圖形零亂的原因可能在

於資料總時間長度，所以統計性較差。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.4.4C  1996 年一整年在 1hrMA 的情況下利用方法 2(mtd2)所得最小 𝜏 的報

酬分布與公式在線性與半對數的圖形，在提升資料總時間長度之後統計性較佳。 
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圖 3.4.4D  1996 年 2 月 noMA 的情況下利用方法 2(mtd2)所得最小 𝜏 的報酬分

布與公式在線性與半對數的圖形，看出無論在半對數與線性尺度下的圖形在

P(R=0)的附近皆十分符合穩定分布的描述。 

 

  同時我們也分析市場當中 5家較知名的公司，依序為蘋果(AAPL)、超微(AMD)、

奇異(GE)、英特爾(INTC)與微軟(MSFT)。在 HF1MA 的情況下   皆為 1 左右，

AAPL、AMD 及 MSFT 三家公司的圖形較符合穩定分布，在線性尺度下則 5 家

公司仍可看出較符合穩定分布的描述；而在 noMA(即 NO1MA)的情況下則   皆

大於 2，不符合穩定分布的性質。圖形分別如下所示： 
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圖 3.4.4E  5 家公司的在 HF1MA 線性及半對數尺度下與公式的分布圖 
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結論： 

  在這邊我們討論 S&P 在各個方法下與個別公司的結果，S&P 指數在經由移動

平均下的   值均接近 1，沒有移動平均的   值約為 1.6 左右，而個別公司在有

移動平均後的   值均接近 1，沒有移動平均的   值皆大於 2，可能與單一的公

司本身會受到很多外在因素干擾，導致在計算上被 white noise 所影響。我們從

以上的實證分析可以得到一些資訊，經由移動平均後得到的   值與沒有移動平

均的   值不同，且資料長度也會影響統計性。 

 

表 3.4.4  Lévy 穩定分布在 HF1MA 與 noMA 情況下的整體比較 

 

 

 1MA noMA 

5 家各別公司 
 ≈ 1，經由移動平均消除了

外在信息影響。 

 >  ，不符合穩定分布的性

質，可能受外在信息干擾。 

S&P 方法 1 

 ≈ 1，經由移動平均後消除

外在干擾，以整體來計算增加

了統計性質，在 P(R=0)附近

符合穩定分布。 

 >  ，雖以整體來計算增加

了統計資料總數，但也增加干

擾，其結果不符合穩定分布的

性質。 

S&P 方法 2 

 ≈ 1，資料長度影響圖形，

長度越長統計性越好。 

在 1hrMA 的情況下  ≈

1. ，推估 MA 的時間越短    

越大，最後接近 noMA 的    

值。在作 pdf 可選取的最大間

隔數通常比 noMA 的較少。 

 ≈ 1.6，用方法二後可消除

外在干擾，在 P(R=0)附近符

合穩定分布，接近文獻描述。 
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3.5 自相關函數 

  我們知道股價指數具有短期的記憶性，隨著時間越長其記憶性越差，最後趨近

於零，表示無相關性，而在 HF1MA 與 noMA 的情況下又會如何影響股價指數？ 

我們引入不同交易時間尺度之下的自相關函數公式，稱為 Time Scale Selected 

Autocorrelation (TSSA)，公式如下： 

 𝑘 𝜏  
∑   𝑡  𝜏   ̅𝑡   𝜏   𝑡+𝑘  𝜏   ̅𝑡+𝑘  𝜏 

  𝑘
𝑡  

∑   𝑡    𝜏   ̅𝑡   𝜏  
  𝑘
𝑡  

           3.5   

其中  𝑡 為一組時間序列，n 為序列資料點個數，𝑘 表示資料的平移個數，當 

𝑘   ，   1，完全自相關，k = 1 代表平移一格， k = 2 代表平移二格，其目

的是在不同的時間尺度 𝜏 之下，觀察自相關函數分布的變化。 

  以 1996 年的資料為例，在 HF1MA 以及 noMA 的作法下，計算 S&P 整體市場

的 log-return 的自相關函數，原始資料的交易時間間隔為 36 秒 1 次。 

所謂不同的 𝜏 為 : 設原始交易時間為 36 秒的交易價格為 (假設取對數後) 

 
t = 0s t = 36s t = 72s t= 108s t = 144s t = 180s …… 

log p 11 12 13 12 11 12 …… 

則 𝜏 = 36s 的 log-return 序列為    36𝑠 = [ 1 , 1 , -1 , -1 , 1 , … ]  

         𝜏 = 72s 的 log-return 序列為    7 𝑠 = [ 2 , 0 , -2 , 0 , …]  

         𝜏 = 108s 的 log-return 序列為     8𝑠 = [ 1 , -1 , -1 , …]  

         𝜏 = 144s 的 log-return 序列為    44𝑠 = [ 0 , 0 , …] 

再以這些資料當作新的時間序列去計算自相關函數。 
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我們以兩種方式計算自相關函數： 

方法 1(mtd1)：自相關平均法 

  先計算出 345 家公司的自相關函數之後再取平均。 

方法 2(mtd2)：整體股價計算法 

  如 3.4 節所提到的方法 1(mtd1)。 

  上面兩種方式在有 HF1MA 與 noMA 的情況下分別對各月份作圖，茲舉 1996

年 2 月圖形為例： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.5A  1996 年 2 月經由 HF1MA 分別在方法 1(mtd1)與方法 2(mtd2)作不同時

間尺度下的圖形比較，小圖為 k=0~10 格的放大，圖形有平滑軌跡的特徵。由圖

形可看到時間尺度越長，有圓頭向外擴展，接著變成斜直線，在零附近振盪。 
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圖 3.5B  1996 年 2 月在 noMA (即 NO1MA) 分別在方法 1(mtd1)與方法 2(mtd2)

作不同時間尺度下的圖形比較，小圖為 k=0~10 格的放大，由圖形可看到剛開始

皆下落，在時間尺度短的圖形迅速下落到負值再轉折到零附近震盪，時間尺度越

長則下落的速度越慢，最後在零附近後振盪。 

 

  由以上實證結果我們可以發現，不論方法 1 或方法 2 在 HF1MA 與 noMA 的情

況下，圖形都很相似。另外在時間的記憶性方面，歸納如下 

(1) HF1MA 的情況下則完全由移動平均的時間長度所掌控，我們可以認為在

HF1MA 的情形下，小尺度的 𝜏 在剛開始時的交易前後仍較無關聯，基於移動

平均消除外在干擾，所以快速下降，而經過較長一段時間則開始有關聯，圖形下

降開始變緩。而在大尺度的 𝜏 在剛開始時前後係數關聯較大，所以較為平滑(圓

頭部份)並且下降也沒那麼快，等到時間夠長較無關聯之後，開始下降迅速，最

後無論時間尺度長短圖形皆趨近於一致在零附近震盪。 

(2) 在 noMA 的情況，最低點與所選的時間尺度有關，並且在短時間尺度時出現
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負值的自相關係數，隨著尺度越大最低點越趨近於零。我們發現，在方法 1 時最

低相關係數值接不低於 -0.2，在方法 2 最低相關係數值則會超過 -0.2，另一方

面也發現平均的統計方式對資料的影響，下圖是 1996 年 5 月在 noMA 的情況下

利用兩種方法畫出來的圖形，可明顯看出有無平均的差別，並且方法本身的統計

性，方法 1 是單獨公司的 autocorrelation 再取平均，所受干擾較少；方法 2 是以

各家公司分別在不同的交易尺度下當作個別的粒子，由於粒子之間會相互作用，

相當於公司之間的彼此影響，所以圖形較為不規律。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.5C  1996 年 5 月在 noMA 下方法 1(mtd1)與方法 2(mtd2)的圖形比較，由圖

形可看出平均與計算方式不同對圖形的影響。 
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第四章  結論與建議 

  我們對以上所討論的幾個主題做簡單的結論與建議，分別討論如下： 

一、 股價指數報酬對應於朗之萬理論的實證 

  我們把對粒子的分析分式用在股票群的系統，而做高頻的移動平均是一個關鍵

的手段，在計算上對數據做有系統的分析。利用 HF1MA 的原因是基於 noMA 之

下有遲滯運動的發生，接著 HF1MA 後可看出把遲滯項消去的結果。 

1. noMA 的數據 

  在 noMA 在粒子遲滯運動的現象；我們可解讀為在此圖形中，公司在這段時

間彼此開始相互影響，可視為流體中粒子與粒子之間開始作用，並與其所在的環

境有關，這個環境因素相當於各個公司之間影響程度不一，所以在對數圖形中其

所對應的斜率值並不固定；在長時間之後關聯性越來越小，受限因素漸漸不存在

後復歸為擴散運動的範疇(在對數圖形下斜率等於 1 部份)，即正比於時間的 1 次

方。 

2. HF1MA 的數據 

  粒子移動的軌跡是連續的，而原始數據是離散的形式，所以我們以沒有日移動

平均的報酬來計算，其所得到的圖形會與理論上有所差異，當價格經過 HF1MA

之後計算所得到的數據(MSLR)在圖形上符合朗之萬方程的描述，主要原因是經

過 HF1MA 之後使資料變平滑，也可以消除遲滯運動的現象，代表交互相關性的

記憶被抹掉(把記憶性消除)，所以吻合。另外，由溫度係數與擴散係數可以驗證

愛因斯坦關係，並且溫度係數 𝜃 可以反應 volatility，而與報酬(log-return)較無

關係，分別如下圖所示。 
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圖 4A  溫度對擴散係數的關係圖。此圖採用圖 3.3.4D 的數據，由圖中可看出溫

度對擴散係數存在著線性關係，右邊三個點因為包含 5 月份的數據，波動較大。 

 

 

 

 

 

 

圖 4B  volatility 對溫度的關係圖(左)與 log-return 對溫度的關係圖(右)。由圖可

看出溫度係數 𝜃 可以反應 volatility，而與報酬(log-return)較無關係。右邊三個

點因為包含 5 月份的數據，波動較大。 

 

3. 移動平均(MA)的時間長度對影響 MSLR 的影響 

  另一方面，移動平均(MA)的時間長度，也會影響 MSLR 在短時間之下在對數

圖形所對應的斜率，我們發現 1hrMA (1 小時的移動平均)與 1dayMA (一天的移

動平均)的斜率不一樣，前者的斜率較後者斜率小(後者斜率為 2)，且移動平均的

時間長度越長，其斜率越接近 2，我們也發現其在轉折之處(對數圖下的斜率從 2

轉折到 1 時) 與所選取的移動平均時間有關，若選取的 MA 時間為 1 天，則在 1

天附近開始出現轉折。 
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4. 建議與未來研究方向 

(1) 短時間交互相關性之記憶消除的可能解釋與如何驗證，對於在 HF1MA 的情

況下可以符合理論的描述，其另一個推論為：移動平均之後不見得是完全把干擾

抹去，有可能是把程度、大小、或影響的範圍都變一樣(標準化或歸一化)，我們

可由隨機行走模型上來瞭解交互相關性造成的遲滯運動。  

(2) 計算出溫度 T 與擴散係數 D 之後，如何再進一步分析與應用，以瞭解市場上

的巨觀性質。 

 

二、 股價指數報酬對應於 Lévy 機率分布的實證 

  在 HF1MA 與 noMA (即 NO1MA) 的條件之下，股價機率分布的結果顯示： 

1. 技術分析方面 

(1) 時間序列長短會影響統計性，時間越長統計性越好，在做機率分布圖時，X

軸的尺度大小也會影響統計性，HI 值(間隔個數)越大代表圖形 X 軸刻度越小，

容易造成越多的波動，所以計算的結果會侷限在一個範圍內。 

(2) 另一方面，計算平均的方式也會影響結果，這裡我們採用兩種計算方式，分

別為方法 1 (mtd1)：整體股價計算法與方法 2(mtd2)：市場價格平均法。由於方

法 1 的資料數大大增加，所以 HI 值(間隔個數)變大，但在有 HF1MA 的情況下，

基於資料已經是”連續”的，所以 X 軸不見得可以分割越細；相反的，在 noMA

的情況下，HI 值(間隔個數)比 HF1MA 的情況下多，其與本身資料的不連續性有

關，因為其資料為 0 的個數較多。 

(3) 我們觀察 5 家公司(AAPL, AMD, GE, INTC, MSFT)個別的股價指數機率分布

性質，在 HF1MA 的情況下，  值約為 1~1.2 之間，顯示在 P(R=0)的附近有 Lévy

穩定分布的性質；在 noMA 的情況下對數報酬或價格變化的機率分布波動很大，

其   值皆大於 2，沒有 Lévy 穩定分布的性質，可能的原因是個別公司受到外在

的因素干擾，造成序列的不穩定，在 1MA 就可以消除這層影響。 

(4) 5 家公司的對數報酬(或價格指數的變化率)長時間來看應該為零，且在
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HF1MA 的情況下其 P(R=0)的附近有 Lévy 分布特徵，所以我們假設此分布的特

徵是均值 u 為零，圖形不偏 (𝛽   ) 的穩定分布，在實際計算上會有些許誤差。

然而我們不能保證各個股票之間的對數報酬是獨立同分布 (具有相同的分布形

狀和相同的分布參數和機率密度函數)，所以就沒有 Lévy 分布的可加性，我們嘗

試的有些方法(文中未列出)所得到的結果不合，可能與此有關。  

2. 不同的 X 軸尺度大小與 𝜶 值的變化 

  我們將各家公司的股價指數在有無移動平均的統計分析下，計算在作機率密度

分布時不同的 X 軸尺度大小下   值的變化，結果發現在 HF1MA(一天得移動平

均)之下以方法 1(mtd1)及方法 2(mtd2)得到的 α 值接近 1，在 noMA(沒有移動平

均)之下以方法 2(mtd2)計算得到的 α 值則介於 1.5~1.6 之間，符合穩定分布

(stable distribution)的描述。 

3. 移動平均的時間長短如何影響 𝜶 值 

  移動平均的時間長短也會影響   值的大小，移動平均的時間長度越短則越接

近 noMA 的   值，例如：1hrMA(1 小時的移動平均)的  ≈ 1. ，1dayMA(1 天

的移動平均)的  ≈ 1。因此，我們可藉由這項特性了解 S&P500 股價指數的機

率分布。 

4. 機率密度的厚尾分布特徵 

我們已知報酬的機率密度有厚尾分布的特徵，那麼在 HF1MA 作用之下，我們也

可看出其斜率近似於 3，符合先前研究。 

5. 建議與未來研究方向 

(1) 探討在 HF1MA 情況下  ≈ 1 所代表的意義。 

(2) 做移動平均的時間長度對   值的影響，從  ≈ 1.6 移動到  ≈ 1，以及確

認超過一天的移動平均之後   值是否保持近似為 1，或者超過 1 天的移動平均

之後   值會變動。例如，作 5 天的移動平均   值是否保持為 1。 

(3) 在 HF1MA 下不做標準化之後的資料其厚尾分布的特性與資料做標準化之後

的比較，以及在 HF1MA 與 noMA 情況下的資料，其厚尾分布的異同。 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

58 

三、 股價報酬的自我相關性與實證 

  在股價指數的動力性質方面，因為股票價格沒有速度的概念，於是我們利用價

格的變化來類比速度，而速度與時間有關，當我們計算不同交易時間尺度下的報

酬自相關，相當於類比不同時間之下的速度自相關，所以我們再加上一個時間項 

𝜏 來表示在不同的時間尺度交易下的自相關函數(TSSA)。接著我們再加上移動平

均的條件，發現在 TSSA 的公式下所呈現的 HF1MA 與 noMA 函數分布圖有著一

些不同的特徵。由以上實證結果我們可以發現，在 HF1MA 與 noMA 的情況下，

不論方法 1(mtd1)的自相關平均法或方法 2(mtd2)的整體股價計算法，圖形都很相

似。另外在時間的記憶性方面，歸納如下： 

1. 在 noMA 的情況下 

(1) 以位移(即對數報酬)的時間相關 〈            〉 對應於粒子系統之速度的

時間相關 〈𝑣    𝑣      〉。圖形顯示離散軌跡的特徵，其最低點的時間即為所

選取的時間尺度 τ，接著回到 0 附近振盪，隨著時間越大慢慢收斂到零。 

(2) noMA 的情況下在短 𝜏 時關聯性不強，與報酬      涵蓋的資料範圍有關。

𝜏 越大其      所涵蓋的資料範圍越大，可發現相關性越大。 

(3) 我們可以發現在函數最大值與最小值之間的點數，基於相關性計算上的結果，

其間必有 (
𝜏

36
)  1 個點。 

2. 在 HF1MA 的情況下 

(1) 同樣以〈            〉 類比 〈𝑣    𝑣      〉，我們看到此函數在移動平均

的時間長度(即 1 天)衰減到零，最後回到零值附近振盪，且在 1 天的時間長度內，

不同 𝜏 的曲線彼此不會相交，且由短 𝜏 到長 𝜏，函數的衰減由時間   (     的

一次項的表現轉變為二次項的表現，此顯示平滑軌跡的特徵；相較於離散軌跡的

情況，在 1 天之內的曲線隨 𝜏 的變化相對鈍化。圖形顯示在剛開始是受本身資

料性質影響，圖形後端皆慢慢收斂趨於一致，顯示移動平均的作用。 
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(2) 我們也驗證選取的移動平均時間長度與圖形轉折的位置的確有關，當移動平

均的時間長度為 2 天時，轉折的時間也變為在 2 天附近。 

由於以上討論我們可以得到一個重要訊息，其顯示在 TSSA 公式下作 HF1MA

對動力性質有影響。而要更瞭解其中細節仍有待日後進一步地分析與探討。 

4. 建議與未來研究方向 

(1) 在自相關函數方面針對不同的移動時間長度作計算並畫圖，觀察其結果並作

更嚴謹的分析。例如以公式來表達在 HF1MA 與 noMA 的情況下，不同時間尺度 

𝜏 的描述，在 noMA 的情況是以離散的觀點表達公式，由 noise 項主導；而 HF1MA

的情況是以連續的觀點來表達公式，可用泰勒展開式來討論。此結果可應用於各

種時間序列的分析。 

(2) 以此項工作的分析為基礎，進一步對 noMA 的數據建立模型。 
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附錄 

附錄一. Lévy 分布的兩個基本性質 

性質一：當 𝜶  𝟐 時，Lévy 分布不存在變異數。 

  在(2.3B)式中，當    ，| | 的 n 階動差函數 (n >  ) | |  會發散，即所

有     的 Lévy 穩定過程 (Lévy stable process) 的變異數會發散。另外，在穩

定分布的特例中，所有高斯分布(   )的動差函數都是有限值。由於 Lévy 分

布有厚尾的特徵，所以相應的機率密度函數沒有迅速衰減，所以積分不收斂，即

變異數發散或不存在。 

性質二：穩定 Lévy 分布的可加性 

  若隨機變量  、   和    為獨立同分布(i.i.d)，對任意正數    和   ，存在正

數 b，使得           和    同分布，則稱隨機變量   具有穩定分布。設 𝜑    

是   的特徵函數，依定義有𝜑      𝜑      𝜑 𝑏  ，且設隨機變數   遵守 

Lévy 分布，𝜑    是   的特徵函數，則有 

𝜑       [𝑖 𝑏  𝛾𝑏 | | (1  𝑖𝛽
 

| |
tan (

𝜋

 
 ))] 

𝜑      𝜑         [𝑖          𝛾   
    

  | | (1  𝑖𝛽
 

| |
tan (

𝜋

 
 ))] 

  則條件 𝜑      𝜑      𝜑 𝑏   的成立等價於條件  𝑏           和

𝑏    
    

 
 的成立，即滿足條件     且 𝑏    

    
 。因此，若且唯

若當     時，Lévy 分布是穩定分布，即服從穩定 Lévy 分布的兩個隨機變量

之和也服從穩定 Lévy 分布。如果  𝑖 𝑆   𝛽   𝛾𝑖  相互獨立，那麼  ≡

∑  𝑖
 
𝑖   𝑆   𝛽   ∑ 𝛾𝑖

 
𝑖   。即相互獨立並服從穩定 Lévy 分布的隨機變量之和

仍然服從穩定 Lévy 分布。 
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附錄二. 二項式定理求平均位移 〈 〉 與均方位移 〈 𝟐〉 

〈 〉  ∑       

 

   

 [       ]  ∑      

 

   

               .1.    

由二項式定理， 

       ∑      

 

   

 ∑ (
 

 
)      

 

   

 

所以 

〈    〉  ∑              

 

   

 ∑        (
 

 
)       

 

   

 

展開可得 

∑    
  

        
      

 

   

 ∑   
  

        
      

 

   

 

對於上述， 

第一式  ∑     
  

        
      

 

   

   ∑
  

        
       

 

   

 

   ∑
  

   1        
          

 

   

 

     ∑
   1  

   1        
        

   

   

 

     ∑ (
  1

  1
)        

   

   

 

令     1，則 n    1 ，且   1    代入，可得 

    ∑ (
  1

 
)       + 

   

   

                          

第二式  ∑    
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   ∑
  

        
      

 

   

            

合併   . .1   與   . .1   兩式，則   . .1   式可改寫為 

〈    〉                1                    .1.    

對於布朗粒子的隨機行走，有     
 

 
，故可得 〈    〉   。 

對於均方位移 〈  〉，有如下形式 

〈  〉  ∑          ∑         
  

        
      

 

   

 

   

 

 ∑              
  

        
      

 

   

         .1.    

再利用上述的方式計算，其中對於    項，我們可以先求出〈    1 〉 

〈    1 〉  ∑     1  
  

        
      

 

   

 

 ∑
  

            
      

 

   

     1   ∑
      

            
        

   

   

 

     1   ∑ (
   

   
)        

   

   

 

令      ，則 n     ，且   1    代入，可得 

    1   ∑ (
   

 
)         

   

   

 

     1                1    

且已知 〈 〉    ，且 〈    1 〉  〈  〉  〈 〉，則 

〈  〉  〈    1 〉  〈 〉      1       

將上述結果代入   .1.    式，計算後可得結果為 

〈  〉     [   1        1]             .1.    
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附錄三. 另一種方式求解均方位移 <Einstein’s Derivation of the Diffusion 

Equation>[15] 

  τ 為小時間區間，當粒子在 λ 與 λ  dλ 移動時，其機率密度為   λ ，且 

λ  √𝜆 
𝑥  𝜆 

  𝜆 
𝑧，τ 夠小以使粒子的運動與 τ 獨立。如果 u 𝐫 t  代表濃

度(concentration, i.e. the number of particles per unit volume)，source function F 𝐫  

在時間 t τ 所產生的濃度可表示為 

u 𝐫 t  τ  ∫ u 𝐫  λ t   λ dλ
∞

 ∞
 F 𝐫 t        (A.1) 

由於 τ ≪ 1，由泰勒展開式(Taylor series)可以近似 u 𝐫 t  τ  為 

u 𝐫 t  τ  u 𝐫 t  τ
𝜕

𝜕𝑡
𝑢 𝒓                   (A.2) 

並由泰勒展開式近似 u 𝐫  λ t  為 

u 𝐫  λ t  u 𝐫 t  𝜆𝑥

𝜕𝑢

𝜕 
 𝜆 

𝜕𝑢

𝜕 
 𝜆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
 

 
𝜆𝑥
 

  

𝜕 𝑢

𝜕  
 

𝜆 
 

  

𝜕 𝑢

𝜕  
 

𝜆𝑧
 

  

𝜕 𝑢

𝜕𝑧 
 

                  𝜆𝑥𝜆 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕 
 𝜆𝑥𝜆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑧
 𝜆 𝜆𝑧

𝜕2𝑢

𝜕 𝜕𝑧
 ⋯      (A.3) 

因為 τ ≪ 1，所以高階項可以忽略，且粒子移動的距離 λ 也必須要小。(A.1)式

可改寫為(u  u 𝐫 t   

u  τ
𝜕𝑢

𝜕 
 F 𝐫 t  ∫ 𝑢  λ dλ

∞

 ∞

 

 ∫ (𝜆𝑥

𝜕𝑢

𝜕 
 𝜆 

𝜕𝑢

𝜕 
 𝜆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
)

∞

 ∞

  λ dλ 

 ∫ (
𝜆𝑥
 

  

𝜕 𝑢

𝜕  
 

𝜆 
 

  

𝜕 𝑢

𝜕  
 

𝜆𝑧
 

  

𝜕 𝑢

𝜕𝑧 
)

∞

 ∞

  λ dλ 

 ∫ (𝜆𝑥𝜆 

𝜕 𝑢

𝜕 𝜕 
 𝜆𝑥𝜆𝑧

𝜕 𝑢

𝜕 𝜕𝑧
 𝜆 𝜆𝑧

𝜕 𝑢

𝜕 𝜕𝑧
)

∞

 ∞

  λ dλ 

假設   λ  為標準化(normalized) 
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∫   λ dλ

∞

 ∞

 1 ⟹ ∫ u  λ dλ

∞

 ∞

 𝑢 ∫   λ dλ

∞

 ∞

 𝑢 

則 

τ
𝜕𝑢

𝜕 
 ∫

𝜆𝑥
 

 

𝜕 𝑢

𝜕  
  λ dλ

∞

 ∞

 ∫
𝜆𝑥𝜆 

 

𝜕 𝑢

𝜕 𝜕 
  λ dλ

∞

 ∞

 ∫
𝜆𝑥𝜆𝑧

 

𝜕 𝑢

𝜕 𝜕𝑧
  λ dλ

∞

 ∞

 

 ∫
𝜆𝑥𝜆 

 

𝜕 𝑢

𝜕 𝜕 
  λ dλ

∞

 ∞

 ∫
𝜆 
 

 

𝜕 𝑢

𝜕  
  λ dλ

∞

 ∞

 ∫
𝜆 𝜆𝑧

 

𝜕 𝑢

𝜕 𝜕𝑧
  λ dλ

∞

 ∞

 

 ∫
𝜆𝑥𝜆𝑧

 

𝜕 𝑢

𝜕 𝜕𝑧
  λ dλ

∞

 ∞

 ∫
𝜆 𝜆𝑧

 

𝜕 𝑢

𝜕 𝜕𝑧
  λ dλ

∞

 ∞

 ∫
𝜆𝑧
 

 

𝜕 𝑢

𝜕𝑧 
  λ dλ

∞

 ∞

 

 ∫ 𝜆𝑥

𝜕𝑢

𝜕 
  λ dλ

∞

 ∞

 ∫ 𝜆 

𝜕𝑢

𝜕 
  λ dλ

∞

 ∞

 ∫ 𝜆𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧
  λ dλ

∞

 ∞

 F 𝐫 t  

以矩陣表示之 

∂

𝜕𝑡
u 𝐫 t  ∇  𝐃∇u 𝐫 t  𝐕  ∇u 𝐫 t  𝐹 𝒓         (A.4) 

𝐃為擴散張量(diffusion tensor)，可表示為 

𝐃  (

 𝑥𝑥  𝑥  𝑥𝑧

  𝑥      𝑧

 𝑧𝑥  𝑧  𝑧𝑧

) 

其中 

𝐃𝑖  ∫
𝜆𝑖𝜆 

 𝜏
  𝜆 𝑑𝜆  

1

 𝜏
〈𝜆𝑖𝜆 〉

∞

 ∞

 

V 為此群集粒子所可能擁有的漂移速度 (Drift Velocity) 

𝐕  (

 𝑥
  
 𝑧

)          𝐕𝑖  ∫
𝜆𝑖

𝜏
  𝜆 𝑑𝜆  

 

𝜏
〈𝜆𝑖〉

∞

 ∞
  

當 𝜆𝑖𝜆  𝜆 𝜆𝑖，擴散張量以對角線對稱(即 𝑖    𝑖)，對於均向擴散(isotropic 

diffusion)的情況，〈𝜆𝑖𝜆 〉   ，i  𝑗 且 〈𝜆𝑖𝜆 〉  〈𝜆𝑖
 〉  〈𝜆 

 〉，當𝑖  𝑗；以及無飄

移速度存在，所以 𝐕   ，所以(A.4)式可改寫為 
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𝜕 
u 𝐫 t  ∇  (

   
   
   

)  ∇u 𝐫 t  𝐹 𝒓    

                        D∇ u 𝐫 t  𝐹 𝒓    

其中 

  ∫
𝜆 

 𝜏
  𝜆 𝑑𝜆

∞

 ∞

 
1

 𝜏
∫ 𝜆   𝜆 𝑑𝜆

∞

 ∞

 
〈𝜆 〉

 𝜏
 

可得  

〈𝜆 〉    𝜏 

 

附錄四.  Lévy 分布的推導 (Evaluation of the Levy Distribution)[16]   

這邊介紹文獻上對於 Lévy 分布的證明，若特徵函數   𝑘  ex     |𝑘|𝛾 ，

  𝛾 ≤   等價於機率密度函數   x      +𝛾 ， → ∞。證明： 

 

𝑥１＋γ
↔     |𝑘|𝛾 ,   𝛾 ≤  ,  → ∞ 

記號 ↔ 表示從實部到傅立業空間的轉換 

證明： 

  𝛾 ≤ 1，特徵函數 (characteristic function) 是對稱，則有如下形式 

  x   e[𝑓   ] 

其中 

f x  
1

𝜋
∫  𝑖𝑘𝑥  𝑘𝛾

𝑑𝑘

∞

 

 

 
1

𝜋
([

1

𝑖 
 𝑖𝑘𝑥  𝑘𝛾

]
𝑘  

∞

 
1

𝑖 
∫  𝑖𝑘𝑥( 𝛾𝑘𝛾    𝑘𝛾

)𝑑𝑘

∞

 

) 

 
𝛾

  𝑖𝑥
∫ 𝑑𝑘 𝐻 𝑘 𝑘𝛾    𝑘𝛾

 𝑖𝑘𝑥∞

 
 ，  → ∞ 

其中 

𝐻 𝑘  {
1       𝑘 >  
        𝑘   
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  對於   𝛾  1，𝑓    在 𝑘    是奇異的 (singular)，並且在這區間的最大分

布是 𝐻 𝑘 𝑘𝛾   的反傅立業 (inverse Fourier form) 形式，可標記為 

ℱ  [
1

 𝑖𝑘 𝛾
]  

1

   𝛾
 

ℱ   為反傅立業轉換的標記，並且 

𝐻 𝑘 ↔ 𝛿    
𝑖

𝜋 
 𝛿          → ∞ 

接著，使用摺積定理 (convolution theorem)，我們可以得到 

𝑓    
𝛾

𝑖𝜋 

𝑖  𝛾

 𝛾
 

因此 

     
 

𝑥1+𝛾 ,  → ∞ 

對於 1  γ   ，我們可以用兩次分部積分法得到 

𝑓    
𝛾

𝑖𝜋 
∫ 𝑑𝑘 𝑘𝛾    𝑘𝛾

 𝑖𝑘𝑥 

∞

 

 

 
𝛾

𝑖𝜋 
[
1

𝑖 
𝑘𝛾    𝑘𝛾

 𝑖𝑘𝑥]
𝑘  

∞

 

 
𝛾

𝜋  
∫ 𝑑𝑘  𝑖𝑘𝑥[ 𝛾  1 𝑘𝛾    𝑘𝛾

 𝛾 𝑘𝛾      𝑘𝛾
]

∞

 

 

 
𝛾

 𝑥2 ∫ 𝑑𝑘  𝑖𝑘𝑥[ 𝛾  1 𝑘𝛾    𝑘𝛾
 𝛾 𝑘𝛾      𝑘𝛾

]
∞

 
,  → ∞ 

結果的第一項是奇異的 (singular)，因此提供最大的貢獻並且我們可以改寫為 

𝑓   ≃
𝛾 𝛾  1 

 𝜋  
∫ 𝐻 𝑘   𝑖𝑘𝑥 𝑘𝛾    𝑘𝛾

 𝑑𝑘 

∞

 ∞

 

以這個例子來說，對於 1  γ   ，對此積分最大的分貢獻是 𝑘𝛾   的反傅立業

轉換，因此 

𝑓    
𝛾 𝛾  1 

𝜋  

𝑖  𝛾

 𝛾  
 

所以 
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𝑥1+𝛾
 ,  → ∞ 

符合先前的對 𝛾 → 1 的近似。 

 

附錄五. 菲克定律 

菲克定律由阿道夫•菲克於 1855 年推導出來，用描述擴散作用，可以使用這條

定律來求得擴散係數 D。 

菲克第一定律 

假設從高濃度區域往低濃度流的通量大小與濃度梯度（空間導數）成正比，通

過這個假設，菲克第一定律把擴散通量與濃度聯繫起來。在一維空間下的菲克定

律如下： 

J   D
𝜕∅

𝜕 
 

其中 

J 為「擴散通量」（於某單位時間內通過某單位面積的物質量），D 為擴散係數或

擴散度， ∅ 為濃度（假設為理想混合物），X 為位置其量綱為 長度，例如 m 

 

菲克第二定律 

  菲克第二定律預測擴散會如何使得濃度隨時間改變： 

 ∅

𝜕 
 D

𝜕 ∅

𝜕  
 

其中： 

∅ 為濃度，t 為時間，D 為擴散係數，X 為位置(長度) 

可從菲克第一定律及連續方程式（continuity equation）導出菲克第二定律：(一維

情況下) 

 ∅

𝜕 
 ∇  𝐉    

 ∅

𝜕 
  

𝜕

𝜕 
J   

𝜕

𝜕 
( D

𝜕∅

𝜕 
)  D

𝜕 ∅

𝜕  
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上式假設 D 為常數，由此可得上述的菲克方程式。 

 

附錄六. 時間序列資料之平穩性 (stationarity) 

  若    為一圍繞在零附近的一個隨機變數，變異數為固定，且具有本期的資料

與前期資料無關的特性，也就是 E     s    𝑡≠𝑠 ，這樣的數列，我們一般將它

稱為白噪音(white noise)。 

任一時間序列模型均可由一組獨立同分配 (i.i.d) 的白噪音 {  }𝑡       ∞ 以線性

組合而成    μ  𝛽    𝛽      𝛽      ⋯，  ∼ N   𝜎    

則    的變異數 𝛾          E         

          [μ  𝛽    𝛽      𝛽      ⋯ ] 

 𝛽 
 𝜎  𝛽 

 𝜎  𝛽 
 𝜎  ⋯ 

𝜎 [𝛽 
  𝛽 

  𝛽 
  ⋯ ] 

 若當 𝛽 
  𝛽 

  𝛽 
  ⋯  ∑ 𝛽i

  ∞∞
𝑖  時，則    即為一平穩的時間序列。 

若           ，例如  

      

               

                  

 3      3            3 

… 

                    ⋯    

則 Var     𝜎  𝜎  ⋯    𝜎 ，此為不平穩的時間序列。 

 

 

 

 

 

iid
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