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I 
 

摘要 

在建構模型時，變數的選取是非常重要的，一般使用向前選

取、向後刪除、逐步迴歸來挑選變數。 

Tibshirani[4]在 1996年提出最小絕對值壓縮挑選運算 least absolute 

shrinkage and selection operator；簡稱 LASSO），LASSO方法結合了

變數係數的壓縮與變數選取。 

本研究針對 LASSO的限制式做修改，另外也將搜尋參數 t的方

法改良，評估統計模型優劣則使用貝氏訊息準則，最後，改良的搜

尋方法能更精確找到對於反應變數有影響的解釋變數，達到選取變

數的效果。 

 

 

 

關鍵字:變數選取、最小絕對值壓縮挑選運算、貝氏訊息準則 
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II 

Abstract 

In model construction, variable selection is a very important issue. 

Typical variable selection tools include 

forward selection, backward selection and stepwise selection. In 1996, 

Tibshirani proposed a method called LASSO (Least Absolute Shrinkage 

and Selection Operator), which can be used for  variable selection via 

coefficient shrinkage. 

In this thesis, a general version of LASSO is proposed to improve the 

variable selection ability of LASSO. The proposed method is obtained by 

modifiying the constraints of LASSO. For both LASSO and the proposed 

method, the constraints depends on a shrinkage parameter that needs to 

be specified. In this thesis, the shrinkage parameter is selected using

Bayesian information criterion. When the optimal parameter is found, the 

proposed method outperforms LASSO in variable selection. However, 

the search of the optimal parameter can be computationally intensive. 

Keywords: variable selection, least absolute shrinkage and selection 

operator, Bayesian information criterion 
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第第第一一一章章章 緒緒緒論論論

現今是一個資訊化的時代，資料取得比起過去較容易許多，如何從龐大的

資料中挖掘有用的訊息是人們所關切的，例如在金融業，專家藉由客戶資

料並使用統計方法來尋找有用資訊，最後再建構模型來預測結果。而在建

構模型時變數的選取是非常重要的問題。 例如在線性迴歸中，如果模型中

使用過多無用的變數，會使得估計的誤差增加，進而造成預測結果與實際

結果有很大的差異。

一般廣為人熟知的選變數方法為向前選取(forward Selection)、向後刪

除(backward elimination)逐步迴歸(stepwise regression)，這三種主要都是

利用給定門檻去做變數篩選，差別在於向前選取(forward Selection)是將變

數根據門檻加入模型裡而向後刪除(backward elimination)是將所有的變數

放入模型裡，再根據門檻一步步做刪除，逐步迴歸(stepwise regression)是

結合前兩種方法，也是先將符合門檻的變數加入模型裡，只要每加入

新的變數，就重新檢查是否符合門檻，再決定是否保留在模型裡，另

一種類似選變數方法為子集選取(subset selection)，又稱特徵選取(feature

selection)，是一種機器學習的方法，根據資料原有的特徵子集合中，找出

哪個子集合具有較少的偏誤，也就是預測能力最佳，最後只保留真正對

效能有影響的特徵子集合，而常見評量效能的指標像是有：殘差平方和

(residual sum of squares，RSS)、調整後R2 (adjusted R2)、Mallow’s Cp

等，概念上類似一般選取變數方法，找出真正影響反應變數的解釋變數組

1
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合。

LASSO（least absolute shrinkage and selection operator；簡稱LASSO），

是一種結合壓縮係數與選取變數的方法，具備子集選取(subset selection)與

脊迴歸(ridge regression)的優點，較容易找出最佳選取變數以及所估計的參

數穩定，解釋模型與預測較精確，藉由給定其限制式，能將不重要的係數

壓縮到零，可以達到變數選取的效果。

本篇主要針對LASSO的限制式做修改，期望能更能有效改善LASSO選

取變數的效果。

2
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第第第二二二章章章 文文文獻獻獻探探探討討討

變數壓縮這個概念在LASSO被提出來之前就有相關文獻討論，脊迴

歸(ridge regression)是一種變數壓縮的方法，以下先介紹脊迴歸方法。

考慮線性模型

yi = xTi β + εi, i = 1, ..., n,

其中(xi1, ..., xip)
T為p個解釋變數第i次的觀察值，yi為反應變數第i次的觀察

值。 令

X =


x11 · · · · · · x1p
...

...
...

...

xn1 · · · · · · xnp


,β = (β1, β2, ..., βp)

T ,‖β‖22 =
∑p
j=1 β

2
j , y = (y1, y2, ..., yn)T ,則脊迴歸的β 估計

能藉由最小化以下目標函數而得到:

f(β) =
1

2
(y −Xβ)T (y −Xβ) + λ ‖β‖22. (2.1)

(2.1)加入懲罰項的目的是變數係數的壓縮，因為當模型變數過多時，我們

認為有可能包括到不重要的變數。 雖然脊迴歸(ridge regression)能壓縮變

數係數，但是不重要的變數係數並不能壓縮成零，因此沒有選取變數的效

果。

為了能夠進行變數選取，Tibshirani[4]在1996年提出最小絕對值壓縮挑

選運算（least absolute shrinkage and selection operator；簡稱LASSO），

3
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與脊迴歸不同的地方是，LASSO方法結合了變數係數的壓縮與變數選取。

令β̂為LASSO係數估計，則

β̂ = arg min
β∈S

(y −Xβ)T (y −Xβ), (2.2)

其中

S =

β : ‖β‖1 =
p∑
j=1

|βj| ≤ t

 , (2.3)

t ≥ 0為可調整參數。 以上β求解問題可以利用二次規劃（quadratic

programming）方法得到([4]).

令β̂0為β的最小平方估計，t0 = ‖β̂0‖. 當t ≥ t0的情況，則(2.3)的限制式

沒有作用，LASSO的解會等於β̂0. 當t變小時，則可以使部分係數收縮到接

近0，進而達到選取變數的效果。

以下將介紹脊迴歸與LASSO方法的差異。在(2.1)式子當中，可以將目

標函數改寫成類似(2.2)寫法，但將(2.3)限制式改寫成

S =

β : ‖β‖22 =
p∑
j=1

|βj|2 ≤ t

 ,

脊迴歸與LASSO最大的不同為限制式，限制式影響參數β壓縮程度。

下圖2.1呈現p = 2時，脊迴歸和LASSO的的限制式圖形。脊迴歸限制式

為‖β‖22 ≤ t，LASSO 的限制式為‖β‖1 ≤ t，由於脊迴歸的限制式為二次

式，所以圖形呈現圓形曲線，而LASSO的限制式為一次式，則圖形呈現菱

形，從兩個圖形大小來比較，脊迴歸限制式所包含的面積大於LASSO限制

式所包含的面積，可以推測LASSO壓縮變數的效果確實優於脊迴歸。

在Osborne[3] 的文章當中，利用LASSO選取變數的方法，在樣條迴

歸(regression splines)中進行節點選取(knot selection),並提出另一種LASSO演

算法，不同於Tibshirani[4]所使用的二次規劃的解法。

4
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Figure 2.1: 脊迴歸 與 LASSO 比較示意圖

Osborne[3]將(2.2)～(2.3)兩個式子改寫並最小化

1

2
(y −Xβ)T (y −Xβ) + λ‖β‖1

利用凸優化法(convex programming method)去解決上式的問題，求β使得

0 = −XT r∗ + λv (2.4)

其中r = r(β) = y − Xβ, λ > 0且v = (v1, ..., vp)
T 滿足以下限制:若 βj >

0則vj = 1, βj < 0則vj = −1, βj = 0則−1 ≤ vj ≤ 1. 其主要是藉由βj的正負

號去決定vj，也就是利用正負符號去判斷解是否符合真實的解。

Tibshirani[4]在估計β參數與Osborne[3]所估計參數的方法最大的不同是

前者相較於傳統，給定目標函數以及限定式，並利用二次規劃（quadratic

programming）方法去估計β參數，因為考慮所有的線性組合，所以在運行

上會比較慢，考慮到過多的變數會使得變數選取運行比較慢，所以後者改

良Tibshirani[4]所使用的演算法，不考慮全部限制式的線性組合，只使用局

部的限制式，優點是能計算上能更有效率。

5
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儘管LASSO方法能夠有效的選取變數，但是方法本身有些缺點，在

極小化的時候比較困難，而且當變數為高維度的時候，例如變數個數

大於樣本個數，估計上會有些不好的性質存在，另外如果變數之間高度

相關也就是有多重共線性的存在，LASSO方法容易只挑選一個變數，為

了使得估計LASSO參數能夠估計的更精確且選取重要的變數，Zou and

Hastie[7]在2005年提出一種新的方法 elastic net，此方法是結合了脊迴歸

與LASSO方法。

以下介紹elastic net 方法。給定固定的λ1和λ2 將(2.1)改良成

L(λ1, λ2, β) =
1

2
(y −Xβ)T (y −Xβ) + λ2‖β‖22 + λ1‖β‖1 (2.5)

並最小化(2.5)得到

β̂ = arg min
β
L(λ1, λ2, β)

令α = λ2/(λ1 + λ2)求解(2.5) 則問題改寫成

β̂ = arg min
β∈S

1

2
(y −Xβ)T (y −Xβ) (2.6)

其中

S =
{
β : (1− α)‖β‖1 + α‖β‖22 ≤ t

}
, (2.7)

將(2.7)稱為elastic net的限制式。 當α = 1時，elastic net變為一般的脊迴

歸。 當0 ≤ α < 1時，elastic net具有脊迴歸與LASSO的特徵。 當α =

0時，elastic net變為一般的LASSO.

在2006年，Yuan and Lin[6]提出另一種LASSO的延伸方法group LASSO，

主要是針對變數屬於類別型變數做處理。

關於如何尋找參數t和判別參數t的臨界值一直是被討論的問題，

在Osborne [3]提到運行上方便的方法為AIC、BIC以及FPE，藉由這些準則

決定參數t。

下一章將針對如何更有效率壓縮變數坐進一步討論。

6
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第第第三三三章章章 研研研究究究方方方法法法

本章中提出一種不同於一般LASSO方法，稱為廣義LASSO方法，在第二章

中提到LASSO求解時先最小化 (2.2)的 f(β):

f(β) =
1

2
(y −Xβ)T (y −Xβ),

其中β滿足(2.3)的限制式

g(β) = t− ‖β‖1 ≥ 0.

廣義LASSO方法將(2.3)限制式改成

t− (
∑
j 6=k
|βj|+ λ|βk|) ≥ 0, k = 1, ..., p.

例如,當 β = (β1, β2, β3, β4, β5)
T時, LASSO限制式為:

t− |β1| − |β2| − |β3| − |β4| − |β5| ≥ 0,

而λ = 2,廣義LASSO的限制式為:

t− 2|β1| − |β2| − |β3| − |β4| − |β5| ≥ 0,

t− |β1| − 2|β2| − |β3| − |β4| − |β5| ≥ 0,

t− |β1| − |β2| − 2|β3| − |β4| − |β5| ≥ 0,

7
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t− |β1| − |β2| − |β3| − 2|β4| − |β5| ≥ 0,

t− |β1| − |β2| − |β3| − |β4| − 2|β5| ≥ 0,

以變數個數p=2,λ = 1與λ = 2為例，當λ = 1時，為一般LASSO限制

式，當λ = 2時，為廣義LASSO限制式，LASSO與廣義LASSO的限制式圖

形如下 圖3.1所示，LASSO限制式的圖形與廣義LASSO限制式的圖形比

較，廣義LASSO限制式的圖形相對LASSO圖形會比較內縮，期望能更有效

率壓縮係數β.

Figure 3.1: 給定g(β) = t− (
∑
j 6=k |βj|+ λ|βk|) ≥ 0, k = 1, 2的示意圖

從上一章文獻探討中可得知，LASSO求解有兩種方法，一種是直接

利用由於在使用Osborne[3]中所提出的方法，另外一種為Tibshirani[4]所使

用的二次規劃（quadratic programming）方法。在廣義LASSO求解的時

候，若使用類似Osborne[3]中所提出的方法，則求解出來的β̂有時無法滿

足所給定的限制式，因此參考Tibshirani[4]所使用的二次規劃（quadratic

programming）方法求廣義LASSO解，期望能夠讓估計的參數滿足限制

式。

8
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使用LASSO或廣義LASSO的時候，不同的t會影響選取的變數。決定參

數t時使用AIC(Akaike information criterion)與BIC(bayesian information cri-

terion)兩種準則,以下簡單介紹AIC與BIC定義。AIC是由Akaike[2]於1974年

所提出來的，是一種評估一個模型的是否優良的重要準則，在一般的情況

下的公式為

AIC = 2k − 2 ln(L),

其中k為參數個數，L為概似函數。 在線性迴歸模型下，若殘差服從獨立

常態分配，其公式為

AIC = 2k + n ln(
RSS

n
),

其中k為參數個數，n為樣本個數，RSS為殘差平方和。模型之間的主要差

異在k的個數以及殘差，從公式看，若一個模型的AIC越小，表示模型在考

慮最小的自由度下，有最好的解釋力。

BIC是由Schwarz [5]於1978年所提出來的，是另一個評估模型是否優良

的重要準則 利用概似函數(likelihood function)去尋找最佳模型，在一般的

情況下的公式為

BIC = −2 ln(L) + k ln(n),

其中k為參數個數，L為概似函數 在線性迴歸模型下，若殘差服從獨立常

態分配 其公式為

BIC = n ln(
RSS

n
) + k ln(n),

其中k為參數個數，n為樣本個數，RSS為殘差平方和。 根據AIC或BIC準

則決定t的時候，先利用最小平方法(least squares method)求出估計參數

解(β̂1, ..., β̂p)，再計算

tmax = max
1≤k≤p

(
∑
j 6=k
|β̂j|+ λ|β̂k|), (3.1)
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給定搜尋範圍0～tmax下切割成20等分(t1, t2, ..., t20) ,在最小AIC(或BIC)的

情況下，找到最佳模型中所選取的變數個數以及對應的t(記作tAIC或tBIC),根

據模擬的結果發現，AIC與BIC挑出的t沒有太大差異，在(t1, t2, ..., t20)下

並沒有找到讓AIC與BIC達到最小解，因此考慮進一步搜尋，搜尋的過程

中，以最佳化BIC為目標。

10
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第第第四四四章章章 模模模擬擬擬資資資料料料分分分析析析

本章介紹大致模擬設計與流程，先利用R套件中的set.seed指令，模

擬100次，其中seed為1到100，變數個數為5資料筆數為1000，使用丘列

斯基(矩陣)分解(Cholesky decomposition)去生成解釋變數之間的相關係數

為0.25，並以非零係數只有一個的β生成反應變數y，其中β是以uniform(-

5,5)去生成， 以第一組β為例:

β = (−1.073693, 0.000000, 0.000000 ,0.000000, 0.000000)T

利用最小平方法(least squares method)求出估計參數解β̂，再根據(3.1)計

算tmax，給定範圍0～tmax下切割成20等分(t1, t2, ..., t20) 得到的由小到大t如

下

(0.1081288, 0.2162576, 0.3243864, 0.4325152, 0.5406439,

0.6487727, 0.7569015, 0.8650303, 0.9731591, 1.0812879, 1.1894167,

1.2975455, 1.4056743, 1.5138030, 1.6219318, 1.7300606, 1.8381894,

1.9463182, 2.0544470, 2.1625758)

從表4.1或4.2來看，當AIC(或BIC)最較小的情況下，使用此方法將所有

的變數都選取，沒有達到壓縮的效果，也發現到些微的t值會影響最佳選

取變數，所以改良搜尋t值的方法，期望能夠找到最佳選取變數。 利用先

前所找到t值(記作tAIC)，從0～tAIC這個範圍下，尋找1000個符合uniform

分配的值 再利用貝式訊息準則(bayesian information criterion ;簡稱BIC)，

去搜尋最小BIC的情況下，最佳選取變數，與所對應的t1值，若最佳選

11
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取變數完全符合生成β，則停止，若未搜尋到，則繼續將t的範圍縮小，

從t1值 tAIC當中，再尋找100個符合uniform分配，利用BIC方法找到最佳選

取變數。

決定好最終選取變數後，利用一些指標來評估變數選取的效果，錯

誤發現率(false discovery rate ;簡稱FDR)，最早是由1995年 Benjamini 和

Hochberg [1]提出。 在假設檢定中，若R為拒絕虛無假設的次數，V為R次

中錯誤拒絕虛無假設的次數，則

FDR =
V

R
=

V

V + S

其中S = R − V . 換句話說，V為選上的變數中不該被選上個數，S為為選

上的變數中該被選上個數，如果FDR越低，表示選出來的變數越準確，利

用此準則判別並比較一般LASSO估計法與廣義LASSO估計法哪個FDR的值

相對較小。

根據表4.3，給定g(β) = t − ‖β‖1 ≥ 0的情況下，模擬100次，觀察

到完全正確選取的有27個，多選一個變數的有41個，多選兩個變數的

有12個，多選三個變數的有4個，全部變數都有選取的有16個，而在給

定g(β) = t − ∑
j 6=k |βj| + 2|βk| ≥ 0, k = 1, .., 5的情況下，模擬100次，觀

察到完全正確選取的有27個，多選一個變數的有41個，多選兩個變數的

有12個，多選三個變數的有4個，全部變數都有選取的有16個，從結果來

看，認為將變數全部選取並沒有做到壓縮變數的效果，且錯誤發現率過

高，因此將錯誤發生率為0.8的資料整理並列出來。

根據模擬結果在 λ = 1的情況下，共有16次模擬無法有效壓縮變數，

在λ = 2的情況下，共有18次模擬無法有效壓縮變數。 而λ = 2較λ = 1多了

第12次以及第92次，因此將這兩次模擬結果整理出來並加以討論。

在第12次模擬下隨機生成的β為 (0, 0,−1.282145, 0, 0)T ,第三個變數係數

為-1.282145,其它變數係數為0.
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根據表4.4與4.5，兩個結果的BIC都非常小，在λ = 1的情況下，利

用LASSO估計法壓縮變數的效果不好，估計出來的非零變數比β多兩個，

但是在λ = 2的情況下，利用LASSO估計法無法有效的壓縮變數至0，且全

部的變數都被選進來。

從前面模擬結果可以得知，在100次模擬當中，λ = 1的情況下，共

有16次模擬無法有效壓縮變數，在λ = 2的情況下，共有18次模擬無法有

效壓縮變數，也藉由個別探討下，發現壓縮變數的效果並不是很優，根

據前一章，調整變數t的些微改變都會影響壓縮變數的效果，因此考慮

是否搜尋調整變數t的範圍過大，這節將第二次搜尋範圍t1值～tAIC更改

成tAIC − 0.1～tAIC，再尋找100個符合uniform分配，利用BIC方法找到最

佳選取變數。

若在t1下BIC小於利用tAIC所找得到BIC，則繼續將t的範圍縮小，考慮

到t值非常敏感，少許的變動會讓正確選取的變數被壓縮到非常小，所以

縮小搜尋範圍從tAIC − 0.1～tAIC當中，再尋找100個符合uniform分配，利

用BIC方法找到最佳選取變數。

根據表4.6，給定

g(β) = t− 1‖β‖1 ≥ 0

的情況下，模擬100次，觀察到完全正確選取的有30個，多選一個變數的

有52個，多選兩個變數的有14個，多選三個變數的有3個，全部變數都有選

取的有1個，而在給定

g(β) = t−
∑
j 6=k

1|βj|+ 2|βk| ≥ 0, k = 1, ..., 5

的情況下，模擬100次，觀察到完全正確選取的有21個，多選一個變數的

有43個，多選兩個變數的有32個，多選三個變數的有4個，全部變數都有選

13
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取的有0個，整體上來看，雖然完全選取正確的個數較先前的少，但是發生

全部變數都選取的次數降低了。
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t AIC 選取變數

0.1081288 89.03190 4 5

0.2162576 45.67945 2 4 5

0.3243864 80.74523 3

0.4325152 66.32058 3 4

0.5406439 32.15956 2 3

0.6487727 14.50262 2 3 4 5

0.7569015 14.50262 2 3 4 5

0.8650303 14.50262 2 3 4 5

0.9731591 14.50262 2 3 4 5

1.0812879 -4572.92462 1 2 4

1.1894167 -4571.57988 1 2 3 4 5

1.2975455 -4571.57988 1 2 3 4 5

1.4056743 -4571.57988 1 2 3 4 5

1.5138030 -4571.57988 1 2 3 4 5

1.6219318 -4571.57988 1 2 3 4 5

1.7300606 -4571.57988 1 2 3 4 5

1.8381894 -4571.57988 1 2 3 4 5

1.9463182 -4571.57988 1 2 3 4 5

2.0544470 -4571.57988 1 2 3 4 5

2.1625758 -4571.57988 1 2 3 4 5

Table 4.1: 20個t之下，AIC選取變數的效果
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t BIC 選取變數

0.1081288 98.84741 4 5

0.2162576 60.40272 2 4 5

0.3243864 85.65299 3

0.4325152 76.13609 3 4

0.5406439 41.97507 2 3

0.6487727 34.13364 2 3 4 5

0.7569015 34.13364 2 3 4 5

0.8650303 34.13364 2 3 4 5

0.9731591 34.13364 2 3 4 5

1.0812879 -4558.20135 1 2 4

1.1894167 -4547.04110 1 2 3 4 5

1.2975455 -4547.04110 1 2 3 4 5

1.4056743 -4547.04110 1 2 3 4 5

1.5138030 -4547.04110 1 2 3 4 5

1.6219318 -4547.04110 1 2 3 4 5

1.7300606 -4547.04110 1 2 3 4 5

1.8381894 -4547.04110 1 2 3 4 5

1.9463182 -4547.04110 1 2 3 4 5

2.0544470 -4547.04110 1 2 3 4 5

2.1625758 -4547.04110 1 2 3 4 5

Table 4.2: 20個t之下，BIC選取變數的效果
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錯誤發現率 0 0.5 0.6667 0.75 0.8

λ = 1 27 41 12 4 16

λ = 2 15 32 29 6 18

Table 4.3: λ = 1與λ = 2的錯誤發現率比較

t BIC

λ = 1 1.284531 -4596.549

λ = 2 5.166944 -4574.735

Table 4.4: 第12次模擬下，λ = 1與λ = 2的t值和BIC比較

β̂BIC 選取變數

λ = 1 (6.448665× 10−4, 0.0000,−1.28453, 1.246843× 10−20,−3.423758× 10−19) 1 3

λ = 2 (0.003952887, 0.002569006,−1.283206083,−0.004866681,−0.0005671146) 1 2 3 4 5

Table 4.5: 第12次模擬下，λ = 1與λ = 2的β̂和選取變數比較

錯誤發現率 0 0.5 0.6667 0.75 0.8

λ = 1 30 52 14 3 1

λ = 2 21 43 32 4 0

Table 4.6: 改良搜尋方法下，λ = 1與λ = 2的錯誤發現率比較

17



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

第第第五五五章章章 結結結論論論與與與建建建議議議

本研究方法所得到的結果與預期的結果有些落差，在此詳加分析可能造成

的影響，並進一步探討。

根據模擬的的結果，改良的搜尋方法能更精確找到對於反應變數有影響

的解釋變數，並能將影響不大的解釋變數壓縮至零，與之前的不同，先前

的搜尋方法容易受到些微t的影響而使得選取的變數與生成所給定的變數差

異大，λ的大小不同也影響著選取的變數，λ = 1相較於λ = 2，λ = 1不管

使用第一種還是改良搜尋方法，100次模擬的結果當中，錯誤發現率等於零

的情況都皆小於λ = 2.
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