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 摘要摘要摘要摘要        本研究以「雙排單向道」停車為研究基礎，並針對兩種不同停車路線進行比較。分別是「只直走」及「只轉彎」。試著找出遞迴式來表達這兩種不同的停車路線，藉由遞迴式得出各狀況下的通式。最後再對「雙排停車道」中兩種停車路線進行比較，找出最佳組合的停車方式及那一種方式能較快完成停車格找尋路線。  關鍵字關鍵字關鍵字關鍵字：：：：排列組合排列組合排列組合排列組合、、、、停車函數停車函數停車函數停車函數        1 1 1 1     前言前言前言前言        在停車場中尋找車位是件十分麻煩的事，尤其像是美國各種大型盛會，例如 MLB（美國職棒大聯盟），駕駛們常在目的地附近徘迴，只為了尋找一個位子，雖然停車場車位很多，但還是浪費了大量時間在尋找停車位，甚至錯過了精采的球賽，但這是否和停車場動線設計的好壞有關？由文獻[3]中發現了一個有趣的數學問題，文章中所提到的問題和駕駛們所面臨的停車問題十分類似，因此衍生出一系列的類似問題來探討。  研究目的研究目的研究目的研究目的：：：：        以數學模型表示「雙排單向」停車之二種規則並比較兩種「雙排單向」停車之成功停車數列多寡。  研究方法研究方法研究方法研究方法：：：：        遞迴法：觀察一停車規則的規律，並找出遞迴式及證明一般式，最後以程式模擬驗證。  

名詞解釋名詞解釋名詞解釋名詞解釋：：：：    停車數列停車數列停車數列停車數列     若一數列表示司機想停的車位則稱之。停車數列以
1 2 3 4 5

( , , , , )W W W W W 表示之，若第一位司機想停的車位編號為 3，則
1

3W = ，也就是說，
i

W 表示第 i 位司機想停的車位編號。     成功停車數列與失敗停車數列成功停車數列與失敗停車數列成功停車數列與失敗停車數列成功停車數列與失敗停車數列     若所有的司機皆停入此停車場，則此停車數列為一成功停車數列，反之則為一失敗停車數列。  「「「「單排單向單排單向單排單向單排單向」」」」停車道停車道停車道停車道     「單排單向」停車規則係停車函數在基本定義中假設的停車狀況。在一條道路的一側有停車位，司機只能一路往前開，不能回頭(單向道)，若到最後一個車位之後，還是停不到車位，就只能離開，如圖一。 
 圖圖圖圖一一一一：：：：單排單向停車道單排單向停車道單排單向停車道單排單向停車道        若單行道中有 n 個車位，並有 n 位司機想將他們的車子停入此巷中。車位編號依序由小到大依序編上 1 到 n 。如果某位司機想停的車位被停走，他將往前尋找最近的空車位並停入。若一位司機到最後仍無法找到車位，則被迫離開單行道。例如：假設 5n = ，假設現有兩數列

(1,5,1,3, 2)、(1, 5, 4, 4, 3) 為司機的喜好，第一個數列的所有司機都可以停得到車位；而第二
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個數列的第 4 位司機將停不到車位。     「「「「雙排單向雙排單向雙排單向雙排單向」」」」停車道停車道停車道停車道     雙排單向停車道係根據文獻[3][4][5]，並參考現實世界所設計。即一單行道兩側皆有車位，司機能選擇其中一排之車位並停入，如圖二。 
圖圖圖圖二二二二：：：：雙排單向停車道雙排單向停車道雙排單向停車道雙排單向停車道     停車順序停車順序停車順序停車順序 1.有 n 位司機以停車數列之順序進入有 n 個車位的單向道。 2.一停車數列

1 2 3 4
( , , , , , )

n
W W W W W� ，第 i 位司機停編號為

i
W 的車位。 3.若

i
W 車位是空的則停入；若

i
W 車位被占據了，則依照此規則繼續尋找車位。 4.若到單向道最後仍無法找到車位，則離開此停車道。  停車規則停車規則停車規則停車規則    「「「「只直走只直走只直走只直走」」」」規則規則規則規則    1.若欲停車位為空格即停入。 2.若欲停車位遭佔據則繼續向前向前向前向前尋找最近空車位。 3.若皆無法找停到停車位即離開此停車道。 4.舉例： 7n = ，一個數列 (3, 2, 4, 3, 7,1, 4) ，第 1、2、3 位司機皆停到想停的車位，第 4 位司機在此狀況下前進到 5 號車位，第 5、6 位司機也停入想停的車位，第 7 位司機在此狀況下停到 6 號車位。     「「「「只轉彎只轉彎只轉彎只轉彎」」」」規則規則規則規則 1.若欲停車位為空格即停入。 

2.若欲停之車位遭佔據則轉向另一車道轉向另一車道轉向另一車道轉向另一車道尋找最近空車位。 3.若轉向後若無法找到車位即離開此停車道。 4.舉例： 5n = ，一個數列 (3,1,1, 4,5)，第 1、2 位司機停到自己想要的車位，第 3 位司機在此狀況下只能轉向到 2，其餘司機皆停到自己想停的車位。  符號定義符號定義符號定義符號定義    
n：代表司機數，在本次研究中也代表車位數。當 0n = 時，成功數列個數定義為1。

n
P ：表示

n 個司機在單排停車狀況下的成功數列個數，公式為 1
( 1)

n
n

−
+  [3] 。r：表示 L 排的車位個數，即 1

2

n
r

+ 
=   

。
k

R ：由{2 1, 2 }k k− 組成的集合，如下圖三。  
圖圖圖圖三三三三：：：：1, 21, 21, 21, 2 屬於屬於屬於屬於

1R         
'R ：設一個停車數列為 1 2 3

( , , , , )
n

a a a a� ，則
'R 數 列 為 1 2 3

( , , , , )
n

b b b b� ， 其 中
1

2

i

i

a
b

+ 
=   

。 k
F ： 'R 數列中 k 的個數，且

1

r

k

k

F n

=

=∑ 。例如一 'R 數列為 (1, 2, 2, 2) ，則
1 2

1, 3F F= = 。舉例來說， 7n = 之停車數列：
(1,3,3,7,5, 4, 2) ， 1. 4r =  2. ' (1, 2, 2, 4,3, 2,1)R =  3. 

1 2 3 4
2 , 3 , 1 , 1F F F F= = = =   
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「「「「只直走只直走只直走只直走」」」」規則分析規則分析規則分析規則分析    成功停車數列個數 命題 1：在「只直走」的情況下，成功停車數列個數為 1 ( ) 1 !
( 1) (( ) 1)

!( )!

r n r n
r n r

r n r

− − −
+ − +

−
， 其中 n為司機數(停車位數)， 1

2

n
r

+ 
=   

。  命題 1論證 
L 排和 R 排個別可視為一個「單排單向停車」，所以若任一排出現失敗的情況，在「只直走」停車規則必定失敗。由上述推論且此二數列互為獨立，所以依照乘法原理將其相乘，得

1 ( ) 1
( 1) (( ) 1)

r n r
r n r

− − −
+ − + �○1 設 L 排有 r 個車位，則 R 排有 ( )n r− 個車位。 若 1 2 3
( , , , , )

n
a a a a� 為一成功數列，則必有 r個
i

a 在 L 排， ( )n r− 個
i

a 在 R 排。其分配方法為 !

!( )!

n

r n r−
�○2 。將○1○2 相乘，可得成功停 車 數 列 的 個 數 為

1 ( ) 1 !
( 1) (( ) 1)

!( )!

r n r n
r n r

r n r

− − −
+ − +

−
 。由程式模擬結果，與「只直走」狀況一般式相同。  「「「「只轉彎只轉彎只轉彎只轉彎」」」」規則分析規則分析規則分析規則分析    成功停車數列個數 命題 2：在「只轉彎」狀況下，成功停車數列個數等於 !2

n r
n

− ，其中 n為司機數(停車位數)。  命題 2論證 我們將偶數情況和奇數情況分開討論：當 n 為偶數時：在此狀況下，我們發現到其中的遞迴關係式如下，其中
n

A 為 n位司機在「只轉彎」狀況下成功的停車數列個數，於此定義

0
1A = 。 2

2( 1)( 2)
n n

A A n n
+

= × + + 。 遞迴式推導： 設一個成功停車數列 1 2 3
( , , , , )

n
a a a a� ，其 'R數 列 經 由 小 到 大 排 序 後 得

(1,1, 2, 2,3,3, , 1, 1, , )r r r r− −� 。並於上 'R數列中插入兩個 ( 1)r + ，成為另一成功 ( 2)n +停車數列 1 2 3 2
( , , , , )

n
a a a a

+
� 的新 'R 數列。 其中原 'R 數列每一個數字之間共有 ( 1)n + 的間隔可以插入兩個 ( 1)r + ，所以排列數為

2

2

n

n
A C

+
× ，最後將 'R 數列轉成停車數列，即乘上 2

2 ，得 
2 2

2
2

n

n
A C

+
× ×

2( 2)!
2

2! !
n

n
A

n

+
= × ×   

           2( 1)( 2)
n

A n n= × + +  由遞迴式推導一般式： 
2 4 6 n

A A A A× × × × =�  
2

0 2 4 2 2 !

n

n
A A A A n

−
× × × × × ×�  

22 !

n

n
A n= ×  一般式證明： 當 2n = 時， 2

2
2

2 2 ! 4A = × = 成立。 4n = 時，
4

2
4

2 4 ! 96A = × = 成 立 。 6n = 時 ，
6

2
2

2 6! 5760A = × = 成立。設當 2 ,n k k= ∈時成 立 ， 即 2

2
2

2 (2 )!

k

k
A k= × 成 立 ， 則 當

2( 1),n k k= + ∈時，即： 
2( 1) 2 2(2 1)(2 2)

k k
A A k k

+
= × + +  

2

22 (2 )! 2(2 1)(2 2)

k

k k k= × × + +  
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2( 1)

22 (2( 1))!

k

k

+

= × + 亦成立。又當 n 為偶數時，
2

n
r n r= = − ，得 !2

n r

n
A n

−
= 。 當 n 為奇數時：在此狀況下，我們發現到其中的遞迴關係式如下，其中
n

A 為 n個司機在「只轉 彎 」 狀 況 下 成 功 的 停 車 數 列 個 數 ：
2

2( 1)( 2)
n n

A A n n
+

= × + + 。 遞迴式推導： 設一成功停車數列 1 2 3
( , , , , )

n
a a a a� ，其 'R 數列 經 由 小 到 大 排 序 後 得

(1,1, 2, 2,3,3, , 1, 1, )r r r− −� 。於上 'R 數列中插入 r 和 ( 1)r + 各一個，成為另一成功
( 2)n + 停車數列 1 2 3 2

( , , , , )
n

a a a a
+

� 的新 'R數列。其中原 'R 數列每一個數字之間共有
( 1)n + 的間隔可以插入 r 和 ( 1)r + 各一個，所以排列數為 2

2

n

n
A C

+
× ，由於原 'R 數列中的 r轉換成停車數列有兩種可能，乘上 2，最後 r 和

( 1)r + 可 調 換 ， 乘 上 2! ， 得
2 2

2 2
n

n
A C

+
× ×

2( 2)!
2

2! !
n

n
A

n

+
= × ×  

2( 1)( 2)
n

A n n= × + +   由遞迴式推導一般式： 
3 5 7 n

A A A A× × × × =�
1 3 5

A A A× × ×  

 

3
1

2
2

2 !

n

n
A n

−
+

−
× × ×�

1

22 !

n

n
A n

−

= ×  一般式證明： 當 3n = 時， 3 1

2
3

2 3! 12A

−

= × = 成立。 5n =時， 5 1

2
5

2 5! 480A

−

= × = 成立。 7n = 時，
7 1

2
7

2 7! 40320A

−

= × = 成立。 

設 當 2 1,n k k= + ∈Z 時 成 立 ， 即 ：
(2 1) 1

2
2 1

2 (2 1)!

k

k
A k

+ −

+
= × + 成 立 ， 則 當

2 3,n k k= + ∈Z 時 ， 即 ：
2 3 2 +1 2[(2 1) 1][(2 1) 2]

k k
A A k k

+
= × + + + +  

(2 1) 1

22 (2 1)! 2(2 2)(2 3)

k

k k k

+ −

= × + × + +  

(2 3) 1

22 (2 3)!

k

k

+ −

= × + 亦成立。又當 n 為奇數時， 1 1
,

2 2

n n
r n r

+ −
= − = ，得 !2

n r

n
A n

−
= 。 依據程式模擬結果，與「只轉彎」狀況一般式相同。因此「只直走」規則與「只轉彎」規則比較，可由一般式的迭代圖表(如圖四)來比較。  

圖圖圖圖四四四四：「：「：「：「只直走只直走只直走只直走」」」」狀況與狀況與狀況與狀況與「「「「只轉彎只轉彎只轉彎只轉彎」」」」狀況比較狀況比較狀況比較狀況比較        在圖四中我們發現到當 n越大時「只直走」規則與「只轉彎」規則的成功個數差距也越大，推斷直走較有可能停到車位，但離原本的目的地將可能差距更大。透過代數證明，可得出命題 3。  命題 3：若 n為司機數(停車位數)，則當 6n >時，「只直走」狀況之成功個數恆大於「只轉彎」狀 況 之 成 功 個 數 。 亦 即
1 ( ) 1 !

( 1) (( ) 1) !2 , 6
!( )!

r n r n rn
r n r n n

r n r

− − − −
+ − + > >

−
  (E1)  命題 3論證 將此分為兩個部分： 
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當 n 為偶數：令 2n k= ， k ∈Z，若 6n > ，則 3k > ， 則 式 (E1) 即 ( ) ( )
1 1

1 1
k k

k k
− −

+ × +  
2

1
2

( !)

k

k
× > 根據文獻[2]補充題 2-(iii)：

1
! ( ) , 2

2

nn
n n

+
< ∀ ≥ ，可得：( ) ( )

1 1

2

1 1

( ! )

k k

k k

k

− −
+ +

>
 

( ) ( )
1 1

2 2 2 2

2 2
2

1 1 2 ( 1) 2

1 ( 1) ( 1)
( )

2

k k
k k k

k
k

k k k

k k k

− −
−+ + +

= =
+ + +

。由數學歸納法證明得知 2
2 ( 1) , 6

n
n n> + ∀ ≥ ，上式可推得： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2
2

1 1 1 1

1( !)
( )

2

k k k k

k

k k k k

kk

− − − −
+ + + +

>
+

 
2 2 2 2

2 2

2 ( 1) 2

( 1) ( 1)

k k k

k

k

k k

−
+

= =
+ +

2

2

2 ( 1)
2

( 1)

k

kk

k

+
> =

+
 

3k > ，又 n 為偶數，k帶入 4： 
( ) ( )

4 1 4 1

4

2

4 1 4 1
2

( 4 !)

− −
+ +

>
得 8n ≥ ( 6n = 不合)。 當 n 為 奇 數 ： 令 1 1

, 1
2 2

n n
a b a

+ −
= = = +  

, a b n+ = 則 式 (E1) ( ) ( )
1 1

1 1
a b

a b
− −

+ × +  
1

2
! !

b

a b
× > 根 據 文 獻 [2]補題 2-(iii) ：

1
! ( ) , 2

2

nn
n n

+
< ∀ ≥ ，得： 

1 1 1
( 1) ( 1)

! !

a b
a b

a b

− −
+ +  

1 1 1
( 1) ( 1)

1 1
( ) ( )

2 2

a b

a b

a b
a b

− −
> + +

+ +

 

2 2 2

( 1)( 1) ( 1)( 1)

a b n

a b a b

×
= =

+ + + +

 欲證明 2
2

( 1)( 1)

n

b

a b
>

+ +
。 

將上式整理：2
( 1)( 1) 2 ( 1)

2

n

a

b
a b a a> + + ⇔ > + 當

5a = ( 9n = ) 時 成 立 ， 即
5

2 32 5(5 1) 30= > + = 。 設 a k= 時成立，即 2 ( 1)
k

k k> + 成立則當
1a k= + 時： 1

2 ( 1)( 2 )
k

k k
+

− + + >  
2 ( 1) ( 1)( 2)k k k k+ − + +

2
2k k= − −  

21 9
( ) 0( 5)

2 4
k k= − − > ≥ ( )( )1

2 1 2
k

k k
+

∴ > + +  亦成立。由數學歸納法知 2 ( 1), 5
a

a a a> + ≥  (即 9n ≥ )成立。 根據上論證得： 1 1 1
( 1 ) ( 1)

! !

a b
a b

a b

− −
+ + >  

1 1 1
( 1) ( 1)

1 1
( ) ( )

2 2

a b

a b

a b
a b

− −
+ +

+ +
 

2 2 2
2

( 1)( 1) ( 1)( 1)

a b n

b

a b a b

×
= = >

+ + + + 
n 為奇數： 7, 4, 3n a b= = = 代入： 

4 1 3 1 7!
(4 1) (3 1)

4!3!

− −
+ + 3

70000 7!2 40320= > =  亦成立，得 6n ≥ ( 5n = 不合)。由論證 1 及 2得知：「當 6n > 時，「只直走」狀況之成功個數恆大於「只轉彎」狀況之個數」為真。     結論結論結論結論    由命題命題命題命題 1111知，「只直走」規則成功停車數列之數量為 1 ( ) 1 !
( 1) (( ) 1)

!( )!

r n r n
r n r

r n r

− − −
+ − +

−
。 由命題命題命題命題 2222 可知，「只轉彎」規則成功停車數列之數量為 !2

n r
n

− 。 由命題命題命題命題 3333 得知，當 6n > 時，「只直走」規則之成功個數恆大於「只轉彎」狀況之個數。 綜合上述得知：將停車路線規劃為「只直走」規則較佳。  
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