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摘要 

為了提供債券交易實務之需求，一方面，給予債券交易者債券之公平價格

作為與對手交易之參考；二方面，滿足 2018 年正式適用於台灣的會計準則 IFRS 

9 之要求，其對於金融資產公允價格之需求。因此，本篇論文參考 Longstaff and 

Schwartz（2001）所提出的最小平方蒙地卡羅法（Least-Squares Monte-Carlo 

Pricing Method）、Cox, Ross and Rubinstein （1979）提出的二元樹模型（Binomial 

Model）和 Hull and White（1994a）提出的 Hull and White（1990） model 下之

利率三元樹展開方法，所建置的最小平方蒙地卡羅法與三元樹兩種零息可贖回

債券評價方法。而於實證分析的部分，除了將估計結果進行敏感度分析外，更

進一步與台灣證券櫃檯買賣中心所公告的美元計價零息可贖回債券的理論價作

比較，比較結果，最小平方蒙地卡羅法與其之估計差小於 2%，而三元樹法與

其之估計差則小於 4%，而就模型比較之角度，最小平方蒙地卡羅法在評價外

幣計價的零息可贖回債券的延伸性與擴充性較佳，且更貼近台灣的會計實務需

求。 

 

 

關鍵詞：零息可贖回債券、最小平方蒙地卡羅法、三元樹、Hull and White model 
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Abstract 

For the bonds’ traders, they don’t have the reasonable right price to refer when they 

want to make a deal with their counterparts. Also to provide fair price of the 

company’s holding financial assets to let them follow the accounting criterions in  

IFRS 9 . So to fulfill all the requirements, this thesis builds two pricing models of zero 

callable bonds, according to three references, including the way called Least-Squares 

Monte-Carlo Pricing Method which is published by Longstaff and Schwartz（2001）, 

the Binomial Model which is published by Cox, Ross and Rubinstein （1979）, and the 

construction method of trinomial tree which is published by Hull and White（1994a）. 

And in empirical analysis, I not only discuss about the sensitivity of some parameters, 

but also compare the gap between the results that get from different methods and add 

the theoretical price that is offered on the website of Taipei Exchange to be the other 

comparison. In conclusion, the gaps between Least-Squares Monte-Carlo Pricing 

Method and the theoretical price are smaller than 2%. And the gaps between the 

second method and theoretical price are smaller than 4%. But in the aspect of the 

expandability of pricing method, the Least-Squares Monte-Carlo pricing method that I 

derived will be more flexible model for pricing the zero callable bonds. 

Keywords：Zero Callable Bonds；Least-Squares Monte-Carlo Pricing Method；

Trinomial Tree；Hull and White Model. 

https://en.wikipedia.org/wiki/John_Carrington_Cox
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https://en.wikipedia.org/wiki/Mark_Rubinstein
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第一章  緒論 

    根據金融監督管理委員會證券期貨局所公布的債券發行概況資訊，其中記

錄了政府債券、金融債券、受益證券、公司債、外國債券與國際債券的發行數

與淨額之月資料，由於國際債券的淨額是使用美元為計價單位來呈現，因此，

利用中央銀行所公告的新台幣對美元銀行間成交之收盤匯率的資料，將其轉換

為新台幣計價單位，便可繪製出圖 1-1，由於目前資料僅提供至 2018 年 4 月，

因此，2018 年的國際債券占固定收益商品發行淨額統計，圖 1-1 以 2018 年 4

月的資料作代表。 

 

圖 1-1：台灣國際債券發行淨額占比 

    從圖 1-1，可觀察到國際債券在固定收益商品發行淨額統計的占比在 2014

年劇增，從 2013 年的 8.93%突增至 2014 年的 18.47%，主因為 2014 年於保險

法第 146 條之 4 條文增列「保險業投資於國內證券市場上市或上櫃買賣之外幣

計價股權或債權憑證之投資金額，不計入其國外投資限額」，法令的修改，為了

增加保險業資金運用的彈性度，並考量提升台灣市場的投資效率與國內資本市

場發展，使得國際債券發行量大幅增加。不過在那之前，於 2013 年，國際債券
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的發行量已有小幅度的提升，從 2012 年的 0.75%占比增至 2013 年的 8.93%占

比，而從圖 1-2 中，也可清楚地觀察到國際債券發行的檔數從 3 檔增加到 15 檔，

淨額也從 8 億美元增至 20 億美元，淨值近乎翻至 2.5 倍，其原因有二，第一，

債券投資人分級管理並簡化發行流程；第二，則為開放陸資來台發行寶島債。 

 

圖 1-2：台灣國際債券發行狀況 

    另外，根據櫃檯買賣中心所公告的專業版上的國際債券發行資料，從圖 1-3

中，能觀察到於 2018/06/14 所發行的國際債券數總額為 549 檔，其中，117 檔

為無贖回條件的債券，65 檔為有付息的債券，剩餘的 367 檔為可贖回的零息債

券，即為本篇論文所探討的對象，占總發行國際債券的約 67%，而其債券之計

價幣別包括了美金、澳幣、人民幣與南非幣，於 2016/06/14 時，分別有 362、3、

1、1 檔債券數，從圓餅圖中可了解到美元計價的零息可贖回債券為台灣所發行

的國際債券中最大宗的商品類別。 

    由於債券的交易主要以證券商營業處所議價，且交易量與其他金融商品相

2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
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比較低，特別是富有贖回條件之債券商品，市場缺乏較為合理的公平價格，作

為與交易對手議價的參考。此外，於 2014 年國際會計準則理事會（IASB）所

發布的 IFRS 9，相關於金融工具之資產分類、評價與減損方式皆有所變動，且

台灣也於 2018 年元月開始，適用於該會計準則，因此，各式金融資產之公允價

值對於企業在會計上之提列極為重要，特別是較為複雜之金融工具更是如此，

此外，台灣的會計準則仍多以台幣為計價單位，使得在獲得受外幣計價、外國

利率影響之金融商品的理論價格，較存在探討之空間，因為此類型商品價格所

受之影響因子較多，導致評價更為複雜許多。而零息可贖回債券，此類債券可

將其視為一般債券與百慕達式選擇權的組合，由於在買賣債券的當下並無法得

知在商品期間中所交易的債券是否會被發行人提前贖回，因此，在評價上，必

須進一步對未來的利率等影響因子作模擬，方能推估出商品之理論價格。目前，

於 2017 年年底開始，櫃檯買賣中心提供美元計價零息可贖回國際債券的理論價

格予投資人評估之用，由於其目前僅提供美元計價的理論價格，台灣的會計報

帳多以台幣作為基準，因此，此篇論文將探討他種評價方法，並考慮其自債券

商品計價幣別轉換為台幣之可行性與合理性。 

     

圖 1-3：2018/06/14 國際債券專業版商品類別發行狀況 

非可贖回, 

117

非零息債, 65
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2018/06/14國際債券專業版
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第二章  文獻回顧 

第一節  可贖回債券評價 

    首先，參考了 Jarrow, Li, Liu, and Wu（2006）、Jiang（2011）與 Hua, Chou, 

and Wang（2009）等人對於可贖回債券的評價研究，多偏向於使用數值方法來

解決可贖回債券無封閉解的情況。Jarrow, Li, Liu, and Wu（2006）提出延伸 Duffie 

and Singleton（1999）所提出的評價法與贖回和違約之間的差異性結合的可贖

回公司債評價方法，主要利用縮減式（Reduced-Form Approach）模型試圖刻劃

出贖回的機率，實證結果表示，該論文所改良的方法無論是樣本內外的表現皆

比傳統評價法好。 

    Jiang（2011）利用 Vasicek（1977）與 Cox, Ingersoll, and Ross（1985b）所

提出的短利模型，欲對可贖回零息債券作評價，而評價方式採用有限差分法

（Finite Difference Methods），並利用選擇權特性推得零息歐式可贖回債券

（Zero-Coupon European Callable Bonds）的解析解，此外，實證結果發現，使

用 Vasicek model 債券價格下降速度較使用 Cox-Ingersoll-Ross（CIR） model

快，且由於實際利率很低，因此 Cox-Ingersoll-Ross（CIR）model 比 Vasicek model

佳。 

    Hua, Chou, and Wang（2009）建立一個三維度模型用來評價有違約風險的

可贖回債券，因此，評價模型考量的因子包括隨機變動的利率、隨機的違約風

險、贖回條款，其中，隨機變動的利率與隨機的違約風險是使用雙根的擴散過

程（Square-Root Diffusion Process），而贖回條款則採用有限差分法（Finite 

Difference Methods），且實證結果顯示此模型可充分運用在評價此類商品。 



DOI:10.6814/THE.NCCU.MB.028.2018.F06 

‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

5 

 

第二節  最小平方蒙地卡羅法 

    本篇論文選定用來評價零息可贖回債券的其中一個方法最小平方蒙地卡羅

法，即為參考由 Longstaff and Schwartz（2001）提出的最小平方蒙地卡羅法

（Least-Squares Monte-Carlo Pricing Method），論文中，先使用美式賣權作為方

法之說明對象，方法的核心為利用線性迴歸方程式作為繼續持有的條件期望值，

並將其與提前履約的價值作比較，來決定繼續持有或是提前履約，從商品到期

日由後往前推回評價日。此評價方法，除了可利用於路徑相依的商品類別，更

能使用在多因子的商品，在文末，還對標的資產擁有跳躍擴散特性之選擇權及

可取消型指數攤銷利率交換（Cancelable Index Amortizing Swaps）作為實證對

象。 

    Sun（2015）由於 Basel III 的發布，該論文加入信用風險，將其視為真實

測度下做處理，加入此參考因子嘗試延伸與優化 Longstaff and Schwartz（2001）

所提出的最小平方蒙地卡羅法（Least-Squares Monte-Carlo Pricing Method），且

將美式選擇權與界線選擇權作為其實證研究之對象。 

  陳文琦（2016）引用 Cox-Ingersoll-Ross（CIR）model 當作短利模型，並運

用 Longstaff and Schwartz (2001)提出的最小平方蒙地卡羅模擬法（Least-Squares 

Monte-Carlo Pricing Method）評價零息可贖回債券，並進一步對其作敏感度分

析與風險量化評估。而陳子謙、黎致平（2017）同樣採用 Longstaff and Schwartz 

(2001)提出的最小平方蒙地卡羅模擬法（Least-Squares Monte-Carlo Pricing 

Method）評價零息可贖回債券，不過在短利模型的選取上，運用 Hull and White

（1990）model，而本篇論文用來比較之最小平方蒙地卡羅法，即參考該篇論文

所提及之方法。 

 

 

https://ndltd.ncl.edu.tw/cgi-bin/gs32/gsweb.cgi/ccd=uYM0fj/search?q=auc=%22%E9%99%B3%E6%96%87%E7%90%A6%22.&searchmode=basic
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第三節  三元樹 

本篇論文選定用來評價零息可贖回債券的另一個方法，即為三元樹，且選

定短利模型為 Hull and White（1990）所提出的 Hull and White（1990）model，

因此，參考了以下文獻。在 Hull and White（1994a）這篇論文中，首先，進一

步改良 Hull and White（1993）所提出的建置方式，建立短利之長期平均水準為

0 的三元樹，並將三元樹的展開分支根據限制條件設立上下界，因此，將利率

推延到下期會因為是否觸及到所設定的分支上下界而有不同的機率計算公式，

第二步，利用市場的利率資訊，對長期平均水準作調整，產生更貼近市場實際

情況的歪斜三元樹，最後，作者更提及此三元樹的展開方式，也能運用在 Black 

and Karasinski（1991）model 等其他模型。 

    Hull and White（1994b）延伸 Hull and White（1994a）所提出的單因子的

三元樹模型展開方法，提出了雙因子的三元樹展開方法，利用兩種切入點，第

一種，先展開兩個國家的短利在個別風險中立測度下的三元樹，再利用機率的

調整產生兩者間的相關性，而調整方式會依據相關性正或負有所差異；第二種，

則是直接產生一個雙因子的模型，運用 Hull and White（1994a）單因子模型的

利率三元樹展開方式。 

    蘇立人（2017）運用 Hull and White（1994a）所提出的短利模型建置利率

樹，且利用利率交換選擇權（Swaption）的隱含波動度來試圖逼近市場價格與

模型價格，便能估算出 Hull and White（1990）model 的均數復歸與短利波動度，

最後，在實證的部分對其評價結果之合理性做進一步評估。而本篇論文，採用

不同的參數估計方式，已獲得κ與𝜎。 

 

https://ir.nctu.edu.tw/browse?type=author&value=%E8%98%87%E7%AB%8B%E4%BA%BA
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第四節  其他 

    在評價前，需選定欲使用之短利模型，參考了 Vasicek（1977）與 Hull and 

White（1990）所提出的模型。Vasicek（1977）對短利提出的利率模型，模型

有三個前提假設，包括短利符合擴散過程（Diffusion Process）、零息債券價格

僅受期間內的即期利率影響、市場是有效率的。其中，更提到短利的長期平均

水準與短利的差距會與短利的波動度成一定的比例關係。 

    Hull and White（1990）參考Vasicek（1977）與Cox, Ingersoll, and Ross（1985b）

所提出的短利模型，並將其延伸，對模型中的短利長期平均水準從常數改為隨

時間變動之變數，並利用上述之利率模型評價債券選擇權（Bond Options），比

較結果，發現由 Vasicek（1977）所延伸的方法的準確性佳，且模型的擴充性也

不錯。但由於 Hull and White（1990）model 中的短利長期平均水準，相較於

Vasicek（1977）model 會隨著時間做調整，在評價商品期間多為 20-30 年期的

零息可贖回債券，將較為貼近市場。 

    接下來，在評價過程中將考量零息可贖回債券的違約風險，而著名的相關

的模型，便有結構式模型（Structural-Form Model）與縮減式模型（Reduced-Form 

Model）。Merton (1974)以 Black and Scholes (1973)選擇權定價理論為根本，發

展出評價公司債務的模型，並應用到考量違約風險的情況下，用來評價可贖回

的債券。另外，Chamber and Lu (2007)利用二元樹模型來評價可轉換公司債，

參考因子包括利率、公司股價以及違約風險，其中，變數中所引用的模型分別

為 Ho-Lee（1986）lognormal model、Cox-Ross-Rubinstein（CRR）model 與 Jarrow 

and Turnbull (1995)的縮減式模型（Reduced-Form Model），而利率和公司股價之

間的相關性假設則參考 Hull and White（2003），而所使用的縮減式模型

（Reduced-Form Model）的概念是利用無擔保債券與有擔保債券的信用利差推
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得隱含的違約機率，該篇論文的實證結果顯示利率和公司股價之間的相關性假

設是必要的在評價可轉換公司債上。 

    Milanov, Kounchev, Fabozzi, Kim, and Rachev（2013）運用二元樹模型對可

轉換債券作評價，且考量違約機率，其中，運用了縮減式（Reduced-Form）違

約模型與合成式（Synthesis）違約模型，所使用的模型在連續時間空間下收斂

為 Ayache, Forsyth, and Vetzal（2003）所提出的違約模型，不過實證層面上，對

轉換機率、二元樹的展開做更詳細的探討。 
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第三章  理論說明 

本章將介紹本篇論文用來評價零息可贖回債券的方法，包括最小平方蒙地

卡羅法，以及 Hull and White model 下的三元樹，在詳細的商品定價說明前，將

先對國內利率與違約強度等因子做模型上的假設。 

第一節  模型假設 

這部分為所選定之影響零息可贖回債券定價的因子，作模型的選定與假設，

以利本章的第二節與第三節的商品評價方法使用。 

一、國外利率 

    考 慮 一 個 過 濾 的 機 率 空 間 （ Filtered Probability Space ）， 記 作

{Ω, ℱ, 𝒬, {ℱ(𝑡)}𝑡=0
𝑇 }，由標準布朗運動𝑊𝒬(𝑡) ∼ Normal(0, 𝑡)所產生。其中，Ω為

所有可能結果的集合，ℱ為Ω 的子集的 𝜎-field，𝒬為國外風險中立機率測度，

{ℱ(𝑡)}𝑡=0
𝑇 為標準布朗運動在時間點t所產生的一數列之資訊集合。依據上述前提，

在國外風險中立測度下，國外短期利率服從Hull and White（1990）model的公式

如下： 

𝑑𝑟(𝑡) = 𝜅[𝜃(𝑡) − 𝑟(𝑡)]𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝒬(𝑡),              （3.1） 

其中κ為復歸速度，即為短期利率偏離長期平均水準𝜃(𝑡)時，被拉回的力道；𝜃(𝑡)

為短利在時間點t的長期平均水準，即為與Vasicek（1977）model有別之處；𝜎為

短利的瞬間波動度。 

在給定資訊集合ℱ(𝑡)，且假設𝑞 > 𝑡、𝑌[𝑡, 𝑟(𝑡)] = 𝑟(𝑡)𝑒𝜅𝑡。利用Itô’s lemma
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將𝑌[𝑡, 𝑟(𝑡)]展開如下： 

𝑑𝑌[𝑡, 𝑟(𝑡)] = 𝜅𝑟(𝑡)𝑒𝜅𝑡𝑑𝑡 + 𝑒𝜅𝑡𝑑𝑟(𝑡) = 𝜅𝜃(𝑡)𝑒𝜅𝑡𝑑𝑡 + 𝑒𝜅𝑡𝜎𝑑𝑊𝒬(𝑡)   （3.2） 

接下來，（3.2）式左右同時取積分介於(𝑡, 𝑇)間，整理後便得短利連續型的變化公

式。            

𝑟(𝑞) = 𝑟(𝑡)𝑒−𝜅(𝑞−𝑡) + 𝜅 ∫ 𝜃(𝑢)𝑒−𝜅(𝑞−𝑢)𝑑𝑢
𝑞

𝑡
+ 𝜎 ∫ 𝑒−𝜅(𝑞−𝑢)𝑑𝑊𝒬(𝑢)

𝑞

𝑡
 （3.3） 

    下一步，將利用（3.3）式計算出零息債券的公式，並進一步運用推導過程

中所得之長期平均水準𝜃(𝑡)與瞬間遠期利率的關係，求得長期平均水準𝜃(𝑡)的計

算公式，以利實證作使用。至於Hull and White（1990）model公式中的復歸速度

𝜅與瞬間波動度𝜎的估算將於第四章第一節的參數估計中詳加敘述。 

    零息債券的公式計算過程，可分為兩個步驟，第一，利用（3.3）式，並根

據常態分配的相加性特質，可得𝑟(𝑡) ∼ Normal(E𝑡
𝒬[𝑟(𝑞)], Var𝑡

𝒬[𝑟(𝑞)])，其中

E𝑡
𝒬[𝑟(𝑞)]與Var𝑡

𝒬[𝑟(𝑞)]的計算如下： 

E𝑡
𝒬[𝑟(𝑞)] = E𝑡

𝒬[𝑟(𝑡)𝑒−𝜅(𝑞−𝑡) + 𝜅 ∫ 𝜃(𝑢)𝑒−𝜅(𝑞−𝑢)𝑑𝑢
𝑞

𝑡
+ 𝜎 ∫ 𝑒−𝜅(𝑞−𝑢)𝑑𝑊𝒬(𝑢)

𝑞

𝑡
]    

= 𝑟(𝑡)𝑒−𝜅(𝑞−𝑡) + 𝜅 ∫ 𝜃(𝑢)𝑒−𝜅(𝑞−𝑢)𝑑𝑢
𝑞

𝑡
                    （3.4） 

Var𝑡
𝒬[𝑟(𝑞)] = Var𝑡

𝒬[𝑟(𝑡)𝑒−𝜅(𝑞−𝑡) + 𝜅 ∫ 𝜃(𝑢)𝑒−𝜅(𝑞−𝑢)𝑑𝑢
𝑞

𝑡
+ 𝜎 ∫ 𝑒−𝜅(𝑞−𝑢)𝑑𝑊𝒬(𝑢)

𝑞

𝑡
]  

= Var𝑡
𝒬[𝜎 ∫ 𝑒−𝜅(𝑞−𝑢)𝑑𝑊𝒬(𝑢)

𝑞

𝑡
] = 𝜎2 ∫ 𝑒−2𝜅(𝑞−𝑢)𝑑𝑢

𝑞

𝑡
                

=
𝜎2[1−𝑒−2𝜅(𝑞−𝑡)]

2𝜅
                                       （3.5） 
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     第二，依據常態分配的動差母函數（即為𝐸(𝑒𝑡𝑥) = 𝑒𝑡𝐸
(𝑥)+

1

2
𝑉𝑎𝑟(𝑥)𝑡2）以及

Fubini's Theorem，再將（3.4）、（3.5）計算結果帶入，便可得初步的零息債券公

式。其中𝐵(𝑡, 𝑇) = [1 − 𝑒−𝜅(𝑇−𝑡)]/𝜅。 

𝑃(𝑡, 𝑇) = E𝑡
𝒬 {exp [−∫ 𝑟(𝑞)𝑑𝑞

𝑇

𝑡
]}                                     

= exp [E𝑡
𝒬 (−∫ 𝑟(𝑞)𝑑𝑞

𝑇

𝑡
) +

1

2
Var𝑡

𝒬(−∫ 𝑟(𝑞)𝑑𝑞
𝑇

𝑡
)] ∶= exp [𝑎 +

1

2
𝑏]    

𝑎 = E𝑡
𝒬 [−∫ 𝑟(𝑞)𝑑𝑞

𝑇

𝑡
] = −∫ [E𝑡

𝒬[𝑟(𝑞)]] 𝑑𝑞
𝑇

𝑡
                            

= −∫ [𝑟(𝑡)𝑒−𝜅(𝑞−𝑡) + 𝜅 ∫ 𝜃(𝑢)𝑒−𝜅(𝑞−𝑢)𝑑𝑢
𝑞

𝑡
]𝑑𝑞

𝑇

𝑡
                       

= −𝑟(𝑡)𝐵(𝑡, 𝑇) − 𝜅 ∫ 𝜃(𝑢)𝐵(𝑢, 𝑇)𝑑𝑢
𝑇

𝑡
                               

𝑏 = Var𝑡
𝒬 [−∫ 𝑟(𝑞)𝑑𝑞

𝑇

𝑡
] = Var𝑡

𝒬 [∫ 𝜎 ∫ 𝑒−𝜅(𝑞−𝑢)𝑑𝑊𝒬(𝑢)
𝑞

𝑡
𝑑𝑞

𝑇

𝑡
]             

= 𝜎2Var𝑡
𝒬 [∫

1−𝑒−𝜅(𝑇−𝑢)

𝜅
𝑑𝑊𝒬(𝑢)

𝑇

𝑡
] = 𝜎2 ∫ (

1−𝑒−𝜅(𝑇−𝑢)

𝜅
)
2

𝑑𝑢
𝑇

𝑡
              

=
𝜎2

2𝜅2
[2(𝑇 − 𝑡) − 2𝐵(𝑡, 𝑇) − 𝜅𝐵(𝑡, 𝑇)2]                              

∴ 𝑃(𝑡, 𝑇) = E𝑡
𝒬 {exp [−∫ 𝑟(𝑞)𝑑𝑞

𝑇

𝑡
]}                                    

 = exp [−𝑟(𝑡)𝐵(𝑡, 𝑇) − 𝜅 ∫ 𝜃(𝑢)𝐵(𝑢, 𝑇)𝑑𝑢
𝑇

𝑡
+

𝜎2

4𝜅2
[2(𝑇 − 𝑡) − 2𝐵(𝑡, 𝑇) − 𝜅𝐵(𝑡

, 𝑇)2]] （3.6） 
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    （3.6）式即為初步計算所得的零息債券公式，下一步將利用瞬間遠期利率

與零息債券的關係式，將長期平均水準𝜃(𝑡)替換掉，得最後的零息債券評價公式。

𝑓(0, 𝑡) = −
𝜕 ln𝑃(0,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑟(0)𝑒−𝜅𝑡 + 𝜅 ∫ 𝜃(𝑢)𝑒−𝜅(𝑡−𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0
−
𝜎2

2
𝐵(0, 𝑡)2                         

𝜃(𝑡) = 𝑓(0, 𝑡) +
1

𝜅

𝜕𝑓(0,𝑡)

𝜕𝑡
+
𝜎2[1−𝑒−2𝜅𝑡]

2𝜅2
                       

∴ 𝑃(𝑡, 𝑇) = E𝑡
𝒬 {exp [−∫ 𝑟(𝑞)𝑑𝑞

𝑇

𝑡
]} = exp[𝐴(𝑡, 𝑇) − 𝑟(𝑡)𝐵(𝑡, 𝑇)]        

其中 

𝐴(𝑡, 𝑇) = ln
𝑃(0, 𝑇)

𝑃(0, 𝑡)
+ 𝑓(0, 𝑡)𝐵(𝑡, 𝑇) −

𝜎2[1 − 𝑒−2𝜅𝑡]

4𝜅
𝐵(𝑡, 𝑇)2 

    在零息債券的推導過程中，獲得長期平均水準𝜃(𝑡)與瞬間遠期利率的關係式，

而又知道瞬間遠期利率與即期利率曲線的關係式如下： 

𝑓(0, 𝑡) = 𝑟(𝑡) + 𝑡
𝜕𝑟(𝑡)

𝜕𝑡
                     （3.7） 

    由於市場僅公布有限個到期期限的即期利率資訊，因此，無法滿足（3.7）

式微分之需求，且為了避免所得之遠期利率曲線有不平滑的現象，以及產生不合

理的數值，所以不採取有限差分法做近似的方式，而直接假設即期利率曲線服從

一組二次多項式，如（3.8）式，使得瞬間遠期利率與長期平均水準皆可獲得近

似值，計算與所得之結果分別呈現在（3.9）與（3.10）式中。 

𝑅𝑀(0, 𝑡) = 𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝛽2𝑡
2                 （3.8） 

𝑓𝑀(0, 𝑡𝑖) = 𝑅
𝑀(0, 𝑡𝑖) + 𝑡𝑖

𝜕𝑅𝑀(0,𝑡)

𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡𝑖

≈ 𝛽0 + 2𝛽1𝑡𝑖 + 3𝛽2𝑡𝑖
2   （3.9） 
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𝜃(𝑡𝑖) = 𝑓𝑀(0, 𝑡𝑖) +
1

𝜅

𝜕𝑓𝑀(0,𝑡)

𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡𝑖

+
𝜎2[1−𝑒−2𝜅𝑡𝑖]

2𝜅2
                      

≈ 𝛽0 +
2𝛽1

𝜅
+ 2(𝛽1 +

3𝛽2

𝜅
) 𝑡𝑖 + 3𝛽2𝑡𝑖

2 +
𝜎2[1−𝑒−2𝜅𝑡𝑖]

2𝜅2
      （3.10） 

二、違約強度 

常見的信用風險模型可分成兩大類，包括結構式模型（Structural-Form Model）

與縮減式模型（Reduced-Form Model）。由於後者，不受公司債務結構的影響，

因此，採用縮減式違約模型進行公司違約機率的表示。模型在給定ℱ(𝑡)的資訊集

合下，假設公司的違約強度為固定常數𝜆，即為信用利差，其中，𝜏為零息可贖回

債券第一次違約時點，以離散的形態呈現，於期間(𝑡, 𝑇]的條件違約機率表示為： 

𝒬𝑡(𝑡 < 𝜏 ≤ 𝑇) = 1{𝜏>𝑡} ⋅ (1 − 𝑒
−𝜆(𝑇−𝑡))            （3.11） 

 

第二節  最小平方蒙地卡羅法 

由於零息可贖回債券可拆解成一般債券與百慕達選擇權的組合，為了解決提

前履約等特殊的商品條件，因此，參考Longstaff and Schwartz (2001)所提出的最

小平方蒙地卡羅法(Least-Squares Monte-Carlo Pricing Method)與陳子謙、黎致平

（2017）所提出的評價方法。如何應用在附有贖回條件的零息債券的評價上，接

下來將拆解成六個步驟做詳細的說明。 

［步驟一］ 

    與Boyle（1977）所提出的蒙地卡羅法（Monte Carlo Simulation）的起初步
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驟相同，將欲估算的未來商品期間的觀察因子的路徑模擬出來。因此，此步驟將

在國外風險中立測度下，模擬國外利率走勢，即為商品計價幣別的該國利率走勢。

將（3.1）式以離散的方式表示，公式如下： 

𝑟(𝑡 + Δ) = 𝑟(𝑡) + 𝜅[𝜃(𝑡) − 𝑟(𝑡)]Δ + 𝜎√Δ휀𝑚(𝑡) 

其中，𝑚 = 1,2,⋯ ,𝑀；𝑀為路經模擬數；Δ為個別路徑的模擬間距，單位為年；

휀(𝑡)為標準常態分配中的隨機亂數。 

［步驟二］ 

  最小平方蒙地卡羅法(Least-Squares Monte-Carlo Pricing Method)為反向歸納

法（Backward Induction），因此，此處需先定義商品到期時的價值，即為可贖回

零息債券的期末價值，等同於發行人在到期時點須償還債券買方的本利和，計算

公式如下： 

𝑉𝑚(𝑇) = 𝐹0(1 + 𝐼𝑅)
𝑇 

其中，𝑚 = 1,2,⋯ ,𝑀；𝑇為商品到期時點，單位為年；𝐹0為本金；𝐼𝑅為債券的隱

含利率。 

［步驟三］ 

  依據贖回契約載明的贖回條款，當贖回時點為𝜏𝑐時，該時點的贖回價格計算

方式如下。一般情況下，在遇商品贖回時間時，當債券持有價值高於該時點的贖

回價格𝐶(𝜏𝑐)，對於發行商來說，贖回再重新發行新的債券，可降低融資成本。 

𝐶(𝜏𝑐) = 𝐹0 ⋅ (1 + 𝐼𝑅)
𝜏𝑐 
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［步驟四］ 

    而前一步驟所提及的債券持有價格，將利用反向歸納法（Backward Induction）

由時點𝑡 + Δ往前推得債券該時點𝑡的價值，所以，將先計算出零息可贖回債券在

𝑡 + Δ時的期望價值，當中將考量商品的違約風險，因此，期望值的計算為未違

約的機率乘以下一期的債券持有價值𝑉𝑚(𝑡 + Δ)，加上違約的機率乘以違約時契

約約定的投資人可回收金額𝛿𝐹0，最後將期望價值再乘以折現因子，便可得第ｍ條

路徑債券𝑡時點的持有價值計算式： 

𝑉𝑚(𝑡) = 𝑒−𝑟𝑚(𝑡)Δ[𝑒−𝜆Δ𝑉𝑚(𝑡 + Δ) + (1 − 𝑒
−𝜆Δ)𝛿𝐹0] 

其中，𝜆為本章第一節第二部份所假設的公司的違約強度，𝛿為商品契約約定違

約時所償還的本金占比。 

［步驟五］ 

    繼步驟四，當時點𝑡為商品的可贖回時點時，再計算出𝑀條路徑𝑡時點債券持

有價值時，將持有價格大於贖回價格的路徑取出，並假設為{ℎ1(𝑡),⋯ , ℎ𝐾(𝑡)}，

其中0 < 𝐾 ≤ 𝑀，並利用線性迴歸模型計算債券的期望價值，公式如下，其中，

為了避免ℎ𝑘(𝑡)為負，將其取對數再與短利進行線性迴歸。 

ℎ𝑘(𝑡) = exp (𝛼0 + 𝛼1𝑟𝑘(𝑡) + 𝛼2𝑟𝑘
2(𝑡) + 𝑧𝑘), 𝑧𝑘 ~

𝐼𝐼𝐷
N(0,1), 

    利用最小平方法估計出參數𝛼0、𝛼1與𝛼2，並利用估計出的參數，重新計算

得債券期望價值ℎ𝑘
⋆(𝑡)，再與該時點的贖回價格做比較，當期望價值大於贖回價

格，該路徑該時點的債券價值由贖回價格代替之；反之，則由期望價值代替之。

替代方式可寫作： 
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𝑉𝑘(𝑡) = 𝐶(𝑡)1{ℎ𝑘
⋆(𝑡)>𝐶(𝑡)} + ℎ𝑘

⋆(𝑡)1{ℎ𝑘
⋆ (𝑡)≤𝐶(𝑡)}. 

［步驟六］ 

  從商品到期時間Ｔ依序回推至商品評價時點，把所模擬的𝑀條路徑的債券價

格取平均，即為參考最小平方蒙地卡羅法(Least-Squares Monte-Carlo Pricing 

Method)所估算的債券價格。公式如下： 

𝑉(0) =
1

𝑀
∑ 𝑒−𝑟𝑚(0)Δ[𝑒−𝜆Δ𝑉𝑚(Δ) + (1 − 𝑒

−𝜆Δ)𝛿𝐹0]

𝑀

𝑚=1

 

 

第三節  三元樹 

    此 方 法 參 考 最 先 提 出 二 元 樹 模 型 （ Binomial Model ） 的 論

文 Cox, Ross and Rubinstein （1979），以及Hull and White（1994a）所提出的短利

在Hull and White（1990）model下的單因子的三元樹建置方法，在這節將拆解成

步驟一與二作說明，而最後的步驟三，則是將建置出的利率三元樹替代前一節所

介紹的最小平方蒙地卡羅法六個步驟中的第一步驟，後續將模仿Longstaff and 

Schwartz (2001)所提出的最小平方蒙地卡羅法(Least-Squares Monte-Carlo Pricing 

Method)中的反向歸納法，而不同之處在於對零息可贖回債券的可贖回商品條件

之調整規則有所修改，在步驟三會有詳細的說明。 

 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/John_Carrington_Cox
https://en.wikipedia.org/wiki/Stephen_Ross_(economist)
https://en.wikipedia.org/wiki/Mark_Rubinstein
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［步驟一］三元樹建置 

首先，先將國外風險中立測度下，國外短期利率服從Hull and White (1990) 

model，即為（3.1）式，但此處將其定義為（3.12）式，即為𝜇(𝑡) ∶=  𝜅𝜃(𝑡)。 

𝑑𝑟∗(𝑡) = [𝜇(𝑡) − 𝜅𝑟∗(𝑡)]𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝒬(𝑡)             （3.12） 

    而此步驟，假設𝜇(𝑡) = 0的情況下所建置而成的短利三元樹，因此，此三

元樹的起點為 0，接下來，將對此方法所需使用到的符號進行說明。短利所展

開的三元樹，每個節點將表示為(i, j)，其中i為第幾層展開間隔Δt，j為往上或往

下幾倍的Δr，即為對於節點(i, j)來說，是站在t = iΔt，且r = jΔr，而就數值方

法上的理論建議，為了將錯誤率降到最低，取∆r = σ√3∆t。 

    為了避免所展開的利率，因為模擬的期數過大，導致所展開的利率在實際

情況下不容易出現，因而有j的上下界設定，使得從樹中某節點發散到下一期的

三個節點之機率，會因觸碰到上界或下界，有不同的機率計算公式，以下將分

為三個情況，且分別說明其機率的計算公式推導。 

    在一般情況下，即為j未觸及上界或下界，節點(i, j)在下一期的變化，將會

有三種(i + 1, j + 1)、(i + 1, j)、(i + 1, j − 1)，若單觀察j的變化，便是往上加一

個∆r、持平與往下減一個∆r。而從節點(i, j)變化為各點的機率，分別以𝑝𝑢、𝑝𝑚、

𝑝𝑑表示，將運用利率下一期變化的情況的期望值、變異數與所變化的所有情況

之機率總合為 1 這三個條件，計算出𝑝𝑢、𝑝𝑚、𝑝𝑑的公式，如下： 

{

𝐸(∆𝑟∗) = −𝜅𝑟∗∆𝑡

𝑉𝐴𝑅(∆𝑟∗) = 𝜎2∆𝑡 =
𝑝𝑢 + 𝑝𝑚 + 𝑝𝑑 = 1

𝐸(∆𝑟∗2) − (𝐸(∆𝑟∗))2 

→ {

𝑝𝑢∆𝑟 + 𝑝𝑚 × 0 + 𝑝𝑑(−∆𝑟) = −𝜅𝑟∆𝑡 = −𝜅jΔr∆𝑡

𝑝𝑢∆𝑟
2 + 𝑝𝑚 × 0

2 + 𝑝𝑑(−∆𝑟)
2 = 𝜎2∆𝑡 + 𝜅2𝑗2Δr2∆𝑡2

𝑝𝑢 + 𝑝𝑚 + 𝑝𝑑 = 1
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→

{
 
 

 
 𝑝𝑢 =

1

6
+
1

2
(𝜅2𝑗2∆𝑡2 − 𝜅𝑗∆𝑡)

𝑝𝑚 =
2

3
− 𝜅2𝑗2∆𝑡2

𝑝𝑑 =
1

6
+
1

2
(𝜅2𝑗2∆𝑡2 + 𝜅𝑗∆𝑡)

 

    在第二種情況，即為j觸及下界，節點(i, j)在下一期的變化，將會有三種

(i + 1, j + 2)、(i + 1, j + 1)、(i + 1, j)，若單觀察j的變化，便是往上加兩個

∆r、往上加一個∆r與持平。而從節點(i, j)變化為各點的機率，同樣分別以𝑝𝑢、𝑝𝑚、

𝑝𝑑表示，將同樣運用利率下一期變化的情況的期望值、變異數與所變化的所有情

況之機率總合為1這三個條件，計算出𝑝𝑢、𝑝𝑚、𝑝𝑑的公式，如下： 

{

𝐸(∆𝑟∗) = −𝜅𝑟∗∆𝑡

𝑉𝐴𝑅(∆𝑟∗) = 𝜎2∆𝑡 =
𝑝𝑢 + 𝑝𝑚 + 𝑝𝑑 = 1

𝐸(∆𝑟∗2) − (𝐸(∆𝑟∗))2 

→ {

𝑝𝑢2∆𝑟 + 𝑝𝑚∆𝑟 + 𝑝𝑑 × 0 = −𝜅𝑟∆𝑡 = −𝜅jΔr∆𝑡

𝑝𝑢(2∆𝑟)
2 + 𝑝𝑚∆𝑟

2 + 𝑝𝑑 × 0
2 = 𝜎2∆𝑡 + 𝜅2𝑗2Δr2∆𝑡2

𝑝𝑢 + 𝑝𝑚 + 𝑝𝑑 = 1
 

→

{
 
 

 
 𝑝𝑢 =

1

6
+
1

2
(𝜅2𝑗2∆𝑡2 + 𝜅𝑗∆𝑡)

𝑝𝑚 = −
1

3
− 𝜅2𝑗2∆𝑡2 − 2𝜅𝑗∆𝑡

𝑝𝑑 =
7

6
+
1

2
(𝜅2𝑗2∆𝑡2 + 3𝜅𝑗∆𝑡)

 

在第三種情況，即為j觸及上界，節點(i, j)在下一期的變化，將會有三種

(i + 1, j)、(i + 1, j − 1)、(i + 1, j − 2)，若單觀察j的變化，便是持平、往下減一

個∆r、往下減兩個∆r。而從節點(i, j)變化為各點的機率，同樣分別以𝑝𝑢、𝑝𝑚、𝑝𝑑

表示，將同樣運用利率下一期變化的情況的期望值、變異數與所變化的所有情況

之機率總合為1這三個條件，計算出𝑝𝑢、𝑝𝑚、𝑝𝑑的公式，如下： 
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{

𝐸(∆𝑟∗) = −𝜅𝑟∗∆𝑡

𝑉𝐴𝑅(∆𝑟∗) = 𝜎2∆𝑡 =
𝑝𝑢 + 𝑝𝑚 + 𝑝𝑑 = 1

𝐸(∆𝑟∗2) − (𝐸(∆𝑟∗))2 

→ {

𝑝𝑢 × 0 + 𝑝𝑚(−∆𝑟) + 𝑝𝑑(−2∆𝑟) = −𝜅𝑟∆𝑡 = −𝜅jΔr∆𝑡

𝑝𝑢 × 0
2 + 𝑝𝑚(−∆𝑟)

2 + 𝑝𝑑(−2∆𝑟)
2 = 𝜎2∆𝑡 + 𝜅2𝑗2Δr2∆𝑡2

𝑝𝑢 + 𝑝𝑚 + 𝑝𝑑 = 1
 

→

{
 
 

 
 𝑝𝑢 =

7

6
+
1

2
(𝜅2𝑗2∆𝑡2 − 3𝜅𝑗∆𝑡)

𝑝𝑚 = −
1

3
− 𝜅2𝑗2∆𝑡2 + 2𝜅𝑗∆𝑡

𝑝𝑑 =
1

6
+
1

2
(𝜅2𝑗2∆𝑡2 − 𝜅𝑗∆𝑡)

 

    至於，𝑗的上下界取法，必須使得前述的第三種情況與第二種情況的𝑝𝑢、𝑝𝑚、

𝑝𝑑皆大於或等於0，因此，經過計算，𝑗的上界𝑗𝑀𝐴𝑋需界於(0.814/𝜅∆𝑡)與

(0.816/𝜅∆𝑡)之間，而𝑗的下界𝑗𝑀𝐼𝑁需界於(−0.816/𝜅∆𝑡)與(−0.814/𝜅∆𝑡)之間，就

實務上，可表示為𝑗𝑀𝐴𝑋為比(0.814/𝜅∆𝑡)大的整數中取最小值，而直接取𝑗𝑀𝐼𝑁 =

−𝑗𝑀𝐴𝑋作為實證之使用。 

［步驟二］利用市場資訊對三元樹做調整 

    此步驟將使用市場利率的資料來對步驟一所作的𝜇(𝑡) = 0的假設進一步調

整，使得所建置的三元樹更貼近實際狀況。接下來，將以節點(0,0)作為說明的

出發點，節點(0,0)所展開的三元樹為節點(1,1)、節點(1,0)與節點(1, −1)，而從

節點(0,0)所變化至節點(1,1)、節點(1,0)與節點(1, −1)的機率分別是𝑝𝑢、𝑝𝑚、𝑝𝑑。

因此，將商品評價時點2∆𝑡的利率取出，計算其零息債券價格，另外，假設節點

(1,0)的利率為𝛼1，使得節點(1,1)的利率調整為𝛼1 + ∆𝑟、節點(1, −1)的利率調整

為𝛼1 − ∆𝑟，且𝛼0評價時點∆𝑡的利率，因此，在節點(1,1)、節點(1,0)與節點(1, −1)

時獲得1元的狀況下，利用三元樹中的利率折現，其價格會與先前計算的零息債
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券價格相同，如下： 

𝑃(0, 2) = 𝑒−𝛼0∆𝑡(𝑝𝑢𝑒
−(𝛼1+∆𝑟)∆𝑡 + 𝑝𝑚𝑒

−𝛼1∆𝑡 + 𝑝𝑑𝑒
−(𝛼1−∆𝑟)∆𝑡) 

  透過上式的計算，便可得𝛼1，以此類推，可計算出𝛼𝑖，1 ≤ 𝑖 ≤ T，而獲得最

終調整後的三元樹。 

［步驟三］解決債券的贖回條件 

  已建置完成國外利率三元樹，接下來，同樣參考Longstaff and Schwartz (2001)

所提出的最小平方蒙地卡羅法(Least-Squares Monte-Carlo Pricing Method)，因此，

對於反向歸納法（Backward Induction）與贖回時點該贖回與否之比較價值的需

求，重複執行第二節的步驟二與三的動作，接下來，時點t的債券價值計算如下： 

𝑉(𝑡) = 𝑒−𝑟(𝑡)∆𝑡[𝑒−𝜆∆𝑡(𝑝𝑢𝑉𝑢(𝑡 + ∆𝑡) + 𝑝𝑚𝑉𝑚(𝑡 + ∆𝑡) + 𝑝𝑑𝑉𝑑(𝑡 + ∆𝑡))

+ (1 − 𝑒−𝜆∆𝑡)𝛿𝐹0] 

表示為時點𝑡的某節點其持有價值為某節點在時間演變到𝑡 + ∆𝑡時的期望價值，再

乘以折現因子，即為該節點的持有價格。其中，同樣將債券的違約機率考量進去，

另外，𝑝𝑢、𝑝𝑚、𝑝𝑑分別為該節點在位移∆𝑡後，變化的三種情況之機率，而𝑉𝑢(𝑡 + ∆𝑡)、

𝑉𝑚(𝑡 + ∆𝑡)、𝑉𝑑(𝑡 + ∆𝑡)則為其個別的債券持有價格。 

    在重新定義債券的持有價格計算方式後，將類似第二節的步驟五，對零息可贖回

債券觸碰到商品契約載名的可贖回時間點的價格調整，但此處將僅進行一次的贖

回與否的確認，若持有價格大於贖回價格，將以贖回價格替代該節點的價格；若

持有價格小於贖回價格，則不對債券價格作任何調整。最後，依次由商品到期時

點回推到評價時點，即為利用三元樹所模擬出來的零息可贖回債券價格。 
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第四章  實證分析 

    此章節將利用第三章第一節的模型假設、第三章第二節與第三節的評價方法，

針對目前市場仍存續的零息可贖回債券進行實證研究。在此章節的第一節中，將

說明如何針對第三章第一節第一部分的國外利率Hull and White（1990）model中

的復歸速度κ與短利的瞬間波動度σ，進行估計；而第二節，則是對將用來實證呈

現的商品規格與資料作說明；最後，在第三節、第四節中，對最小平方蒙地卡羅

法，以及Hull and White（1990）model下的三元樹，個別進行評價結果呈現、敏

感度分析，以及進一步的評價結果之比較。 

第一節  參數估計 

    在第三章第二節的最小平方蒙地卡羅法與第三章第三節的 Hull and White

（1990）model 下的三元樹中，最一開始的利率模擬，皆需使用到國外利率 Hull 

and White（1990）model 中的復歸速度 κ與短利的瞬間波動度σ，此處採用時間

序列的方法進行估計，此處的參數估計方法為參考陳子謙、黎致平（2017）之

內容，首先，將（3.1）式視為自我迴歸模型（Autoregressive Model），而用來

估計參數的利率資料，採用 3 個月期的即期利率做為短利的代理變數，此處，

並未使用 1 個月期的即期利率，原因為 1 個月期的即期利率剛好是即期利率曲

線的端點，穩定性較差，較具有爭議。 

    因此，將（3.1）式寫作（4.1）式，將其寫成矩陣表示方式的線性方程組形

式，如（4.2）式，便可利用最小平方法𝛽 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌的公式解，估計出參

數μ、κ，如（4.3）與（4.4）式，如此，便可進一步利用殘差項 

𝑧⋆(𝑡) = 𝑟(𝑡 + Δ) − 𝜇⋆Δ − (1 − κ⋆Δ)𝑟(𝑡)估計出參數σ，如（4.5）式。 
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𝑟(𝑡 + Δ) = 𝜇Δ + (1 − κΔ)𝑟(𝑡) + 𝑧(𝑡),    𝑧(𝑡)~Normal(0, σ2Δ)   （4.1） 

𝑌 ∶= [

𝑟(𝑡2)
𝑟(𝑡3)
⋮

𝑟(𝑇)

] = [

1 𝑟(𝑡1)
1 𝑟(𝑡2)
⋮ ⋮
1 𝑟(𝑇 − Δ)

] [
𝜇Δ

1 − κΔ
] ∶= 𝑋𝛽,𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑖 = 1, 2, … , 𝑇0、𝑇0 = 

𝑇

Δ
   

 （4.2） 

𝜇⋆ =
∑ 𝑟(𝑡𝑖)
𝑇0
𝑖=2

∑ 𝑟2(𝑡𝑖−1)
𝑇0
𝑖=2 −∑ 𝑟(𝑡𝑖−1)

𝑇0
𝑖=2

∑ 𝑟(𝑡𝑖−1)𝑟(𝑡𝑖)
𝑇0
𝑖=2

(𝑇0−1)∑ 𝑟2(𝑡𝑖−1)
𝑇0
𝑖=2 −[∑ 𝑟(𝑡𝑖−1)

𝑇0
𝑖=2 ]

2

1

Δ
        （4.3） 

κ⋆ = [1 −
(𝑇0−1)∑ 𝑟(𝑡𝑖−1)𝑟(𝑡𝑖)

𝑇0
𝑖=2 −∑ 𝑟(𝑡𝑖−1)

𝑇0
𝑖=2

∑ 𝑟(𝑡𝑖)
𝑇0
𝑖=2

(𝑇0−1)∑ 𝑟2(𝑡𝑖−1)
𝑇0
𝑖=2 −[∑ 𝑟(𝑡𝑖−1)

𝑇0
𝑖=2 ]

2 ]
1

Δ
       （4.4） 

𝜎 =
1

√Δ
√

1

𝑇0−3
∑ [𝑟(𝑡𝑖+1) − 𝜇

⋆Δ − (1 − κ⋆Δ)𝑟(𝑡𝑖)]
2𝑇0

𝑖=2      （4.5） 

第二節  資料說明 

    商品資料選用目前仍存續的附有可贖回條件的國際債券，商品規格如下：國

際編碼為XS1296749549；國內債券代號為F02417；發行人為Deutsche Bank AG 

[Singapore]；發行人信用評價為BBB+ (S&P)，利用本金為百元價回推，得信用利

差1.78%；發行日為2015/10/07；到期日為2045/10/07；商品期間30年；計價幣別

為美元；票面利率為0%；隱含利率為5.23%；贖回價格利用本金與隱含利率計算，

而贖回時點自發行屆滿第五年起每週年；發生違約時可拿回60%本金。 

    除了商品資訊外，還使用U.S. Department of the Treasury所公布的利用

quasi-cubic hermite spline function計算的美國公債票面利率，並自行利用Matlab

內建程式轉換為公債殖利率。選取每月月底的資料，選取期間為

2009/01-2018/05。 
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第三節  實證結果與敏感度分析 

一、 最小平方蒙地卡羅法 

 

圖 4-1：最小平方蒙地卡羅法評價日 2016/10 之路徑模擬數的敏感度分析 

    透過圖4-1，將2016/10設為零息可贖回債券的評價日，並運用最小平方蒙地

卡羅法估算出不同模擬路徑次數的價格，分別估算了路徑數為1000、5000、10000、

50000、100000，其價格的標準差變化，可從圖中清楚觀察到波動度有明顯下降

的趨勢，標準差分別為0.0075、0.0033、0.0023、0.0010、0.00073，因此，本篇

論文選定路徑模擬數100000作為最小平方蒙地卡羅法之使用。此處未將模擬路徑

數再往上提升，原因為波動度0.00073已經足夠低，而接下來將用表4-1的最小平

方蒙地卡羅法之實證結果，評估100000次模擬樹是否使評價結果穩定。 

 

表 4-1：最小平方蒙地卡羅法評價日 2016/10-2018/04 的實證結果 

settle_date κ 𝜎 price SD clean_price 

2016/10/31 1.2877 0.0015  119.5729  0.0007  114.3429  

2016/11/30 0.7097 0.0016  118.7128  0.0012  113.0348  

2016/12/30 0.3431 0.0016  119.0619  0.0017  112.9340  

0

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

0.008

1000 5000 10000 50000 100000

波

動

度

路徑模擬數

路徑模擬數的敏感度分析
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2017/1/31 0.1666 0.0016  119.3853  0.0020  112.8056  

2017/2/28 0.0571 0.0016  120.3826  0.0023  113.3491  

2017/3/31 1E-10 0.0018  119.0117  0.0074  111.5226  

2017/4/28 1E-10 0.0018  119.8186  0.0063  111.8719  

2017/5/31 1E-10 0.0019  119.3274  0.0081  110.9211  

2017/6/30 1E-10 0.0019  119.9395  0.0053  111.0717  

2017/7/31 1E-10 0.0019  119.1910  0.0083  109.8598  

2017/8/31 1E-10 0.0019  120.1134  0.0060  110.3167  

2017/9/29 1E-10 0.0019  120.2634  0.0055  109.9993  

2017/10/31 1E-10 0.0019  120.5421  0.0048  109.8086  

2017/11/30 1E-10 0.0019  120.4913  0.0040  109.2863  

2017/12/29 1E-10 0.0020  120.4647  0.0034  108.7863  

2018/1/31 1E-10 0.0020  120.0997  0.0039  107.9459  

2018/2/28 1E-10 0.0021  119.9754  0.0059  107.3441  

2018/3/29 1E-10 0.0021  120.0796  0.0051  106.9688  

2018/4/30 1E-10 0.0021  120.3202  0.0047  106.7279  

表4-1為利用最小平方蒙地卡羅法，分別在評價日2016/10-2018/04的實證結

果，對於評價日2016/10的參數估計所使用的美國公債票面利率資料區間為

2009/01-2016/10，接下來的評價日的參數估計所使用的資料區間以位移方式移動，

表示此論文的參數估計的資料統一為評價日往前推94個月的資料作為估計材料。

估計結果如表4-1的第二與第三行，其中，由於κ不得為負值，因此在利用最小平

方法估計μ、κ時，有對κ作範圍上的限制，控制介於0到∞，但三元樹中分支上限

𝑗𝑀𝐴𝑋公式有κ不得為0的限制，所以將κ的限制範圍修正為[10−10,∞)。 

此外，從表4-1也觀察到，零息可贖回債券從評價日2016/10至2017/02，依照

本章第一節所說明的參數估計方法估算結果，隨著評價日的移動，所估算出來的

均數復歸κ的變化幅度似乎有點快，從2016/10的1.28一路下降到2017/02的0.05。

其中，用來估算參數的資料變化，隨著評價日的位移，資料僅減少最舊的一筆月

份的利率資料，且增加一筆最新的月份的利率資料，為了就此現象有進一步的了

解，圖4-2繪製出短利的代理利率3個月期的利率的時間序列，圖中的紅點為評價
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日2016/10參數估計所取用的資料區間的最終筆資料，所以可以觀察到，在紅點

後的時點的利率有逐漸上升且偏離長期利率的走勢，因此，認為所估算的均數復

歸κ有明顯的變化，主要為此原因所致。 

 

圖 4-2：三個月期的公債殖利率於 2009/01-2018/04 的月資料折線圖 

而表4-1中的第四到六行，分別為該評價日的可贖回債券的含息價格、標準

差以及淨價格，此處是路徑模擬數為100000的實證結果。所模擬出的含息價格，

在2016/10-2018/04 19個月的時間中，其波動度約0.57美元，而在各個評價日在

100000條模擬路徑所估算的債券價格，可以觀察到其標準誤最高是在評價日

2017/07時，但也僅0.0083美元，表示100000的路徑模擬數是足夠的，最後，可以

觀察到債券的淨價格與含息價格的差有逐漸上升的趨勢，與實際狀況符合，當評

價日距發行日越遠，隱含應計利息越高。 
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圖 4-3：最小平方蒙地卡羅法評價日 2016/10 之即期利率曲線的敏感度分析 

圖4-3，對利用市場資料所修正的即期利率曲線，作0.5倍、0.75倍、1倍、1.25

倍、1.5倍的調整，當即期利率曲線平行向上拉高，從圖中可明顯地觀察到零息

可贖回債券價格有明顯下降的趨勢，最大的差距有近4美元。 

直覺上來說，當即期利率曲線被平行上移時，債券的持有價格應下降，使得

贖回的機率降低，導致債券的價格隨之升高，但圖4-3所呈現的結果不然，因為

除了上述對於零息可贖回債券產生價格的拉升之動力外，還有，當即期利率曲線

被平行上移時，促使零息可贖回債券下降之動力，而雙方之拉推，依圖4-3的結

果，所分析的情況為後者之拉力較高，使得債券價格呈現下降的走勢。 

   

圖4-4：最小平方蒙地卡羅法評價日2016/10之復歸速度的敏感度分析 
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    圖4-4，對復歸速度作0.5倍、0.75倍、1倍、1.25倍、1.5倍的調整，而

隨著復歸速度κ越大，債券價格越低。此圖形所呈現之結果，與一般的直覺有所

差異，當復歸速度上升時，依照第三章第一節的模型假設，國外利率服從Hull and 

White（1990）model，因此，復歸速度越強其短利的變化越小，使得贖回機率下

降，而促使零息可贖回債券價格上升。但除了上述所提及之影響債券價格的原因

外，復歸速度的上升，也會讓短利有所上升，同樣依照國外利率服從Hull and 

White（1990）model的公式所推論的結果。 

    由於目前分析的結果，對於零息可贖回債券的價格變化有兩個主要的動力，

因此，便回頭確認所分析之債券F02417且以評價日2016/10之模擬情況與細節，

發現就此分析內容，前者，復歸速度的增強，對於贖回機率的影響不大，使得價

格並未推升；而後者，利率的確因復歸速度的增加而上升，促使價格下降，綜合

影響下，得到如圖4-4的走勢結果。 

 

圖 4-5：最小平方蒙地卡羅法評價日 2016/10 之波動度的敏感度分析 

圖4-5，同樣對短利波動度作0.5倍、0.75倍、1倍、1.25倍、1.5倍的處理，可

從圖中觀察到，隨著短利波動度σ的增加，可贖回債券價格隨之上升，但其價格

變化幅度小於0.0001，表示短利的波動度對於債券價格的敏感度不大。 
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導致圖4-5所呈現之結果，當短利的波動度增加，會使得贖回機率上升，導

致零息可贖回債券價格下降，但就本篇論文敏感度分析所分析的對象與評價時點，

波動度的提升並未對贖回機率有明顯的影響，使得此一影響性下降，與圖4-5所

繪製的走勢一致。 

   

圖 4-6：最小平方蒙地卡羅法評價日 2016/10 之本金回復率的敏感度分析 

 

圖 4-7：最小平方蒙地卡羅法評價日 2016/10 之信用利差的敏感度分析 

    同樣對本金回復率與信用利差，作0.5倍、0.75倍、1倍、1.25倍、1.5倍的調

整。從圖4-6可觀察到零息可贖回債券價格呈現直線上升的狀態，當違約發生時

投資人仍可收回之本金比率越高，即為違約發生時損失降低，將使得債券價格提

高。而圖4-7可清楚看到債券價格隨著信用利差的增加而下降，由於，信用利差
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的上升，表示該債券的違約機率提高，其商品價格當然隨之下降。 

 

二、 三元樹 

 

圖 4-8：三元樹評價日 2016/10 之期數間距的敏感度分析 

    透過圖4-8，將2016/10設為零息可贖回債券的評價日，並運用三元樹估算出

不同期數間距的價格，分別估算了間距為一個月、兩周、一周以及三天，可從圖

中清楚觀察到債券價格有明顯上升的趨勢，隨著間距的縮短，使得所估算的零息

可贖回債券價格更接近前一部分運用最小平方蒙地卡羅法所估算的價格119.57

美元，但由於間距為一個月與三天的債券價格差距不超過0.002美元，因此，本

篇論文的三元樹的期數間隔選用一個月，即為1/12年。 

 

表 4-2：三元樹於評價日 2016/10-2018/04 的實證結果 

settle_date κ 𝜎 𝑗𝑀𝐴𝑋 dirty_price clean_price 

2016/10/31 1.2877 0.0015 2 118.7601 113.5301 

2016/11/30 0.7097 0.0016 4 116.9358 111.2578 

2016/12/30 0.3431 0.0016 7 116.8897 110.7618 

2017/1/31 0.1666 0.0016 14 117.2983 110.7186 

118.7595

118.7600
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債

券

價

格

期數間距

期數間距的敏感度分析



DOI:10.6814/THE.NCCU.MB.028.2018.F06 

‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

30 

 

2017/2/28 0.0571 0.0016 39 117.5504 110.5170 

2017/3/31 1E-10 0.0018 353 117.0448 109.5557 

2017/4/28 1E-10 0.0018 354 117.9030 109.9563 

2017/5/31 1E-10 0.0019 355 118.4698 110.0635 

2017/6/30 1E-10 0.0019 356 118.4086 109.5409 

2017/7/31 1E-10 0.0018 357 118.8113 109.4800 

2017/8/31 1E-10 0.0019 358 119.5875 109.7908 

2017/9/29 1E-10 0.0019 359 119.1061 108.8420 

2017/10/31 1E-10 0.0019 360 119.0086 108.2751 

2017/11/30 1E-10 0.0019 361 118.7831 107.5781 

2017/12/29 1E-10 0.0020 362 118.8625 107.1841 

2018/1/31 1E-10 0.0020 363 118.0515 105.8977 

2018/2/28 1E-10 0.0021 364 117.4707 104.8395 

2018/3/29 1E-10 0.0021 365 118.3569 105.2462 

2018/4/30 1E-10 0.0021 366 117.6998 104.1074 

表4-2為利用三元樹，分別在評價日2016/10-2018/04的實證結果，對於評價

日2016/10的參數估計所使用的美國公債票面利率資料區間為2009/01-2016/10，

依次以位移方式移動參數估計的資料區間，因此表4-2的第二與第三行的 

κ、σ的估計結果與表4-1相同。而第四行，利用第三章第三節所選用的三元樹分

支上界計算方式，所得之實證結果其不同評價時點的 𝑗𝑀𝐴𝑋，在評價日於

2017/03-2018/04之間，由於所估算的κ為接近零的數值，使得分支上界𝑗𝑀𝐴𝑋無任

何實際作用，使得分支上界即為三元樹展開期數。 

    表4-2中的第五與第六行，分別為各評價日的可贖回債券含息價格及淨價格。

利用三元樹所模擬出的含息價格，在2016/10-2018/04 19個月的時間中，其波動

度僅有0.81美元，而同樣可觀察到，當評價時點越接近商品到期日，債券的隱含

應計利息越高，使得債券的淨價格與含息價格的差距逐漸遞增。 
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圖 4-9：三元樹評價日 2016/10 之即期利率曲線的敏感度分析 

    圖4-9，將利用市場資料所修正的即期利率曲線，作0.5倍、0.75倍、1倍、1.25

倍、1.5倍的調整，所得之曲線走勢與圖4-3相似，當即期利率曲線平行向上位移，

零息可贖回債券價格便提高，而圖中最大的價差來到近20美元。  

    如同本篇論文最小平方蒙地卡羅法對即期利率曲線的敏感度分析之結果，其

影響價格變動的原因有二，第一，即期利率曲線的推升，雖使得債券持有價格下

降，有機會促使贖回機率降低，使得零息可贖回債券價格上升，但根據圖4-9所

呈現的走勢，應是另一個原因對於價格之影響動力較強，所導致的結果，即為即

期利率曲線的平行上移，使得零息可贖回債券價格下降。 

   

圖 4-10：三元樹評價日 2016/10 之復歸速度的敏感度分析 
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    圖4-10，同樣對復歸速度作0.5倍、0.75倍、1倍、1.25倍、1.5倍的調整，觀

察其對債券價格的影響。可觀察到復歸速度對可贖回零息債券價格的敏感度不明

顯，變化小於10−12，使得價格的變化情況不易呈現，因此，圖4-10的Y軸座標為

不同的倍數所計算出的債券價格之尾數差異。與最小平方蒙地卡羅法中圖4-4的

敏感度分析比較，使用三元樹評價可贖回零息債券時，復歸速度κ對價格影響程

度較低。 

    如同對圖4-4所分析的兩個影響債券價格的動力，復歸速度越強其短利的變

化越小，使得贖回機率下降，而促使零息可贖回債券價格上升，在實際的模擬結

果中，在復歸速度上升時，的確使得贖回機率下降，而產生債券價格上升的實際

拉升效果；而另一個，依照國外利率服從Hull and White（1990）model的公式，

復歸速度的上升，讓短利有所上升，在實際的模擬情況下的確也觀察到此現象，

因此，促使價格有所下降，導致與圖4-4有不同之結果走勢。 

 

圖 4-11：三元樹評價日 2016/10 之短利波動度的敏感度分析 

    圖4-11，同樣對短利波動度作0.5倍、0.75倍、1倍、1.25倍、1.5倍的調整，

短利波動度對可贖回零息債券價格的敏感度也不明顯，變化同樣小於10−12，因

此， Y軸座標同樣式不同的倍數所計算出的債券價格之尾數差異，而圖4-11所呈

現的結果與圖4-5相似。如圖4-5的說明與推論相同，此處便不多加贅述。 
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圖 4-12：三元樹評價日 2016/10 之本金回復率的敏感度分析 

 

圖 4-13：三元樹評價日 2016/10 之與信用利差的敏感度分析 

    圖4-12、4-13，同樣對本金回復率、信用利差作0.5倍、0.75倍、1倍、1.25

倍、1.5倍的調整，本金回復率與信用利差對利用三元樹作為評價方法之價格的

影響性，與利用最小平方蒙地卡羅法相似。圖4-12，隨著本金回復率的上升，對

於投資人當違約發生時之損失降低，當然債券價格隨之提升。圖4-13，隨著信用

利差的提高，對於投資人而言發行人之違約風險增加，當然債券價格隨之下降。 
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第四節  實證結果比較 

 

表 4-3：評價日 2016/10-2018/04 不同方法之債券價格比較 

 

最小平方蒙地卡羅法

(1) 

三元樹 

(2) 

櫃買中心公告價格 

(3) 
(1)與(2) (1)與(3) (2)與(3) 

評價日 含息價格 淨價格 含息價格 淨價格 含息價格 淨價格 
含息價格

之估計差 

含息價格

之估計差 

含息價格

之估計差 

2016/10/31 119.57  114.34  118.76  113.53  \ \ 0.81  \ \ 

2016/11/30 118.71  113.03  116.94  111.26  \ \ 1.78  \ \ 

2016/12/30 119.06  112.93  116.89  110.76  \ \ 2.17  \ \ 

2017/1/31 119.39  112.81  117.30  110.72  \ \ 2.09  \ \ 

2017/2/28 120.38  113.35  117.55  110.52  \ \ 2.83  \ \ 

2017/3/31 119.02  111.53  117.04  109.56  \ \ 1.98  \ \ 

2017/4/28 119.83  111.88  117.90  109.96  \ \ 1.92  \ \ 

2017/5/31 119.34  110.93  118.47  110.06  \ \ 0.87  \ \ 

2017/6/30 119.95  111.08  118.41  109.54  \ \ 1.54  \ \ 

2017/7/31 119.20  109.87  118.81  109.48  \ \ 0.39  \ \ 

2017/8/31 120.12  110.32  119.59  109.79  \ \ 0.53  \ \ 

2017/9/29 120.27  110.01  119.11  108.84  \ \ 1.16  \ \ 

2017/10/31 120.55  109.81  119.01  108.28  \ \ 1.54  \ \ 

2017/11/30 120.50  109.29  118.78  107.58  \ \ 1.71  \ \ 

2017/12/29 120.47  108.79  118.86  107.18  121.12  109.09  1.61  -0.65  -2.26  

2018/1/31 120.10  107.95  118.05  105.90  121.32  108.80  2.05  -1.22  -3.27  

2018/2/28 119.98  107.35  117.47  104.84  121.78  108.82  2.51  -1.79  -4.30  

2018/3/29 120.09  106.98  118.36  105.25  122.10  108.62  1.73  -2.01  -3.74  

2018/4/30 120.33  106.73  117.70  104.11  122.40  108.43  2.63  -2.07  -4.70  

     表4-3，列出了在評價日2016/10-2018/04 19個月中，不同方法的零息可贖回

債券的含息價格與淨價格，包括最小平方蒙地卡羅法、三元樹及櫃買中心所公告

的理論價，由於櫃買中心於2017/12才開始有理論價的公告，因此，表4-3在評價

日2016/10-2017/11中無櫃買中心所公告的該債券的含息價格與淨價格。而在表

4-3中，右手邊的三個欄位中，分別為最小平方蒙地卡羅法與三元樹評價方法所

估算之含息價格差、最小平方蒙地卡羅法與櫃買中心公告之含息價格差、三元樹
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評價方法與櫃買中心公告之含息價格差。 

    首先，比較最小平方蒙地卡羅法與三元樹所評價的含息價格差，最大的差距

於2017/02，兩者計算出的債券價格差2.83美元；而最小平方蒙地卡羅法與櫃買中

心公告之含息價格差，可觀察到估計差不超過2%；而三元樹評價法與櫃買中心

公告之含息價格差，其估計差不超過4%。就模型實用性與擴充性比較，使用三

元樹作為評價工具，當復歸速度κ數值過小時，容易使得模型所限制的分支上限

𝑗𝑀𝐴𝑋對於所展開的三元樹，實質上無任何限制，導致所展開的利率樹過大，導致

程式運算上需花費較長的時間作計算，且若對於債券所觀察的影響變數增為兩個

以上，則需展開多個三元樹，加上變數之間的相關性調整，會是一大工程。 
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第五章  結論與未來研究 

第一節  結論 

 可贖回零息債券的理論價格的探討，不僅能滿足此類金融商品買賣的公平

價格之參考需求，此外，更能提供台灣企業，在遵循 2018 年年初正式上路的

IFRS 9 會計準則過程中，在金融資產的相關公允價格變動認列損失上，有較貼

近市場之實際價格作為會計紀錄依據。 

    此篇論文中，主要比較的兩種評價方法，參考 Longstaff and Schwartz（2001）

所提出的最小平方蒙地卡羅法（Least-Squares Monte-Carlo Pricing Method）、

Cox, Ross and Rubinstein （1979）提出二元樹模型（Binomial Model）和 Hull and 

White（1994a）提出的 Hull and White（1990）model 下之利率三元樹展開方法，，

所建置的。實證分析的部分，選定 30 年期美元計價的零息可贖回債券，國際編

碼 XS1296749549，作為實證分析對象，並利用 U.S. Department of the Treasury

所公布的美國公債票面利率當作評價資料，至於國外利率 Hull and White（1990）

model 中的復歸速度 κ與短利的瞬間波動度σ的參數估計，則採用自我迴歸模型

與最小平方法為估算方法，不過因為 Hull and White（1990）model 的變數設定

範圍限制與三元樹的𝑗𝑀𝐴𝑋的公式設定，最後將κ控制在[10−10,∞)區間中，以利

實證使用。 

    選定 2016/10-2018/04 每月月底作為評價日，實證結果呈現於表 4-1與表 4-2

中，前者，是最小平方蒙地卡羅法使用路徑模擬數 100000 條所估算出的含息價

格與淨價格，在這 19 個月中，所估算的價格大約落在 120 美元上下，而 100000

條路徑模擬所產生的標準差在 0.57 美元；後者，是三元樹所估算出的含息價格

與淨價格，而其中所設定的𝑗𝑀𝐴𝑋是為了讓三元樹的展開更貼近市場實際狀況所

https://en.wikipedia.org/wiki/John_Carrington_Cox
https://en.wikipedia.org/wiki/Stephen_Ross_(economist)
https://en.wikipedia.org/wiki/Mark_Rubinstein
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做的分支上限限制，但實證結果顯示，在評價日 2017/03-2018/04 間，𝑗𝑀𝐴𝑋的功

能性並未發揮，原因為該評價日所估算的參數κ趨近 0，再將其假設為一個趨近

0 的數值後，依據公式計算，𝑗𝑀𝐴𝑋結果恰巧皆超過三元樹所展開的總期數，而

在 19 個月期間中，所估算的債券價格大致落在 118 美元上下。在上述兩評價方

法所計算的可贖回零息債券價格，三元樹所估算的價格略低，但差距最大不超

過 3 美元，即為不大於 2.5%之差。由於目前櫃買中心在 2017 年年底開始有一

理論價格的公告，將兩評價法之價格與其比較，最大也不超過 4%的估計誤差。 

    實證結果，最小平方蒙地卡羅法、三元樹與櫃買中心所公告的理論價，在

2016/10-2018/04每月月底對於國際編碼XS1296749549的 30年期美元計價零息

可贖回債券的評價，三者的評價結果差距不超過 4%。那就模型層面分析，首

先，比較本論文用來評價零息可贖回債券的方法，最小平方蒙地卡羅法與三元

樹，就實證結果顯示，從表 4-1 與表 4-2 皆可觀察到，在評價日 2017/03-2018/04

間，復歸速度 κ的參數估計結果趨近 0，在三元樹中，國外利率所展開的三元

樹分支上限𝑗𝑀𝐴𝑋，對於實證所討論的對象與設定的模擬區間來說，無任何限制

功能，使得程式在三元樹的展開花費較長的時間，若欲做更進一步或嚴謹的實

證，像是加入其他的商品規格，甚至是與櫃買中心的每日公告之理論價格做比

較，都會有困難存在。 

    至於，最小平方蒙地卡羅法與櫃買中心所公告的理論價格，就了解，櫃買

中心所公告的價格計算方式，同樣利用三元樹模型作為基礎，但在參數估計、

違約模型中的信用利差等內容與本篇論文的三元樹評價方法是有所異的。不過

如同第一章緒論所提及，發展另一種評價方法的其中一重要目的，所估算的債

券理論價能讓公司應用在內部的會計報表中，而台灣的會計報表多利用台幣為

貨幣單位，因此，若站在模型擴充的角度思考，當商品評價所考慮的變數除了

原本所考量的國外利率外，還增設國內利率、匯率與動態的信用利差，在展開
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多個三元樹，並同時將彼此間的相關性納入考慮，相較於使用最小平方蒙地卡

羅法，在這部分只要將第三章第二節的步驟一，先利用彼此間的相關係數產生

有關連性的隨機變數，在使用傳統蒙地卡羅將各變數模擬出來，便可重複步驟

二至六，即可得債券的理論價格，使得在模型的延展性上稍占些許優勢。 

 

第二節  未來研究 

    最後，在本篇論文未來仍可持續探討與研究的內容，包括模擬的間距設定、

違約風險的動態變化與模型的延伸。目前所設定的模擬間距為 1/12 年，但在這

間距所設定的合理性仍有可探討之空間；另外，便是違約風險的動態變化，由

於可贖回債券多為長天期債券，加上現今的市場變化速度相較過往高，因此，

違約風險若能隨著時間的變化作調整，將會使得評價結果更貼近市場；再者，

便是模型的延伸的部分，如同本篇論文中的緒論、實證與結論中提及的，由於

本篇論文在實證上的運算速度上的限制，因此，在評價模型上僅參考單一因子，

但就實務上的需求，若將國內利率、匯率等影響因子納入參考對象，將會更加

完善；最後，所提出的評價方法得之理論價格。也可進一步與其他的系統或網

站做比較，像是 Bloomberg 等。 
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