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摘  要 

        本文欲探討，在已知一枚硬幣重量有誤而其他硬幣重量皆相同的情況之下，

利用無砝碼天平秤 n 次，最多可以從多少枚硬幣中找到重量有誤的那一枚硬幣

並且知道是較輕還是較重。第二章分別討論「已知一枚硬幣較重」、「已知一

枚硬幣較輕」和「已知一枚硬幣重量有誤但不知道是較輕還是較重」三種情況，

利用決策樹和數學歸納法證明之，第三章給予實際操作的過程。 

關鍵詞：秤重問題、決策樹、數學歸納法 
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Abstract 

This article wants to find : under the condition that one coin is wrong in weight 

and the other coins are the same weight, using a scale without weight, what is the 

maximum number of coins that we can find from the coin with the wrong weight ,and 

know that it is heavier or lighter ? In chapter 2, we will discuss the following three 

cases : there is a heavier coin, there is a lighter coin, and there is a coin of wrong weight 

but not sure the coin is heavier or lighter, separately. we will use the decision tree and 

mathematical induction to prove them. In chapter 3, we will show the practical process. 

Keywords: Weighing problem、Decision tree、Mathematical Induction 



DOI:10.6814/NCCU201900333

‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i Univ

ers
i t

y

iii 

目次 

第一章 緒論 ...................................... 1

1.1 前言  ......................................................... 1 

1.2 研究方法 ...................................................... 2 

1.3 論文架構 ...................................................... 3 

第二章 實證 ...................................... 4

2.1 已知一枚硬幣較重 .............................................. 4 

2.2 已知一枚硬幣較輕 .............................................. 6 

2.3 一枚硬幣重量有誤但不知其較重或較輕 ............................ 8 

2.4 固定秤法 ..................................................... 13 

第三章 實例 ..................................... 14

3.1 動態秤法 ..................................................... 14 

3.2 固定秤法 ..................................................... 17 

第四章 結論與展望 ............................... 21

參考文獻 ........................................ 24



DOI:10.6814/NCCU201900333

‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

1 

第一章  緒論 

1.1前言 

    在網路上看到一個有趣的數學題目：有8枚外觀一模一樣硬幣，其中7枚硬

幣的重量相同，另外1枚硬幣較重，測量工具只有一個無法碼的天平，試以最少

測量次數找出較重的那一枚硬幣。 

    我當下的第一個想法是先將8枚硬幣分成4枚放在天平左盤，4枚放右盤，如

果天平傾向右邊，表示右盤4枚硬幣之中有1枚較重，傾向左邊則表示左盤4枚硬

幣之中有1枚較重。接下來再將可能有問題的4枚硬幣分成2枚放在天平左盤，2

枚放右盤，重複此動作，三次之後便可以找到較重的那一枚硬幣。但這樣的做

法所得到的答案真的是最少的方法數嗎? 如果是其他數量，例如：9枚硬幣或10

枚硬幣，那答案又是如何? 又該怎麼做呢? 

    本篇研究的啟發，從8枚硬幣這個題目切入，欲延伸探討：若有 t 枚硬幣，

其中一枚較重，最少能用無法碼天平秤多少次來找到較重的那一枚硬幣，亦或

是，在秤 n 次之後，最多可以從多少枚硬幣中找到這一枚較重的硬幣；進而推

廣，將已知一枚硬幣較重的狀況，改成已知一枚硬幣重量有問題但不知道是較

輕還是較重的狀況。 

若今有 t 枚硬幣，其中一枚重量有問題但不知道是較輕還是較重，那麼最

少能用無法碼天平秤多少次來找到重量有問題的那一枚硬幣並且知道是較輕還

是較重，亦或是，在秤 n 次之後，最多可以從多少枚硬幣中找到這一枚有問題

的硬幣並且知道是較輕還是較重。
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1.2研究方法 

    本文使用決策樹，幫助建構決策模型，從一些實例之中構思並尋找規律，

由於硬幣的個數為正整數，因此再利用數學歸納法和鴿籠原理證明，進而得到

其一般式。 

    決策樹，由一些決策和其可能的結果組合而成，是一個利用像樹一樣的圖

形或決策模型的決策支持工具，用來創建到達目標的規劃，在決策分析中能夠

幫助確定一個達到目標的策略，或是展示比較各種決策下的可能性。 

    大多數的決策樹可以運用在分類預測上。當其用來預測的應變數類別型態

(例如：生或死、男或女)時，該決策樹便稱為分類樹(Classification Tree)。有些

決策樹演算法也可以像迴歸分析一樣，預測的結果呈現的是一個實數(例如：身

高、體重)，這種決策樹就稱為迴歸樹(Regression Tree)。另有一種決策樹，則

結合了分類樹與迴歸樹的特性，其預測結果不僅可以呈現類別型態，也可以是

數值型的資料，該決策樹則稱為分類迴歸樹(Classification and Regression Tree，

簡稱 CART)。 

    決策樹的應用相當廣泛，除了數學以外，也常常在企業管理、神經網路、

經濟學、管理科學等各方面扮演重要的角色。決策樹有幾個優點： 

 決策樹易於理解和閱讀

 可清楚展示決策前後的關係

 可用簡單的規則將欲分析的資料進行分類

 不需要龐大的運算

 無論是離散型的資料或是連續型的資料都可以使用決策樹來分析
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1.3 論文架構 

第一章 緒論

第二章 實證

第三章 實例

第四章 結論與展望
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第二章     實證 

2.1 已知一枚硬幣較重 

    假設有若干枚外觀、大小、形狀相同的硬幣，已知有一枚硬幣重量較重，

而工具只有一個無砝碼的天平，我們想探討：在利用無法碼天平秤 n次時，最

多可以從多少枚硬幣之中找到這一枚較重的硬幣。 

    當硬幣只有一枚時，無從比較，故我們從兩枚硬幣開始討論。當有兩枚硬

幣時，將這兩枚硬幣分別放在天平的左盤及右盤，如果天平左傾代表左盤那枚

硬幣較重，右傾則代表右盤那枚硬幣較重。 

    利用天平秤一次過後的情況可能是左盤較重、右盤較重、平衡狀態三種結

果，故我們猜想在秤 n次時，最多可以從3𝑛枚硬幣中找到較重的那一枚硬幣。 

以下利用《數學歸納法》證明： 

步驟一： 

當 n=1時， 

有三枚硬幣，將放天平左盤，放天平右盤，若天平左傾代表 較

重，右傾代表 較重，平衡則代表 較重，故可在秤一次的動作之下從三

枚硬幣之中找到較重的那一枚硬幣。實際操作如圖2-1： 

 

○1                 ○2  

 

                                                               1+           3+           2+ 

   圖2-1 

 

步驟二： 

令 n=k時， 

     可以在秤 k次的動作之後，從3𝑘枚硬幣中找到較重的那一枚硬幣。 

則當 n=k+1時， 

    有3𝑘+1枚硬幣，取編號1號的硬幣到編號3𝑘號的硬幣，放在天平的左盤，取

編號3𝑘+1號的硬幣到編號2 · 3𝑘號的硬幣，放在天平右盤。 
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    若天平左傾，表示編號1號到編號3𝑘號的硬幣，其中一枚硬幣較重；若天平

右傾，表示編號3𝑘+1號到編號2 · 3𝑘號的硬幣，其中一枚硬幣較重；若天平平衡

則表示編號2 · 3𝑘+1號到編號3 · 3𝑘號的硬幣，其中一枚硬幣較重。 

 

    根據歸納法步驟，不論是左盤的3𝑘枚硬幣、右盤的3𝑘枚硬幣或是沒放上天

平的3𝑘枚硬幣都可以在秤 k次的動作之後，從中找到較重的那一枚硬幣。 

故得證。 

 

    接著要證明，當有3𝑛+1枚硬幣時，至少需要秤 n+1次才能找到較重的那枚

硬幣。3𝑛+1枚硬幣，相當於鴿籠原理中的鴿子；秤重 n 次後有3𝑛個結果，相當

於鴿籠原理之中的鴿籠，根據鴿籠原理，至少有一個結果之中有兩枚硬幣，則

必須再多秤一次才能找出較重的那一枚硬幣，故至少需要 n+1次。 
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2.2 已知一枚硬幣較輕 

    假設有若干枚外觀、大小、形狀相同的硬幣，已知有一枚硬幣重量較輕，

而工具只有一個無砝碼的天平，我們想探討：在秤 n 次時，最多可以從多少枚

硬幣中找到這一枚較輕的硬幣。 

    當硬幣只有一枚時，無從比較，故我們從兩枚硬幣開始討論。當有兩枚硬

幣時，將這兩枚硬幣，一枚放在天平的左盤，一枚放在右盤，如果天平左傾代

表右盤那枚硬幣較輕，右傾則代表左盤那枚硬幣較輕。 

    利用天平秤一次過後的情況可能是左盤較重、右盤較重、平衡狀態三種結

果，故我們猜想在秤 n 次時，最多可以從3𝑛枚硬幣中找到較輕的那一枚硬幣。 

以下利用《數學歸納法》證明： 

步驟一： 

當 n=1時， 

     有三枚硬幣，將放天平左盤，放天平右盤，若天平左傾代表 

     較輕，右傾代表較輕，平衡則代表較輕，故可在秤一次之後從三枚硬 

     幣之中找到較輕的那一枚硬幣。實際操作如圖2-2： 

 

○1                 ○2  

 

                                                               2−           3−           1− 

  圖2-2 

 

 

步驟二： 

假設 n=k 時， 

    可以在秤 k 次的動作之後，從3𝑘枚硬幣中找到較輕的那一枚硬幣。 

則當 n=k+1時， 

    有3𝑘+1枚硬幣，取編號1號的硬幣到編號3𝑘號的硬幣，放在天平的左盤，取

編號3𝑘+1號的硬幣到編號2 · 3𝑘號的硬幣放在天平右盤。 
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7 

    若天平左傾，表示編號3𝑘+1號到編號2 · 3𝑘號的硬幣，其中一枚硬幣較輕；

若天平右傾，表示編號1號到編號3𝑘號的硬幣，其中一枚硬幣較輕；若平衡則表

示編號2 · 3𝑘+1號到編號3 · 3𝑘號的硬幣，其中一枚硬幣較輕。 

 

    根據歸納法步驟，不論是左盤的3𝑘枚硬幣、右盤的3𝑘枚硬幣或是沒放上天

平的3𝑘枚硬幣都可以在秤 k 次的動作之後，從中找到較輕的那一枚硬幣。 

故得證 

 

    接著要證明，當有3𝑛+1枚硬幣時，至少需要秤 n+1次才能找到較輕的那枚

硬幣。3𝑛+1枚硬幣，相當於鴿籠原理中的鴿子；秤重 n 次後有3𝑛個結果，相當

於鴿籠原理之中的鴿籠，根據鴿籠原理，至少有一個結果之中有兩枚硬幣，則

必須再多秤一次才能找出較輕的那一枚硬幣，故至少需要 n+1次。 
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2.3 一枚硬幣重量有誤但不知其較重或較輕 

    假設有若干枚外觀、大小、形狀相同的硬幣，已知有一枚硬幣重量有誤，

但不知道較重或是較輕，而工具只有一個無砝碼的天平，我們想探討：利用天

平秤 n 次時，最多可以從多少枚硬幣中找到這一枚重量有誤的硬幣並且知道是

較輕還是較重。 

    當硬幣只有一枚時，無從比較；兩枚硬幣時，則無法判斷是其一較輕或是

另一枚較重，故從三枚硬幣開始討論起。 

    先前的兩個例子，一枚硬幣即代表一個有問題的結果，而在此命題之中，

一枚硬幣可能有較重或是較輕兩種結果，因此，在此的證明會將硬幣分成以下

兩種狀況：第一次經過天平的秤重過後，硬幣可被區分成已上秤過的硬幣和未

上秤的硬幣，以下我們將至少上秤過一次的硬幣稱為情況 A，而從未上秤過的

硬幣則稱為情況 B。 

 

《情況 A》 

    在第一次秤重後，天平左傾，可能是左盤的硬幣中有一枚較重或是右盤的

硬幣中有一枚硬幣較輕；天平右傾，可能是右盤的硬幣中有一枚較重或是左盤

的硬幣中有一枚硬幣較輕，然而左傾與右傾的證明過程是一樣的。 

    在天平左傾或右傾的狀況下，重量有問題的硬幣必定來自這些已上秤過的

硬幣之中，而每一枚硬幣是輕是重的結果會被確定，我們欲證明在接下來的 m

次之後，最多可以秤得3𝑚個結果。 

以下利用《數學歸納法》證明： 

步驟一：當 m=1時，有三枚硬幣，我們分成4個 case 討論。 

Case1: 皆為較重的硬幣 

    將放在天平左盤，放在右盤，天平左傾表示較重，右傾則是較重，   

    平衡則代表較重。實際操作如圖2-3： 

○1                  ○2  

 

                                                               1+           3+           2+ 

  圖2-3 
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Case2: 較重，較輕 

    將放在天平左盤，放在右盤，天平左傾表示較重，右傾則是較重， 

    平衡則代表較輕。實際操作如圖2-4： 

○1                  ○2  

 

                                                               1+           3−           2+ 

  圖2-4 

 

Case3: 較輕，較重 

    將放在天平左盤，放在右盤，天平左傾表示較輕，右傾則是較輕， 

    平衡則代表較重。實際操作如圖2-5： 

○1                  ○2  

 

                                                               2−           3+           1− 

  圖2-5 

 

Case4: 皆為較輕的硬幣 

    將放在天平左盤，放在右盤，天平左傾表示較輕，右傾則是較輕， 

    平衡則代表較輕。實際操作如圖2-6： 

○1                  ○2  

 

                                                               2−           3−           1− 

  圖2-6 

 

步驟二： 

    假設 m=k 時，可以在秤 k次的動作之後，秤得3𝑘個結果，且這3𝑘個結果之

中不論有多少個較輕的和多少個較重的。 

則當 m=k+1時，我們一樣分成四個 case 討論 
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Case 1:偶數個較重的結果且較重的結果的個數大於或等於 
2

3
× 3𝑘+1 

在較重的硬幣中各取3𝑘個分別放在天平的左盤和右盤，若天平左傾，代表

左盤的3𝑘個硬幣中有一個硬幣重量大於其他硬幣，若天平右傾，則代表右

盤的3𝑘個硬幣中有一個硬幣重量大於其他硬幣，若天平平衡，則表示在剩

餘所有未上秤的3𝑘個硬幣之中，有一個硬幣的重量有問題。 

 

Case 2:奇數個較重的結果且較重的結果的個數大於或等於 
2

3
× 3𝑘+1 

做法同上述之 Case 1。 

 

Case 3:偶數個較重的結果且較重的結果的個數小於 
2

3
× 3𝑘+1 

令較重的結果的個數為 2x 個，且2x <  
2

3
× 3𝑘+1。則較輕的結果的個數為     

3𝑘+1 − 2x個，取 x 個較重的和3𝑘- x 個較輕的放天平的左盤，x 個較重的

和3𝑘-x 個較輕的放天平右盤，使天平的左右盤各有3𝑘個硬幣。若天平左

傾，代表左盤的 x 個較重的硬幣其中一個重量大於其他硬幣，或是右盤

3𝑘-x個較輕的硬幣中有一個重量小於其他硬幣；若天平右傾，代表右盤 x

個較重的硬幣其中一個重量大於其他硬幣，或是左盤3𝑘-x 個較輕的硬幣中

有一個重量小於其他硬幣；若天平平衡則代表未上秤的(3𝑘+1 − 2x) −

(3𝑘 − x) − (3𝑘 − x) = 3𝑘個較輕的硬幣之中有一枚有問題。 

 

Case 4:奇數個較重的結果且較重的結果的個數小於 
2

3
× 3𝑘+1 

假設重的結果的個數為2x+1個，且2x+1 <
2

3
× 3𝑘+1。則輕的結果的個數為

3𝑘+1 − 2x − 1個，取 x 個重的和3𝑘-x 個輕的放在天平左盤；x個重和3𝑘-x

個輕的放右盤，使天平左右盤各有3𝑘個硬幣。若天平左傾，代表左盤的 x

個較重的硬幣其中一個重量大於其他硬幣，或是右盤3𝑘-x個較輕的硬幣

中有一個重量小於其他硬幣；若天平右傾，代表右盤 x 個較重的硬幣其中

一個重量大於其他硬幣，或是左盤3𝑘-x 個較輕的硬幣中有一個重量小於其

他硬幣；平衡代表未上秤的(3𝑘+1 − 2x − 1) − (3𝑘 − x) − (3𝑘 − x) + 1 =

3𝑘個包含較重和較輕的硬幣之中有一枚有問題。 
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    根據歸納法步驟，接下來不論是左盤的3𝑘枚硬幣、右盤的3𝑘枚硬幣或是未

上秤的3𝑘枚硬幣都可以在秤 k 次的動作之後，找到重量有問題的那一枚硬幣並

且知道是較輕還是較重。 

故得證。 

    接著要證明，當有3𝑚+1枚上過秤的硬幣時，至少需要秤 m+1次才能找到有

問題的那枚硬幣。3𝑚+1枚上過秤的硬幣，相當於鴿籠原理中的鴿子；秤重 m次

後有3𝑚個結果，相當於鴿籠原理之中的鴿籠，根據鴿籠原理，至少有一個結果

之中有兩枚硬幣，則必須再多秤一次才能找出較重的那一枚硬幣，故至少需要

m+1次。 

 

《情況 B》 

        在情況 B 中，多了真幣的輔助，真幣即已知重量沒問題的硬幣，我們欲證

明在接下來的 m次之後，最多可以從 
3𝑚−1

2
 枚硬幣中找到有問題的那一枚硬幣

並且知道是較輕還是較重，由於都是未上秤過的硬幣，故這 
3𝑚−1

2
 枚硬幣事實

上是3𝑚-1個結果。 

以下利用《數學歸納法》證明： 

步驟一： 

當 m=1時， 

有一枚硬幣○1 ，在有真幣○T 的輔助下，將○1 放在天平左盤，○T 放在右盤，若天

平左傾代表○1 較重，右傾代表○1 較輕，可得兩個結果。實際操作如圖2-7： 

 

○1                  ○T  

 

                                                               1+            ∅
 
           1− 

   圖2-7 

 

步驟二： 

假設 m=k 時，在秤 k 次的動作之後，最多可以從 
3𝑘−1

2
 個未上秤的硬幣中，找

到有問題的那一枚並且知道他是較輕還是較重。 
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則當 m=k+1時， 

    此時有 
3𝑘+1−1

2
 枚未上秤的硬幣，將 

3𝑘+1

2
 枚硬幣放在天平的左盤，

3𝑘−1

2
 和

一枚真幣○T 放在天平的右盤，若天秤左傾，代表左盤中的 
3𝑘+1

2
 枚硬幣中有一

枚較重或是右盤中的 
3𝑘−1

2
 枚硬幣中有一枚較輕，若天平右傾，代表右盤中的 

3𝑘−1

2
 枚硬幣中有一枚較重或是左盤中的 

3𝑘+1

2
 枚硬幣中有一枚硬幣較輕，平衡

則代表未放上天平的 
3𝑘+1−1

2
−

3𝑘+1

2
−

3𝑘−1

2
=

3𝑘−1

2
 枚硬幣中有一沒有問題。天平

左傾時所得到的  
3𝑘+1

2
+

3𝑘−1

2
= 3𝑘 個結果可以在秤 k次的動作之後找到有問題

的那一枚硬幣，即情況 A 所證，天平右傾時同理可證，天平平衡時，根據歸納

法步驟，亦可在秤 k 次的動作之後，找到有問題的那一枚硬幣並且知道其為較

輕還是較重。 

    同樣的，我們必須證明，當有
3𝑚−1

2
+ 1 枚未上秤硬幣時，至少需要秤 m+1

次才能找到有問題的那枚硬幣並知其為較輕或較重。
3𝑚−1

2
+ 1 枚未上秤的硬幣

其重量有誤的結果有3𝑚 + 1個，相當於鴿籠原理中的鴿子；秤重 m次後有3𝑚個

結果，相當於鴿籠原理之中的鴿籠，根據鴿籠原理，至少有一個結果之中有兩

枚硬幣，則必須再多秤一次才能找出較重的那一枚硬幣，故至少需要 m+1次。 

 

   回到原命題，我們已經證明完在情況 A；即上秤過的硬幣之中，可以在 n-1

次秤重之後，最多秤得3𝑛−1個結果，然而在第一次秤重時，沒有真幣的輔助，

因此不論天平左傾或右傾，有問題的硬幣是來自第一次放在天平左盤的硬幣數

加上天平右盤的硬幣數，必為偶數，而3𝑛−1為奇數，故第一次秤重後，在剩下

的 n-1次秤重，情況 A 的左盤和右盤最多只能各自得到3𝑛−1-1個結果。 

    自情況 A 和情況 B 可知，在第一次秤重之後，情況 A 在剩下的 n-1次秤

重，左盤和右盤分別最多只能得到3𝑛−1-1個結果；情況 B 在剩下的 n-1次秤

重，最多能得到3𝑛−1-1個結果，綜合上述，加上第一次秤重，在 n 次的秤重過

後，最多可得 3𝑛−1 − 1 + 3𝑛−1 − 1 + 3𝑛−1 − 1 = 3𝑛 − 3，又每一枚硬幣會有較

輕或是較重兩種結果，故在 n 次的秤重過後，最多可從 
3𝑛−3

2
 枚硬幣之中找到

有問題的那枚硬幣並且知道是較輕或較重。 
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2.4 固定秤法 

    2.3已經證明完：在已知一枚硬幣重量有誤但不知其較重或較輕的情況之

下，利用一個無砝碼的天平，可以在 n 次的秤重過後，最多從 
3𝑛−3

2
 枚硬幣之

中找到有問題的那枚硬幣並且知道是較輕還是較重。 

    2.3利用決策樹所得到的證明，以及找尋有問題硬幣的過程我們在此稱之為

動態秤法，根據前一次天平的結果，移動硬幣並決定下一次該如何在天平的左

右盤擺放硬幣，重複此動作進而找到有問題的硬幣。 

    接下來我們將利用另外一種秤法—固定秤法，這種方法同樣可以在 n 次秤

重後，從 
3𝑛−3

2
 枚硬幣之中找到有問題的那枚硬幣並且知道其較輕或是較重。 

    固定秤法的做法是：每一次天平左右盤所擺放的硬幣個數都一樣，只是放

上天平的硬幣編號不一樣，根據每一次天平的左傾、右傾及平衡三種結果，可

列出一個表格，再來依據每一次天平秤出的結果，並且利用查表的方式，便可

知道是哪一枚硬幣較重或是較輕。 

    然而固定秤法的想法是容易的，但擺放過程卻不容易，我簡單的給予幾個

擺放的原則： 

1. 每一枚硬幣至少需擺放上天平一次，左盤右盤不限制。 

2. 任兩枚硬幣，對於 n 次的天平中，不能每一次都出現在相同位置(即天平的

左盤、右盤或是未上秤)。 
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第三章     實例 

    本文主要介紹「一枚硬幣重量有誤但不知其較重或較輕」的例子，以秤4次

為例，秤4次最多可從 
34−3

2
 = 39 枚硬幣之中找到有問題的那枚硬幣並且知道

其較輕或是較重。以下分別是動態秤法和固定秤法的操作過程 

 

3.1 動態秤法 
我們先將1號硬幣到13號硬幣放在天平的左盤，14號到26號放在天平的右盤。 

 天平左傾 

    若天平左傾，代表1號硬幣到13號硬幣其中一枚較重(以下簡記為1+、

2+、3+…以此類推)，或是14號硬幣到26號硬幣其中一枚較輕(以下簡記為

14−、15−、16−…以此類推)。後續操作如圖3-1： 

 

      ○1 ○2 ○3 ○4 ○5 ○6 ○7 ○14 ○15                      ○8 ○9 ○10 ○11 ○12 ○13 ○16 ○17 ○31  

 

 

 

  1+2+3+4+5+             18−19−20−21−22−              8+9+10+11+ 
 6+7+16−17−               23−24−25−26−              12+13+14−15− 

 

 ○1 ○2 ○3    ○4 ○5 ○6           ○18 ○19 ○20    ○21○22○23           ○1 ○8 ○9     ○10 ○11 ○12  

 

 

1+2+   7+    4+5+    21−22−   24−   18−19−    8+9+    13+      10+11+ 
 3+  16−17−   6+      23−      25−26−   20−             14−15−   12+ 

  

○1  ○2   ○16  ○17    ○4  ○5   ○21  ○22     ○24  ○25     ○18  ○19    ○8  ○2   ○14  ○15    ○10  ○11  

 

1+3+2+ 17−7+16−   4+ 6+ 5+ 22−23−21− 25−26−24− 19−20−18−  8+  9+ ∅  15−13+14−10+12+11+ 

 

圖3-1 
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 天平右傾 

    若天平右傾，代表1號硬幣到13號硬幣其中一枚較輕(以下簡記為1−、

2−、3−…以此類推)，或是14號硬幣到26號硬幣其中一枚較重(以下簡記為

14+、15+、16+…以此類推)。後續操作如圖3-2： 

 

 

      ○1 ○2 ○3 ○4 ○5 ○6 ○7 ○14 ○15                      ○8 ○9 ○10 ○11 ○12 ○13 ○16 ○17 ○31  

 

 

 

 

 

 

  8−9−10−11−             18+19+20+21+22+              1−2−3−4−5− 
 12−13−14+15+             23+24+25+26+                6−7−16+17+ 
 

 

 ○1 ○8 ○9     ○10 ○11 ○12          ○18 ○19 ○20    ○21○22○23            ○1 ○2 ○3    ○4 ○5 ○6  

 

 

 

 

10−11−  13−     8−9−    18+19+   24+   21+22+    4−5−     7−    1−2− 
   12−  14+15+           20+    25+26+   23+       6−    16+17+   3− 
  

 

 

○10  ○11    ○14  ○15    ○8  ○2    ○18  ○19     ○24  ○25     ○21  ○22  ○4  ○5    ○16  ○17 ○1  ○2  

 

11−12−10− 14+13−15+  ∅ 9−8−  18+ 20+19+ 24+ 26+25+ 21+ 23+22+ 5−6−4−  16+7−17+ 2−3−1− 

 

圖3-2 
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 天平平衡 

    若天平平衡，代表27號硬幣到39號硬幣其中一枚較重(以下我們簡記

為27+、28+、29+…以此類推)或較輕(以下簡記為27−、28−、29−…以此

類推)。後續操作如圖3-3： 

 

 

          ○1 ○27○28○29○30                             ○31○32○33○34○35  

 

 

 

 

 

 

   27+28+29+30+            36+37+38+39+             27−28−29−30− 
31−32−33−34−35−          36−37−38−39−           31+32+33+34+35+ 
  

 

 

 ○27○28○31    ○29○30○32            ○36○37      ○4 ○38            ○27○28○31    ○29○30○32  

 

 

27+28+ 33−  29+30+  36+37+    39+   36−37−    29−30−   33+  27−28− 
 32−  34−35−  31−      38−        39−     38+        31+  34+35+  32+ 
  

 

 

 ○27  ○28    ○33  ○34    ○29  ○30    ○36  ○37   ○1  ○39    ○36  ○37     ○29  ○30    ○33  ○34   ○27  ○28  

 

27+32−28+34−35−33− 29+31−30+36+38−37+39−∅ 39+  37−38+36−   30−31+29− 33+35+34+28−32+27− 

 

圖3-3 
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3.2 固定秤法 

   

第一次 

     ○1 ○2 ○3 ○4 ○5 ○6 ○7 ○8 ○9 ○10○11○12○13                              ○14○15○16○17○18○19○20○21○22○23○24○25○26  

 

 

第二次 

     ○1 ○2 ○3 ○4 ○5 ○6 ○7 ○14○15○27○28○29○30                              ○8 ○9 ○10○11○12○13○16○17○31○32○33○34○35  

                                   

 

 

第三次 

     ○1 ○2 ○3 ○8 ○9 ○18○19○20○27○28○31○36○37                              ○4 ○5 ○6 ○10○11○12○21○22○23○29○30○32○38  

                                   

 

 

第四次 

     ○1 ○4 ○8 ○10○14○16○18○21○24○27○29○33○36                              ○2 ○5 ○11○15○17○19○22○25○28○30○34○37○39  

                                   

 

圖3-4 

 

    圖3-4為固定秤法的一組解，由上而下依序是第一次，第二次，第三次，第

四次天平左右兩盤擺放的硬幣。 

    舉例來說，倘若第一次天平左傾，第二次天平左傾，第三次天平左傾，第

四次天平左傾，代表○1 較重；反之，第一次天平右傾，第二次天平右傾，第三

次天平右傾，第四次天平右傾，則代表○1 較輕。若第一次天平左傾，第二次左

傾，第三次左傾，第四次平衡，以下簡稱左左左平，代表○3 較重。整理並簡稱

可得表3-1。 
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表3-1 

編  號 1 2 3 4 5 

重 左左左左 左左左右 左左左平 左左右左 左左右右 

輕 右右右右 右右右左 右右右平 右右左右 右右左左 

編  號 6 7 8 9 10 

重 左左右平 左左平平 左右左左 左右左平 左右右左 

輕 右右左平 右右平平 右左右右 右左右平 右左左右 

編  號 11 12 13 14 15 

重 左右右右 左右右平 左右平平 右左平左 右左平右 

輕 右左左左 右左左平 右左平平 左右平右 左右平左 

編  號 16 17 18 19 20 

重 右右平左 右右平右 右平左左 右平左右 右平左平 

輕 左左平右 左左平左 左平右右 左平右左 左平右平 

編  號 21 22 23 24 25 

重 右平右左 右平右右 右平右平 右平平左 右平平右 

輕 左平左右 左平左左 左平左平 左平平右 左平平左 

編  號 26 27 28 29 30 

重 右平平平 平左左左 平左左右 平左右左 平左右右 

輕 左平平平 平右右右 平右右左 平右左右 平右左左 

編  號 31 32 33 34 35 

重 平右左平 平右右平 平右平左 平右平右 平右平平 

輕 平左右平 平左左平 平左平右 平左平左 平左平平 

編  號 36 37 38 39   

重 平平左左 平平左右 平平右平 平平平右   

輕 平平右右 平平右左 平平左平 平平平左   
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    如果把天平左傾的左對應到阿拉伯數字1，平衡的平對應到數字0，右傾的

右對應到數字2，則表3-1可整理並改寫成表3-2。 

 

表3-2 

編  號 1 2 3 4 5 

重 1111 1112 1110 1121 1122 

輕 2222 2221 2220 2212 2211 

編  號 6 7 8 9 10 

重 1120 1100 1211 1210 1221 

輕 2210 2200 2122 2120 2112 

編  號 11 12 13 14 15 

重 1222 1220 1200 2101 2102 

輕 2111 2110 2100 1202 1201 

編  號 16 17 18 19 20 

重 2201 2202 2011 2012 2010 

輕 1102 1101 1022 1021 1020 

編  號 21 22 23 24 25 

重 2021 2022 2020 2001 2002 

輕 1012 1011 1010 1002 1001 

編  號 26 27 28 29 30 

重 2000 0111 0112 0121 0122 

輕 1000 0222 0221 0212 0211 

編  號 31 32 33 34 35 

重 0210 0220 0201 0202 0200 

輕 0120 0110 0102 0101 0100 

編  號 36 37 38 39   

重 0011 0012 0020 0002   

輕 0022 0021 0010 0001   
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    再將數字序列考慮成一個三進位數，並且將其轉換成十進位數，標註在三

進位數的後方，則表3-2可整理成表3-3。 

 

表3-3 

編  號 1 2 3 4 5 

重 1111(40) 1112(41) 1110(39) 1121(43) 1122(44) 

輕 2222(80) 2221(79) 2220(78) 2212(77) 2211(76) 

編  號 6 7 8 9 10 

重 1120(42) 1100(36) 1211(49) 1210(48) 1221(52) 

輕 2210(75) 2200(72) 2122(71) 2120(69) 2112(68) 

編  號 11 12 13 14 15 

重 1222(53) 1220(51) 1200(45) 2101(64) 2102(65) 

輕 2111(67) 2110(66) 2100(63) 1202(47) 1201(46) 

編  號 16 17 18 19 20 

重 2201(73) 2202(74) 2011(58) 2012(59) 2010(57) 

輕 1102(38) 1101(37) 1022(35) 1021(34) 1020(33) 

編  號 21 22 23 24 25 

重 2021(61) 2022(62) 2020(60) 2001(55) 2002(56) 

輕 1012(32) 1011(31) 1010(30) 1002(29) 1001(28) 

編  號 26 27 28 29 30 

重 2000(54) 0111(13) 0112(14) 0121(16) 0122(17) 

輕 1000(27) 0222(26) 0221(25) 0212(23) 0211(22) 

編  號 31 32 33 34 35 

重 0210(21) 0220(24) 0201(19) 0202(20) 0200(18) 

輕 0120(15) 0110(12) 0102(11) 0101(10) 0100(9) 

編  號 36 37 38 39   

重 0011(4) 0012(5) 0020(6) 0002(2)   

輕 0022(8) 0021(7) 0010(3) 0001(1)   
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第四章     結論與展望 

在本篇論文之中，我們利用「決策樹」配合《數學歸納法》以及《鴿籠原理》，

證明了 

1. 已知一枚硬幣較重 

利用無碼法天平秤 n 次過後，最多可以從3𝑛枚硬幣中找到較重的那一枚。 

 

2. 已知一枚硬幣較輕 

利用無碼法天平秤 n 次過後，最多可以從3𝑛枚硬幣中找到較輕的那一枚。 

 

3. 已知一枚硬幣重量有誤但不知其較重或較輕  

利用無碼法天平秤 n 次過後，最多可從 
3𝑛−3

2
 枚硬幣中找到有問題的那枚硬

幣並知道其較輕或是較重。 

 

    我們將小數字的例子，透過實作步驟，分析其規律性，利用數學歸納法推

廣到任意整數，決策樹在其中扮演重要角色，當所有硬幣混在一起時，特別是

「已知一枚硬幣有問題但不知其較輕或較重」的證明，一個硬幣有兩個結果導

致我在一開始不知該如何下手。利用決策樹，在第一次天平擺放後並將其結果

分成三部分時，我才明白必須分別討論。而此三部分之中的每一部分皆可再如

法炮製的做下去，並且有其規律性，透過數學歸納法找到一般式，最後再利用

鴿籠原理證明我們所得的一般式是最多且可達到的。 

 

    我所做的固定秤法，說明與實例是建立在動態秤法的結論之上，固定秤法

是可以允許有3𝑛個結果，扣除某一號硬幣從未擺上任一個天平，即其結果為平

平平…，則剩餘的3𝑛 − 1個結果之中，我無法單從固定秤法的限制下證明出為

何僅有3𝑛 − 3個結果有用，並且多餘的2個結果是哪2個表格，也並非是唯一

的，我猜想過多餘的兩個會不會是全左或全右? 然而，在三枚硬幣的例子中，

我認為是可以允許有全左或全右存在的，實際操作的比較如圖4-1、圖4-2與表

4-1、表4-2。 
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 三枚硬幣之固定秤法實例一 

第一次                       第二次 

             ○1        ○2                   ○1        ○3  

 

圖4-1 

 

表4-1 

編  號 1 2 3 

重 左左 右平 平右 

輕 右右 左平 平左 

多餘的結果為：左右、右左 

 

 

 三枚硬幣之固定秤法實例二 

     第一次                       第二次 

               ○1        ○2                   ○3        ○1  

  

圖4-2 

 

表4-2 

編  號 1 2 3 

重 左右 右平 平左 

輕 右左 左平 平右 

多餘的結果為：左左、右右 

 

    上述的兩個實例，皆可在三枚硬幣中找出有問題的那枚硬幣並知道其較輕

或較重，但是兩個實例多餘的結果卻不一樣。因此我推論：在決策樹的證明裡

已經證明了最多能秤出3𝑛 − 3個結果，然而固定秤法雖然看似有3𝑛 − 1個結果可

以用，但相較之下多餘的是哪兩個結果，就不得而知了。 
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    另外，39個硬幣的固定秤法與表格，是我利用決策樹的輔助，拼湊出來

的，並非唯一的擺法，然而很可惜地我僅能給出一套原則，而無法給予一套更

有系統或是更加規律的做法，甚至是歸納出一個演算法。我將其結果轉換成三

進位數，如表3-2，再將三進位數與十進位數做對照，如表3-3，試圖從三進位

數或是十進位數字中找尋靈感，屢屢嚐試卻都無功而返，但自找尋的過程中我

歸納出以下幾個造成阻礙的原因： 

    首先，因為一枚硬幣其較重與較輕的結果是相對的，如表3-1所示，1號硬

幣較重的結果是左左左左，則1號硬幣較輕的結果就一定是右右右右，如此一來

其三進位數與十進位數就必然呈現配對的模式。按照硬幣的編號分配數字，例

如：1號硬幣分配到整數1，即三進位數中的0001，則必然也會伴隨整數2，三進

位數中的0002；2號硬幣分配到整數3，即三進位數中的0010，則必然也會伴隨

整數6，三進位數中的0020，硬幣會將整數分割的破碎凌亂。 

    再者，1號硬幣較重是分配到整數1還是整數2，又有兩種選擇，每一枚硬幣

都是如此，因此有2𝑛種，還要搭配每一個天平左右盤擺放個數的限制，例如在

秤4次的實例中，天平的左右兩盤都只能各自擺放13枚硬幣，以上種種原因導致

我窒礙難行，無法在固定秤法上給出一個漂亮的演算法，期許往後若有優秀的

後輩對此感興趣可以加以研究，甚至是完成它。 
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