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Abstract 

 

 In this thesis, we study the Diffy   -gon. Under conditions where some results 

of Diffy quadrilateral are known, first we study the Diffy octagon, therefore we 

consider the general Diffy   -gon, and then discuss the convergence and properties 

between them. 

 Second, we study whether there are some relationships between each Diffy 

  -gon. We discuss the relationships by two directions “construction” and “amount” 

in this thesis, and we find some good results. 

 Third, we try to decompose the Diffy   -gon. We partition a Diffy polygon with 

more edges into several Diffy polygons with less edges, and discuss the relationships 

between them. 

 Finally, we consider the general Diffy  -gon. We discuss the decomposition of 

Diffy  -gon, and we also find some results. We think that the result of this part may 

be a good way to study the general Diffy  -gon in the future. 
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摘要 

 

 本論文中，我們主要探討 Diffy   邊形。在已知 Diffy四邊形的一些結果之

下，我們首先研究 Diffy 八邊形，之後，我們將其推廣至一般 Diffy   邊形，討

論它們的收斂性以及共同性質。 

 接下來，我們研究每一個 Diffy   邊形之間，是否存在著某些關聯。本文從

「結構」及「數量」兩個大方向去探討彼此間的關係，並得出一些不錯的結果。 

 之後，我們嘗試將 Diffy   邊形做分解，將一個邊數多的 Diffy多邊形分解

成數個邊數較少的 Diffy 多邊形，以及討論兩種 Diffy多邊形它們彼此的關聯。 

最後，我們嘗試把分解的可行性推廣至更一般的 Diffy  邊形，不再只限制

於  邊形的狀況，也得到了一些結果。而這一部分的研究，也給未來研究一般的

Diffy  邊形時，一個很好的起步方向。 
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第一章 前言 

 

Diffy 多邊形的概念，最早源自於一個簡單的小遊戲：Diffy box（中文稱作

「迪菲方塊」）。其基本的構造流程如下： 

1. 繪製一正方形，並在正方形的四個頂點上分別寫下一個非負整數。 

2. 對每一組相鄰的頂點，將兩頂點上的數字，做相減後再取絕對值的運算，

並將得出的四個值分別寫在四個邊上的中點位置。 

3. 連接四個邊中點的數字，使之形成一個較小的新的正方形。 

4. 重複步驟 2及步驟 3，直到四個頂點的數字全部為 0。 

 

以下我們舉個簡單的 Diffy box 的例子： 

 

（圖 1.1：Diffy Box 的例子） 

 

 另外，我們也可以將上圖做拆解，畫成一個計算過程如下： 

 

（圖 1.2：Diffy Box 的例子） 
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 有了 Diffy box 的構造流程之後，我們可以試著將四邊形延伸至正多邊形，

然後用同樣的流程及運算，造出一個 Diffy多邊形。若假設該正多邊形之邊數為

n，則 Diffy  邊形的構造流程如下： 

1. 繪製一 n邊形，並在 n邊形的 n個頂點上分別寫下一個非負整數。 

2. 對每一組相鄰的頂點，將兩頂點上的數字，做相減後再取絕對值的運算，

並將得出的 n個值分別寫在 n個邊上的中點位置。 

3. 連接 n個邊中點的數字，使之形成一個較小的新的 n 邊形。 

4. 重複步驟 2及步驟 3。 

 

顯然地，其流程並無太多異處，但唯獨步驟 4，對於大部分的 n邊形，並不

一定最後都會有全部頂點皆為 0的狀況發生。事實上，在五邊形、六邊形、七邊

形的狀況下，任意給定所有頂點上的數字後，經過上述流程，絕大部分都不會有

頂點全為 0的結果；而八邊形的結果卻與四邊形一樣，無論一開始頂點上給的是

什麼數字，最後必定會有八個頂點全為 0的結果。 

 於是，我們便開始了相關的研究。本文一開始我們會先給出一些定義與符號、

以及一般的 Diffy  邊形都會有的一些基本性質。之後，我們開始著重於 Diffy

八邊形的探討，是否真的如四邊形的狀況一樣，計算過程中必定會出現八個頂點

上數字皆為 0的結果。最後，如果上述為真，那麼 Diffy 四邊形與 Diffy八邊形

有什麼關聯？Diffy十六邊形是否也具有相同特性？如果 Diffy十六邊形也是，那

是不是 Diffy   邊形（       ）都具有相同性質呢？這些問題將是我們在

本文中要探討的方向。 
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第二章 定義、符號與基本性質 

 

【定義 2.1】給定一個初始的 Diffy n 邊形，我們以               代表 Diffy n

邊形中 n個頂點的數字依順時鐘方向排列所形成的序列，其中  為非負整數，

     。 

 

【定義 2.2】令                                          ，代表由  做

一次相減取絕對值的運算後，所得到的下一個 Diffy n 邊形。依此類推，可以定

義  為    再做一次同樣的運算後，所得到的第   個 Diffy n邊形，也可以說是由

  做   次運算後，所得到的第   個 Diffy n 邊形。 

 

【定義 2.3】若  經過了   次運算後，首次得到一個全為 0的數列，則我們稱  經

   次運算後收斂至 0，記為        表示它的運算長度。 

 

【定義 2.4】假設  經過了   次運算後得到數列  ，  經過了   次運算後得到數

列  ，其中   。如果     ，且             ，則我們稱  經   次運算

後進入循環，而  、    、 、   稱為一個循環節，其循環長度為   。 

 

【定義 2.5】我們以  來表示在  這個數列中，值最大的那一個數字，記為 

                          。依此類推，我們可以定義          ，

來表示  這個數列裡面的最大值。 

 

 以下我們試著將第一章中的例子，用符號來表示，過程中以「→」代表運算

過程。由下面的例子，我們可以說：Diffy四邊形                  經過 3次

運算後收斂至 0。 
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                 →              →              →              

（圖 2.1：Diffy Box 的例子用符號表示） 

 

 接下來我們介紹有關 Diffy n邊形最基本的性質，往後將不時地會使用到。 

 

【性質 2.6】給定任意一個 Diffy n 邊形                 ，若將該 Diffy n 邊形

上每個頂點的數字同時順時鐘
  

 
，那麼所形成的另外一個 Diffy n邊形

  
                     ，具有與  完全相同的計算過程與結果。此性質我們

稱為「旋轉不變性質」。 

 

例如下面的例子，可以發現圖 2.2與圖 2.1具備完全相同的過程，差別僅在

於所有數字都順時鐘旋轉了一個
 

 
。 

 

  
                →   

            →   
            →   

            

（圖 2.2：旋轉不變性質的例子） 
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【性質 2.7】給定任意一個 Diffy n 邊形  ，若沿著該 Diffy n 邊形的其中一條對

稱軸翻轉一次，那麼所形成的另外一個 Diffy n 邊形  
 ，具有與  完全相同的計

算過程與結果。此性質我們稱為「翻轉不變性質」。 

 

例如下面的例子，若  
 是  以虛線做為對稱軸而翻轉過來的數列，則可以

發現圖 2.3與圖 2.1具備完全相同的過程。 

 

  
                  →   

               →    
               →    

  

            

（圖 2.3：翻轉不變性質的例子） 

 

【性質 2.8】給定任意一個 Diffy n 邊形                 ，將該 Diffy n 邊形上

每個頂點的數字同時加上一個整數 k（                   ），形成另外一個

Diffy n邊形  
                      。則兩個 Diffy n 邊形具有完全相同

的計算過程與結果。此性質我們稱為「平移不變性質」。（註： k之所以有限制，

是為了要符合 Diffy n 邊形的一個定義，所有頂點上的數字都是非負整數。） 

[ 證明 ] 

                      

                                           . 
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     . 

⇒   與  
 經過一次運算後得到相同結果，因此之後的運算都會完全相同。得證。 

 

【性質 2.9】給定任意一個 Diffy n 邊形                 ，將該 Diffy n 邊形上

每個頂點的數字同時被一個整數 k減去（                  ），形成另外一

個 Diffy n 邊形  
                      。則兩個 Diffy n 邊形具有完全相

同的計算過程與結果。此性質我們稱為「互補不變性質」。（註： k之所以有限

制，是為了要符合 Diffy n 邊形的一個定義，所有頂點上的數字都是非負整數。） 

[ 證明 ] 

                      

                                           . 

   
                         

   
                       

                                            

                                           

                                           

     . 

⇒   與  
 經過一次運算後得到相同結果，因此之後的運算都會完全相同。得證。 

 

【性質 2.10】給定任意一個 Diffy n 邊形                 ，將該 Diffy n 邊形

上每個頂點的數字同時乘上一個實數 ，形成另外一個 Diffy n 邊形  
        

           。則兩個 Diffy n邊形具有相似的計算過程與結果，過程中所有由  
 

計算出來的數字，皆為由  計算出來的數字的 倍。此性質我們稱為「縮放相似

性質」。 
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[ 證明 ] 

                      

                                           . 

   
                         . 

   
                                        

                                               

       . 

⇒ 由此可知，無論經過幾次運算，在  
 的計算過程所得出的數字，皆為  的計

算過程所得出的數字的 倍。得證。 

 

【性質 2.11】     ，     ，也就是說，在運算過程中，數列中的最大數將

會遞減。 

[ 證明 ] 

我們僅須證明    ，       即可。 

假設                 ， 

那麼                                             

    ，        

      ，             

⇒      ，          ，故    的每個元素都會小於等於  ，所以       。

得證。 

 

【性質 2.12】任意一個 Diffy n 邊形，經過多次運算後，最後必定發生下列兩種

情況中的其中一種：收斂至 0，或者進入循環。 

 

【性質 2.13】給定一個 Diffy n 邊形，經過多次運算後，如果進入循環，則該數

列必定成為一個所有元素都是由 0或正整數   所組成的二元數列。 
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[ 證明 ] 

假設  、    、 、   為一個循環，其中     ，則     。 

又因為數列最大值為遞減，所以       ，           。 

⇒ 在這個循環節內，所有數列的最大值皆相等。 

我們令這個共同的最大值為  ，現在我們要證明： 

在這個循環節內的所有數列， 

都只包含 0和   這兩個整數。 

現在考慮  裡面的其中一個必定含有的元素  。 

因為      ， 

所以它的上一個數列    必定有兩個相連的元素是 0或 。 

接著，考慮    裡面的那兩個相連的元素 0和  。 

因為      ，所以它的上一個數列    必定有三個相連的元素是 0或 。 

依此類推，可推到  有     個相連的元素是 0和  。 

然後又因為     的關係，可推到  有     個相連的元素是 0和  ， 

再推到    有     個相連的元素是 0和  ，依此接續下去。 

所以，無論這個 Diffy n 邊形的 n有多大（也就是不管這個數列的元素數量有多

少），只要能往回推足夠多次（也就是 n次），便可以保證在此之後，所有的數列

  裡面的所有元素都只能含有 0和  這兩個數字，故得證。 

 

 由「性質 2.13」可知道，無論是什麼樣的 Diffy n 邊形，只要它開始進入循

環，必定是由 0和正整數  所組成的。實際上，可以收斂至 0 的 Diffy n 邊形，

在運算過程中也會有一部分數列是由 0和正整數  所組成的。所以，所有的 Diffy 

n邊形，必定會發生數列中所有元素是由 0和一個正整數  所組成的狀況。 

 此外，根據「性質 2.10——縮放相似性質」，我們可以把二元數列提出一個

倍數  ，使得它接下來的運算過程是相似的。因此在本文接下來的內容，當有需

要用到二元數列的部分時，我們會以     來做為該二元數列的元素。 
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第三章 Diffy 八邊形 

 

 在前面一章，我們介紹了一些基本性質，這些性質無論是在幾邊形下都是成

立的。現在我們開始著重於 Diffy 八邊形的探討。 

 首先，根據第二章的內容，我們可以知道，任意一個 Diffy 八邊形，在經過

多次的運算之後，會變成僅由 0和一個正整數   所組成的數列，再經由縮放相似

性質，變成一個僅由 0和 1所組成的數列。 

 現在，我們令  
              ，        ，     。所以我們已經知

道，任意一個 Diffy八邊形  經過多次運算後，都會變成如上述  
 的形式。 

為了後續推導某些理論與某些很好的結果，我們預先假設 Diffy八邊形「可

以旋轉」但「不能翻轉」（下方的圖 3.1和圖 3.2即為例子），那麼我們可以利用

cycle index的方式算出  
 可能的個數。 

 

（圖 3.1：右邊的                     是由左邊的                    順時鐘轉 45 

得到的，因此左右兩個 Diffy八邊形我們會視為同一個。） 
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（圖 3.2：右邊的                     是由左邊的                    以虛線做對

稱軸翻轉得到的，但是左右兩個 Diffy八邊形我們會視為不同的兩個。） 

 

【引理 3.1】假設我們要以 種顏色在正 n邊形上的所有頂點進行著色，旋轉視為

同一種，但翻轉視為不同種，那麼著色的方法數總共有
 

 
       

   
   種，其中

d為所有 n的正因數，    為歐拉函數（Euler’s function），即     不大於 d

且與 d互質的正整數個數。 

 

 由「引理 3.1」，令   ，則我們可以得到正八邊形的 cycle index 為 

 

 
   

     
     

     
  ，再來把所有的 以 2代入，得到所求   ，也就是說，

一個 Diffy 八邊形，所有頂點填入 0 或 1，旋轉視為同一種，翻轉視為不同種，

則填入的總方法數為 36種。 

 接下來，我們用窮舉的方式，把可能的 36種 Diffy八邊形  
 都列出來，再

來把彼此間的運算關係繪製成圖 3.3。於是我們發現，無論一開始任意給定的

Diffy八邊形  是什麼，也無論這個  會運算到哪一種  
 ，最後都會有一條路徑

可以收斂至 0，因此我們先以「窮舉」的方式，說明了任意一種 Diffy八邊形  ，

會先跑到 36個可能的  
 的其中一個，然後最終都會收斂至 0。 
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（圖 3.3：Diffy八邊形的收斂路徑圖） 

 

 如果是用窮舉畫圖的方式，不難看出所有的 Diffy八邊形必定收斂至 0，但

是如果 Diffy n 邊形的邊數很大的時候，那麼窮舉畫圖顯然就不是好方法了。因

此接下來我們將會給出一個比較適合的證明方法，來證明所有的 Diffy 八邊形必

定收斂至 0。而之後，我們會說明，利用這個證明方法，可以推得所有 Diffy   邊

形必定收斂至 0。 

 

【引理 3.2】令 、       ，則恆有               。 
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所以，當在八邊形上所有數字皆為 0或 1時，在做相減取絕對值的運算時，

可以視為在做相加後同餘 2的運算，也可以視為奇偶數之間的加減運算，亦可視

為在整數加法群  內的運算。 

 

【定理 3.3】令  
                   為一個 Diffy八邊形，其中所有字母皆為

0或 1。則該八邊形必定會在 8 步內收斂至 0，即    
    。 

[ 證明 ] 

因為引理 3.2，我們可以把所有相減取絕對值的運算，換成相加後同餘 2的運算，

其結果不變。於是我們可以畫成如下圖 3.4的樣子，其中兩個箭頭所指向的數字，

代表它的上兩個數字相加後同餘 2的結果。例如，在第一步到第二步中的   與

   ，因為兩者相加後變成      ，經過同餘 2的運算後，無論 一開始是

0或 1都會被化簡掉，最後剩下   ，其他的狀況也是同理。因此，如下圖所示，

無論  
                   是怎麼組成的，其必定會經過至多 8次運算後收斂

至 0。 
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（圖 3.4：證明 Diffy 八邊形必會在 8步內收斂至 0） 

 

 在定理 3.3的證明中，除了使用到在整數加法群  內一個特別的運算性質之

外，其實也用到了一點二項式定理與巴斯卡三角形的概念。而這些概念我們將會

在探討 Diffy   邊形時詳細說明。 
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 至此，我們已經證明了，給定任意一個 Diffy 八邊形，它的運算過程必定會

呈現如下的狀況： 

1. 經過多次運算之後，會變成頂點上的數字僅由 0和一個正整數   組成的

八邊形，等同於形成了一個僅由 0和正整數   組成的 8個元素的數列。 

2. 因為縮放相似性質，我們可以化簡成一個頂點上的數字僅由 0和 1所組

成的八邊形，等同於化簡成一個僅由 0 和 1 所組成的八個元素的數列，

進而成為 36個可能的 Diffy八邊形中的其中一個。 

3. 因為定理 3.3，這個八邊形必定會在至多 8步內收斂至 0。 
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第四章 Diffy   邊形 

 

 在前面一章，我們說明了任意的 Diffy八邊形必定會收斂至 0，而在前言我

們也提到了任意的 Diffy 四邊形也會收斂至 0。於是我們開始思考，既然四邊形

與八邊形都收斂至 0了，那麼是不是 Diffy 十六邊形也會收斂呢？又或者其實所

有邊數為 2的冪次的 Diffy   邊形都會收斂至 0呢？所以接下來我們開始討論一

般的 Diffy   邊形，是否會有一樣的性質。 

 在開始證明是否所有 Diffy   邊形都會收斂至 0之前，我們先介紹一些在證

明過程中會用到的工具。 

 

【定義 4.1】如右圖所示，由最上方開始， 

令最上方的 1是第 0行，而下一行的 1、1 

為第一行，第二行之後的每個數字都是 

它左上方和右上方的數字的和，依此類推 

所形成的由正整數構成的三角形，稱做巴 

斯卡三角形。 

 

【引理 4.2】          
  

         ，該式子即為二項式定理。 

 

【引理 4.3】在巴斯卡三角形中的第   行的數字，即為二項式      展開後的

各項係數。（例如巴斯卡三角形中第三行依序為 1、2、1，對應          

      的係數） 
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【定理4.4】巴斯卡三角形中第    行的所有數字必定為奇數，其中       。 

[ 證明 ] 

根據引理 4.3，第    行的所有數字為      
       

        
            的係

數，所以我們必須證明，對所有的   、 、 、    ，  
    是奇數就完成

證明了。 

  
     

                   

       
   

    

 
 
    

 
   

    

 
 

   
    

 

 

   

 

令      ，其中       ，    是一個奇數，表示把   做了因數分解後，

分解成 2的冪次與一些奇數的乘積，則 
    

 
 

       

    
 

          

    
 

      

 
。 

因為   是一個奇數，所以      必定是一個奇數，那麼   
      

    

 

 
    就

會變成許多個分子與分母都是奇數的分數做相乘，則  
    必定會變成一個分子

與分母都是奇數的分數，奇數除奇數的結果亦為奇數，所以  
    為一個奇數，

同時也說明了巴斯卡三角形中第    行的所有數字必定為奇數的結果。 

 

【定理 4.5】巴斯卡三角形中第  行的所有數字必定為偶數，其中   。 

[ 證明 ] 

根據定理 4.4，巴斯卡三角形中第    行的所有數字必定為奇數，又因為第  行

的所有數字是由其左上與右上的第    行的數字所相加得到，故巴斯卡三角形

中第  行的所有數字必定為一個奇數加上另一個奇數，而奇數加上奇數必為偶數，

所以本定理得證。 
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 有了上述這些定理之後，我們開始討論 Diffy   邊形的情況。令

                為任意一個 Diffy   邊形，其中  為非負整數，      。

根據第二章的內容，任意的  都可以化簡成  
               ，其中        ，

      。接著我們給出一個定理敘述，並證明任意的 Diffy   邊形必定會收

斂至 0。 

 

【定理 4.6】令  
               ，其中        ，      。則 

    
 的所

有元素必為                    ，且 
  
 的所有元素必為 0。換句話說，任

意一個由 0和 1組成的 Diffy   邊形必定會在  步內收斂至 0，即    
     。 

[ 證明 ] 

首先，根據引理 3.2，所有相減取絕對值的運算，都可以視為在做相加後同餘 2

的運算，也就是在整數加法群  內的運算。故我們假設現在所有運算都在整數加

法群  內計算。 

⇒   
                                           

        
      

        
      

          
         

         
       

      

⇒   
                               

                                     

        
      

      
        

      
      

          

           
         

       
       

       
      

      

⇒   
                                        

                                             

        
      

      
      

        
      

      
      

         

           
         

       
      

       
       

      
      

      

依此類推，我們可以發現，當計算到  
 時，它裡面的每個元素中的各項係數，都

會形成像巴斯卡三角形中的第   行的數字，也就是形如二項式      展開後的

各項係數。 
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我們依序這個規則，當算到第    步時，也就是算出 
    
 時，有以下結果： 

 
    
 的第一個元素為   

         
          

    
           

    
        

 
    
 的第二個元素為   

         
          

    
         

    
       

   

 
    
 的第    個元素為 

  
            

           
    
           

    
          

 
    
 的第  個元素為 

  
          

          
    
           

    
          

根據定理 4.4，因為對所有   、 、    ，  
    是奇數， 

所以在整數加法群  內， 

 
    
 的第一個元素可化簡為                   

 
    
 的第二個元素可化簡為                   

依此類推，我們便算出，在 
    
 內的每一個元素都是                 ，

因此它的下一步 
  
 就會變成一個所有元素必為 0的數列了，也就是 

  
 必定收斂

至 0，證畢。 

 

至此，我們可以像第三章一樣，總結出一個 Diffy   邊形的計算流程。若我

們給定任意一個 Diffy   邊形，它的運算過程必定會呈現如下的狀況： 

1. 經過多次運算之後，會變成頂點上的數字僅由 0和一個正整數   組成的

  邊形，等同於形成了一個僅由 0和正整數   組成的  個元素的數列。 

2. 因為縮放相似性質，我們可以化簡成一個頂點上的數字僅由 0和 1所組

成的  邊形，等同於化簡成一個僅由 0和 1所組成的  個元素的數列。 

3. 因為定理 4.6，這個  邊形必定會在至多  步內收斂至 0。 
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第五章 Diffy   邊形彼此間的相關性 

 

 我們已經知道，對所有的   ，   ，Diffy   邊形都具有「必定收斂至 0」

這個性質。那麼，所有的 Diffy   邊形還有沒有其他共同擁有的性質呢？所有的

Diffy   邊形彼此間有沒有存在何種關聯性呢？ 

 我們從探討最簡單的狀況開始，也就是討論 Diffy四邊形與 Diffy八邊形之

間的關聯性。首先，我們先假設 Diffy四邊形與 Diffy八邊形都已化簡成僅由 0

和 1組成的狀況，然後展示出他們的收斂圖，如下圖 5.1及 5.2。 

 

（圖 5.1：Diffy四邊形的收斂路徑圖） 

 

（圖 5.2：Diffy八邊形的收斂路徑圖） 
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 我們將這兩種收斂圖放在一起，如下圖 5.3，其中藍色框框的部分就是 Diffy

四邊形的收斂路徑圖，而紅色和綠色框框的部分則是 Diffy八邊形的收斂路徑圖。

若比較藍色框框處與紅色框框處的部分，我們可以發現，Diffy八邊形的收斂圖

中，紅色框框部分的所有八元數列，可以對應到藍色框框處中所有四元數列，而

其中的關係就是，藍色框框處中某一個四元數列重複寫兩次，就會成為紅色框框

中相對應位置的八元數列。 

 例如，藍色框框處最上方的數列            ，將它重複寫兩次後，就會對應

到紅色框框處相同位置（也就是最上方）的數列                   。 

 而剩下來的兩個綠色框框部分，我們發現，如果把每一個數列當作是一個節

點，則每一個綠色框框內都各自形成了一個高度為 3，節點數為 15的完滿二元

樹（full binary tree）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（圖 5.3：Diffy四邊形與 Diffy 八邊形的收斂圖比較與關聯） 

 

 既然我們發現，Diffy 八邊形的收斂圖是由兩個完滿二元樹（圖 5.3的綠色

框框部分）與一個 Diffy 四邊形的路徑圖（圖 5.3的紅色框框部分）所構成的，

那麼，Diffy 十六邊形的收斂圖是否由數個完滿二元樹與一個 Diffy八邊形的路徑
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圖所構成的呢？以下我們先舉一個 Diffy十六邊形的例子。 

 

【例子 5.1】假設                                      ，那麼它的運算過程為： 

→                                        →                                        

→                                        →                                        

→                                        →                                        

→                                        →                                        

→                                        →                                         

→                                        →                                        

→                                        →                                        

→                                        →                                        

當中我們觀察到以下幾件事情： 

1.                                       ，其實它就是等同於由兩個八元數列

                     寫在一起所產生的，而  、   、    也是一樣由兩個八元

數列寫在一起所產生的，分別是                    、                   、

                   。 

2. 而其中我們又發現到，                    →                      → 

                    →                    。換言之，在 Diffy 十六邊形的收斂過

程中，會走到與 Diffy 八邊形的收斂過程中某一條相同的路徑。（可對照圖

5.2最左邊那一直排，由上往下數的第 12個數列開始） 

3.                                        ，其實它就是等同於由四個四元數列

             寫在一起所產生的，而   、   、   、    也是一樣由四個四元

數列寫在一起所產生的，分別是           、           、           、           。 

4. 而其中我們又發現到，            →             →            →             →

           。換言之，在 Diffy十六邊形的收斂過程中，會走到與 Diffy四邊

形的收斂過程某一條相同的路徑。（可對照圖 5.1） 
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根據上面的例子，我們可以試著做一點猜測：Diffy十六邊形的收斂圖可能

與 Diffy八邊形很相似，收斂圖的前面是很多個完滿二元樹，之後每一個完滿二

元樹的樹頂都會連接到 Diffy八邊形的收斂圖之中最前面的其中一個數列，之後

再連接到 Diffy四邊形的收斂圖，最後收斂至 0。可以參考下圖 5.4。 

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

（圖 5.4：Diffy十六邊形的收斂路徑圖之猜測） 
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 現在，我們試著驗證這個 Diffy十六邊形收斂路徑圖的猜想是否正確。 

 

 首先，根據引理 3.1，在旋轉視為同一個，翻轉視為不同個的狀況下，把所

有可能的 Diffy十六邊形的個數算出來，其可能個數為 4116種。另外註記，Diffy

四邊形的可能個數為 6種，Diffy 八邊形的可能個數為 36種。 

 觀察 Diffy 八邊形的收斂圖，它是由兩個高度為 3，節點數為 15的完滿二元

樹，加上一個有 6個節點的 Diffy 四邊形的收斂圖所構成，所以整個 Diffy八邊

形共計有         個節點，與直接用引理 3.1算出來的個數相符合。 

 接著考慮 Diffy十六邊形的收斂圖，如果它的構造一樣是由數個完滿二元樹

加上一個有 36個節點的 Diffy 八邊形的收斂圖所構成的話，那麼它應該要符合

「完滿二元樹的個數 每個完滿二元樹的節點數        」這個式子。 

 因為我們猜測，Diffy 十六邊形收斂圖前面那些完滿二元樹，之後都會分別

接到 Diffy 八邊形收斂圖之中最前面的其中一個數列，而排在 Diffy 八邊形收斂

圖中最前面的數列共有 16個，所以可以得出，Diffy 十六邊形收斂圖前面的完滿

二元樹個數也等於 16個，於是我們有了「   每個完滿二元樹的節點數

        」這個式子，進而得到每個完滿二元樹的節點數為 255個。 

因為每一個完滿二元樹的節點數為 255個，所以每一個完滿二元樹的高度為

               ，這是一個合理的結果。 

 

那麼，在這裡我們先把 Diffy四邊形、Diffy 八邊形、Diffy十六邊形的收斂

圖與其相關性做一個整理。 
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【定理 5.2】 

i. Diffy四邊形共有 6種可能的數列。 

ii. Diffy八邊形的收斂路徑圖，是由 2個高度為 3，節點數為 15的完滿二元樹，

加上一個 Diffy四邊形的路徑圖所構成的，故 Diffy八邊形可能的數列個數

有         個。 

iii. Diffy十六邊形的收斂路徑圖，是由 16個高度為 7，節點數為 255的完滿二

元樹，加上一個 Diffy 八邊形的路徑圖所構成的，故 Diffy 十六邊形可能的

數列個數有              個。 

 

由定理 5.2，可以發現到其實 Diffy 四邊形、Diffy八邊形、Diffy 十六邊形彼

此的收斂圖都有存在密切的關聯，而且如果根據收斂圖的關係來算 Diffy   邊形

的數列個數的話，亦會與由引理 3.1的 cycle index 的方法所算出來的個數相等。 

接下來我們開始討論更一般的狀況，也就是討論一般的 Diffy   邊形，其中

   ，   。那麼，我們根據定理 5.2的結果，稍微做以下的猜測： 

 

「Diffy   邊形的收斂路徑圖，是由 個高度為 ，節點數為      的完滿

二元樹，加上一個 Diffy     邊形的路徑圖所構成的，故 Diffy   邊形可能的數

列個數有『           Diffy     邊形可能的數列個數』這麼多個。」 

 

如果上述的猜測正確，那麼除了我們在本章前面所猜測的 Diffy   邊形收斂

路徑圖的構造是正確的之外，也可以把 Diffy   邊形的數列個數寫成一個遞迴關

係式。所以我們接下來要試著驗證上述這個推測是否正確。 
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【引理 5.3】令                ，其中        ，      。如果  這個數

列含有奇數個 0（等同於有奇數個 1），那麼這個數列必定會在 Diffy   邊形收斂

路徑圖的最前面，並且這個數列會剛好走  步後收斂至 0，即        。 

[ 證明 ] 

根據定理 4.6，     的所有元素必為                    。 

又因為  ，      ，總共含有奇數個 0與奇數個 1， 

所以                     ，也就是說     的所有元素都是 1。 

最後，   就會收斂至 0，得到        。 

因為這個含有奇數個 0的數列    必須花  次計算才能收斂至 0， 

它會比其他所有含有偶數個 0 的數列較慢收斂至 0，（對於偶數個 0的數列，

                     ，所以至多在第    就會收斂至 0了） 

所以含有奇數個 0的數列就一定位於 Diffy   邊形收斂路徑圖的最前面。 

 

 如果我們所猜測的Diffy   邊形收斂路徑圖的構造是正確的，那麼在Diffy   

邊形收斂路徑圖前面的每一個完滿二元樹的樹頂，必定要接到 Diffy     邊形收

斂路徑圖最前面的那些由奇數個 0組成的數列，而且這個連接是一對一的，所以

「Diffy   邊形收斂路徑圖前面的完滿二元樹個數」，應該要與「由奇數個 0組成

的可能的    元數列之個數」相等。以下我們先對已經討論完的 Diffy 四邊形、

Diffy八邊形、Diffy 十六邊形做一些驗證。 

1. 在旋轉視為相同，翻轉視為不同的狀況下，由奇數個 0組成的 Diffy 四

邊形個數有
 

 
   

    
   

 

 
 

  

        
 

  

        
   個，剛好等於 Diffy八邊

形收斂路徑圖前面的完滿二元樹個數。 

2. 在旋轉視為相同，翻轉視為不同的狀況下，由奇數個 0組成的 Diffy 八

邊形個數有
 

 
   

    
    

    
   

 

 
 

  

        
 

  

        
 

  

        
 

  

        
  

  個，剛好等於 Diffy十六邊形收斂路徑圖前面的完滿二元樹個數。 



DOI:10.6814/NCCU201900315

‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

 

26 

 

 這樣看起來，似乎我們的猜測對於 Diffy四邊形、Diffy 八邊形、Diffy十六

邊形是正確的。那麼接著，我們繪製下圖 5.5來表示我們對 Diffy   邊形收斂路

徑圖的構造之猜想。 

 

（圖 5.5：Diffy   邊形的收斂路徑圖之猜測） 

 

 假設這樣的收斂路徑圖構造是正確的，那麼從 Diffy   邊形可能數列之個數

的角度來看的話，應該也會符合前面所提過的一個遞迴關係式，所以現在我們要

把這個遞迴關係式找出來。 

 令  是 Diffy   邊形的數列個數，所以我們現在已經找到了以下關係： 

1.      

2.                           

3.                                

 那麼，我們現在要試著找出一般項  的遞迴關係式，也就是前面提過的

                  ，然後要找出 和 要如何用 來表示。 
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 首先，我們先給一個接下來會使用到的引理。 

 

【引理 5.4】  
    

        
    

    
    

        
      

      。 

[ 證明 ] 

根據引理 4.2提到的二項式定理，我們有以下式子： 

         
      

          
        

    。 

令   ，得到     
    

        
    

                  ① 

令    ，得到    
    

               
         

           ② 

由②式移項得到  
    

        
    

    
    

        
      

       ③ 

把③式代入①式，得到       
    

        
    

  ， 

故  
    

        
    

       。 

又因為③式的關係，得到  
    

        
      

       。 

 

 有了引理 5.4之後，我們可以開始探討遞迴關係式的部分了。 

 首先，Diffy   邊形的收斂路徑圖，是由 個高度為 ，節點數為      的

完滿二元樹，加上一個 Diffy     邊形的路徑圖所構成的，再根據圖 5.5所示， 應

該要等於「由奇數個 0和奇數個 1組成的 Diffy     邊形之個數」，所以， 

  
 

    
    

    
   

    
    

      
    

  
      
    

  

      
 

    
   

            
      

其中上述算式的第二個等號，是利用了引理 5.4來得到的。於是，我們成功地把

 用 來表示了 

 

 接下來是 的部分。首先我們先思考 Diffy   邊形收斂路徑圖的前面部分的

那些完滿二元樹。每一個完滿二元樹的最底部，就是那些由奇數個 1和奇數個 0

構成的 Diffy   邊形（可參考圖 5.5的淺粉紅色框框處），而其總共的個數為
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      個。再來我們已經知道 Diffy   邊形的收斂路徑圖之中

完滿二元樹的個數為    
      個，所以每一個完滿二元樹之中，各自會包含

   
           

           
                   

           
     個由奇數個

1和奇數個 0構成的 Diffy   邊形。既然一個完滿二元樹的最底部有  
     個節

點，那麼這一個完滿二元樹的高度就會等於       
              ，亦即

        。 

 至此，我們把一般項  的遞迴關係式找出來了，我們將其寫成一個定理。 

 

【定理 5.5】令  是 Diffy   邊形的可能的數列個數，其中   ，   ，而初

始項為    。則  具有一個一階線性遞迴關係式，其遞迴關係式為

           
          

   
    。 

 

 上述定理 5.5 中的遞迴關係式，除了表達每個 Diffy   邊形的「數列個數」

有遞迴關係之外，連每個 Diffy   邊形的「運算構造與路徑」也有很密切的關係。 

 

 現在，我們有了  的一階遞迴關係式，那麼最後一步，就是試著把  的解

找出來，也就是把  寫成一個僅與 有關的式子。理論上，對於一個一階遞迴關

係式，及給定一個初始值，我們是可以找出  的唯一解的，但是對於我們現在討

論的狀況來說，要直接使用一般解線性遞迴式的方法是非常難以計算的。不過實

際上，因為  是 Diffy   邊形的可能的數列個數，所以  的解其實可以直接用引

理 3.1提到的 cycle index 的方法去處理。以下我們將其寫成一個定理。 
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【定理 5.6】給定一個一階線性遞迴關係式           
          

   
   ，

其中   ，   ，而初始項為    。則  的唯一解為  
       

          
    。 

[ 證明 ] 

根據引理 3.1，若 Diffy  邊形僅由 0和 1構成，旋轉視為同一種，翻轉視為不同

種，那麼 Diffy  邊形可能的個數總共有
 

 
            種。 

令     ，則 Diffy    邊形可能的個數 

 
 

   
        

   

     

 

 
 

   
         

 
        

   
        

   
          

   
   

  （     的所有因數只有   、   、 、   ）  

 
 

   
      

 
      

   
      

   
          

   
   

  （                      , 並且      ） 

   
      

        
              

     

   
         

        
              

        

   
       

       

   

   

 

在此假設   ，那麼 Diffy 四邊形可能的個數   
       

          
      。 

也就是說，經由 cycle index 算出來的這個式子符合「 代入 2會得到 6」這件事。 

我們令     
       

          
   接下來我們把這個解代入遞迴關係式

           
          

   
   ，驗證看看是否  

       
          

   這個式

子就是  的一個解。 
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我們發現，  
       

          
   這個式子符合遞迴關係式 

           
          

   
   ，因此  

       
          

   就是一個  的解。 

又因為一個一階遞迴關係式與一個初始項可以決定出  的唯一解， 

而且我們又利用 cycle index 實際找出這個式子，代入遞迴關係式而又符合等式， 

所以  
       

          
   這個式子就是           

          
   

   的

唯一解。 

 

 本章節討論至此，我們探討了許多有關於 Diffy   邊形之間的關聯性，在此

整理如下： 

1. Diffy   邊形的收斂路徑圖，是由  
     個高度為      ，節點數為

  
   

  的完滿二元樹，加上一個 Diffy     邊形的收斂路徑圖所構成

的。也就是說，Diffy   邊形與 Diffy     邊形的收斂路徑圖彼此有所連

接。 

2. Diffy   邊形的可能的數列個數具有一個一階線性遞迴關係式

           
          

   
   ，其中   ，   ，初始項為

    。也就是說，Diffy   邊形與 Diffy     邊形的數列個數彼此有所

關聯。 

3. Diffy   邊形的可能的數列個數有  
       

          
   ，而這個式子同

時也是遞迴關係式           
          

   
   的唯一解。 
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第六章 Diffy   邊形的分解與其延伸 

 

 在第五章，我們探討了 Diffy   邊形之間的相關性，也就是前章所提及的構

造上與數量上之關係，而接下來我們要再針對構造這部分多做研究。在開始之前，

我們先提出一個例子做為引導。 

 

【例子 6.1】令                      為一個 Diffy 八邊形。則它的運算過程為： 

→                        →                        →                        

→                        →                        →                        

→                        →                        →                        

這裡要特別注意到，我們在這個例子中，運算過程預先多寫了一個  這個數列。

現在，我們將其構造排成如下圖 6.1所示，其中我們將每個數列的奇數位置的元

素下方畫紅底線，而偶數位置的元素下方畫藍底線，再分別將紅色與藍色獨立出

來寫成兩個新的四元數列。上述這一步驟我們稱它為「分解」。 

 

（圖 6.1：將一個八元數列分解成兩個四元數列） 
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接下來，我們針對以下兩部分進行觀察。 

1. 觀察由  、  、  、  、  分解出來的那些數列，也就是觀察那些經過奇

數次運算的 Diffy八邊形的數列，可以觀察到這些數列，無論是紅色部分還

是藍色部分，恰好都是 Diffy四邊形的收斂路徑，而且當原本的 Diffy八邊

形收斂為 0時（也就是  ），紅色部分與藍色部分也都恰好同時收斂至 0。 

2. 觀察由  、  、  、  、  分解出來的那些數列，也就是觀察那些經過偶

數次運算的 Diffy八邊形的數列，可以觀察到這些數列，無論是紅色部分還

是藍色部分，恰好都是 Diffy四邊形的收斂路徑，而且當原本的 Diffy八邊

形收斂為 0時（也就是  ），紅色部分與藍色部分也都恰好同時收斂至 0。 

我們將上述說明畫製成如下圖 6.2。 

 

 

（圖 6.2：分別對經過奇數次運算與經過偶數次運算的數列做討論） 
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 在上面的例子中，我們將一個 Diffy 八邊形的收斂路徑，拆解成了兩組（上

述例題中的紅色部分及藍色部分），共計四條 Diffy四邊形的收斂路徑。我們將

例題中的這個過程稱為「Diffy多邊形的分解」。 

 例子 6.1中所展示的，就是 Diffy 八邊形的分解過程，這個過程可以使一個

Diffy八邊形分解成 4個 Diffy四邊形。那麼，是不是給定任何的 Diffy八邊形都

可以做到分解這件事呢？答案是可以的。我們將其寫成一個定理並證明之。 

 

【定理6.2】令                                                       為一個Diffy八邊形，

其中所有元素皆為 0或 1。現在假設以下三點： 

1.                                                        ，代表  經過   次相減取絕對值

的運算後所形成的數列，其中       。 

2.                                ，代表由  這個數列中取出位在奇數位置的數字所

形成的一個子數列，其中       。 

3.                                ，代表由  這個數列中取出位在偶數位置的數字所

形成的一個子數列，其中       。 

則   →  →  →  →   、   →  →  →  →   、   →  →  →  →   、 

  →  →  →  →   這四條路徑皆為 Diffy 四邊形的收斂路徑，且當隨著  收斂

至 0的時候，這四條 Diffy四邊形的收斂路徑也同時收斂至 0。 

[ 證明 ] 

首先我們考慮  →  →  →  →  這條路徑。 

根據引理 3.2，因為所有的數皆為 0或 1， 

所以做相減取絕對值的計算等同於做相加再同餘 2的運算。 

接著，我們觀察  中的    這個數字，它是由  中的    和    計算得到的， 

即                      ， 

其中                      ，                      ，故 
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由上面的計算可知道，  中的    ，就是  中的    和    做運算後得到的。 

同理可知，我們也可以證明出                       、 

                       、                       。 

最後我們發現了，  其實可以直接由  做 

相減取絕對值的運算後得到。而如果我們 

繼續對之後的數列做相同的驗證，也可以 

證明出  可以直接由  得到、  可以直接 

由  得到、  可以直接由  得到。 

所以  →  →  →  →  確實是一條 

Diffy四邊形的收斂路徑。 

最後，以上的證明方法都可以直接套用在  →  →  →  →   、  

  →  →  →  →   、   →  →  →  →   這另外三條路徑上， 

而且都可以證明出這三條路徑亦是 Diffy四邊形的收斂路徑。 

現在如果假設  已收斂至 0，則由  分解出來的  與  也理所當然地為 0， 

故這四條 Diffy四邊形的收斂路徑最後也會收斂至 0。 

 

 現在我們已經證明了，任意一個 Diffy八邊形，都可以分解成 4個 Diffy四

邊形。那麼我們自然就會有一個猜測：是否任意一個 Diffy 十六邊形，都可以分

解成數個 Diffy八邊形呢？如果可以，那是否任意一個 Diffy   邊形，都可以分

解成數個 Diffy     邊形呢？事實上這個問題的答案也是正確的，我們將這個結

果與證明過程寫成定理，其敘述與定理 6.2有非常多的相似之處。 
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【定理 6.3】令                                      為一個 Diffy   邊形，其中所有

元素皆為 0或 1。現在假設以下三點： 

1.                                       ，代表  經過   次相減取絕對值的運算後所

形成的數列，其中       。 

2.                                         ，代表由  這個數列中取出位在奇數位置

的數字所形成的一個子數列，其中       。 

3.                                       ，代表由  這個數列中取出位在偶數位置的

數字所形成的一個子數列，其中       。 

則   →  →   →     →    、   →  →   →     →    、 

  →  →   →     →      、    →  →   →     →      這四條路徑皆為

Diffy     邊形的收斂路徑，且當隨著  收斂至 0的時候，這四條 Diffy     邊形

的收斂路徑也同時收斂至 0。 

[ 證明 ] 

我們可以使用如同定理 6.2的證明過程。我們考慮  中的    ，則 

                                                                

也就是說，  中的    ，就是  中的    和    做運算後得到的。 

同理可知，我們也可以證明出                       、……、 

                                、                             。 

所以，  其實可以直接由  做相減取絕對值的運算後得到。 

同樣地，我們可以證明出  可以直接由  得到、  可以直接由  得到、……、 

     可以直接由     得到、   可以直接由     得到。 

所以  →  →   →     →    確實是一條 Diffy     邊形的收斂路徑。 

再來，以上的證明方法全都可以套用在另外三條路徑上， 

而且都可以證明這三條路徑亦是 Diffy     邊形的收斂路徑。 

現在如果假設  已收斂至 0，則由  分解出來的  與  也理所當然地為 0， 

故這四條 Diffy     邊形的收斂路徑最後也會收斂至 0。 
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【定理 6.4】給定任意一個由 0 和 1所組成的 Diffy   邊形，它必定可以分解成   

個 Diffy     邊形，其中   ，       。 

[ 證明 ] 

根據定理 6.3，任意一個 Diffy   邊形，都可以分解成 4個 Diffy     邊形。 

接著，這 4個 Diffy     邊形，每一個都可以再各自分解成 4個 Diffy     邊形，

也就是總共可以分解出 16個 Diffy     邊形。 

依此類推，當我們重複進行分解，運行了 次之後， 

就可以分解出共計   個 Diffy     邊形。 

 

 至此，我們已經證明了，任何的 Diffy   邊形都可以進行分解，把它分解成

數個邊數為 2的冪次的 Diffy多邊形。而這個分解的動作，也可以看成是一種化

簡的行為。對於一個邊數較多的 Diffy多邊形，要分析它的構造或是性質可能會

比較複雜，但如果它的邊數為 2的冪次，則可以根據定理 6.4，將其分解成數個

邊數較少、結構較為簡單的 Diffy 多邊形，然後對簡單的 Diffy多邊形進行研究，

而這些簡單的 Diffy多邊形所具有的性質，最後都可以做統合，回推到原本較複

雜的 Diffy 多邊形上面，得知到原本複雜的 Diffy多邊形亦具有相同的特性。 

 而對於 Diffy   邊形來說，因為 Diffy   邊形彼此間的「構造」具有很強的

相似性，彼此間的「數量」也具有一個明確的遞迴式，所以不難想像 Diffy   邊

形可以做分解，可以先觀察 Diffy   邊形的收斂路徑圖中局部的小部分，然後再

回推到整個 Diffy   邊形的收斂路徑圖上。 

 接下來我們思考，既然 Diffy   邊形可以做分解，那麼我們稍做延伸，對於

一般的 Diffy  邊形（這裡的邊數將不限於 2的冪次），是不是也可以做分解呢？

答案是可以的，但並不是隨意地分解都能夠成功，以下我們來看一個例子。 
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【例子 6.5】令                              為一個 Diffy十二邊形。則它的前 12

步的運算過程為： 

→                                →                                

→                                →                                

→                                →                                

→                                →                                

→                                →                                 

→                                 →                                 

我們觀察發現，         ，也就是說它在第 4步時進入循環，其循環長度

為 4。這時，可參考下圖 6.3。如果我們使用與之前相同的分解方式，以及使用

同樣定義的符號  與  ，去分解出四個 Diffy六邊形的話，那麼我們發現， 

  →  →  →  →  →   →    、   →  →  →  →  →   →    、 

  →  →  →  →  →     、    →  →  →  →  →    

這四條路徑都是 Diffy 六邊形的運算過程，其中            、 

          、           、       。 

也就是說在這 4條 Diffy 六邊形的運算過程中，出現了與 Diffy十二邊形相似的

循環狀況，當原本的 Diffy十二邊形進入長度為 4的循環之後，這 4個 Diffy六

邊形也開始進入循環，而他們的循環長度皆為 2。 
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（圖 6.3：Diffy十二邊形分解成 4個 Diffy 六邊形的狀況） 

現在我們使用與以前相似的分解方式，嘗試將這個 Diffy 十二邊形分解出數個

Diffy四邊形。我們令每個數列最左邊的數字所在的位置為第一個序位，而最右

邊的數字則為第十二個序位。現在我們將每個數列之中，所有第 1、4、7、10

序位的元素下方畫紅底線（也就是那些序位是除 3 餘 1 的位置），所有第 2、5、

8、11序位的元素下方畫藍底線（也就是那些序位是除 3餘 2的位置），所有第 3、

6、9、12 序位的元素下方畫綠底線（也就是那些序位是除 3餘 0的位置），再分

別將三種顏色獨立出來寫成三個新的四元數列。接著，我們觀察以下三個部分： 

1. 觀察那些從「經過 次運算的 Diffy 十二邊形的數列」中分解出來的 Diffy四

邊形的數列，其中的           ，也就是觀察  、  、  、  、   。 

2. 同 1.，但其中的           ，也就是觀察  、  、  、   。 

3. 同 1.，但其中的           ，也就是觀察  、  、  、   。 



DOI:10.6814/NCCU201900315

‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

 

39 

 

經過分解之後，我們可以找出 9條路徑，可參考下圖 6.4。但是，這 9條路徑全

部都不是 Diffy四邊形的收斂路徑，也就是說，我們給的這個 Diffy 十二邊形的

例子，無法分解成數個 Diffy四邊形。 

 

（圖 6.4：Diffy十二邊形分解成 9個 Diffy 四邊形的狀況） 

 

 在例子 6.5中，探討了一個 Diffy 十二邊形的分解可行性，發現了它可以分

解出 4個 Diffy六邊形，但不能分解出 9個 Diffy四邊形。實際上，Diffy十二邊

形還可以做另一種例子 6.5中未提及的分解方式，就是把它分解成 16個 Diffy三

角形，只要使用類似的方法就可以做到。 

那麼，給定一個任意的 Diffy  邊形，   ，要如何去判斷這個 Diffy  邊形

可以怎麼分解呢？以下我們將這個答案與證明寫成定理。 
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【定理 6.6】令                                    為一個 Diffy  邊形，其中所有元

素皆為 0或 1。現在假設以下兩點： 

1.                                     ，代表  經過   次相減取絕對值的運算後所

形成的數列，其中       。 

2. 令   為一個 2的冪次方，且   。定義 

                                                         ，其中   ，   ， 

   
 

 
  ，   。則    是一個由 Diffy  邊形分解出來的 Diffy 

 

 
邊形。 

我們可以找出以下    條路徑： 

     →      →       →     →       →           、 

     →        →         →     →         →             、 

   

       →            →             →     →             →                 

其中   ，   。則我們有以下結論： 

i. 這    條路徑皆為 Diffy 
 

 
邊形的路徑。 

ii. 如果  最後將收斂至 0，則當  收斂至 0的同時，這    條 Diffy 
 

 
邊形的路

徑也將會同時收斂至 0。 

iii. 如果  最後將進入循環，則當  進入循環的同時，這    條 Diffy 
 

 
邊形的路

徑也將會同時進入循環。 

[ 證明 ] 

如同我們在定理 6.2及定理 6.3 的證明類似。 

首先我們先考慮     →      →       →     →       →          這條路徑。 

考慮    中的    這個元素。 

我們試著證明    是由    中的    和      做相減取絕對值後得到的。 

回到最初的  →  →  →  這條路徑上，則我們有以下式子： 



DOI:10.6814/NCCU201900315

‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

 

41 

 

                             

                                              

                                     

                                              

        

      
        

            
              

                  

                           

      （根據定理 4.4及定理 4.5，因為 是 2的冪次方，所以當   、 時， 

      
 必為偶數） 

至此我們證明了    中的    是由    中的    和      做相減取絕對後得到的。 

⇒ 同樣地我們可以證明                               。 

⇒ 同樣地證明了    中的      是由    中的      和       做相減取絕對後 

  得到的。 

⇒ 依此類推，    中的每一個元素，都是由    中的兩個元素做相減取絕對後 

  得到的。 

⇒     可以直接由    做相減取絕對後得到，即    →    這條路徑成立。 

⇒ 使用同樣的證明方法，可以證明出     可以由    得到、     可以由      

  得到、  、         可以由     得到。 

⇒      →      →       →     →       →          這條路徑成立，也就是 

  說這一條路徑就是 Diffy 
 

 
邊形的路徑。 

⇒ 再來，將這個證明方法套用在所有    條路徑上，其結果亦成立。 

⇒ 這    條路徑皆為 Diffy 
 

 
邊形的路徑。 

若假設  最終將收斂至 0，則由  分解出來的那    條路徑也理所當然地會收斂

至 0；若假設  最終將進入循環，則由  分解出來的那    條路徑也理所當然地

會進入循環。 
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【定理 6.7】給定一個 Diffy  邊形，其中所有元素皆為 0或 1。令   ，則這個

Diffy  邊形可以分解成    個 Diffy 
 

 
邊形，若且唯若 是 2的冪次方。 

 

定理 6.6完整敘述了任意一個 Diffy  邊形的分解流程，而定理 6.7則根據定

理 6.6簡單地敘述一個 Diffy  邊形的分解條件及結果，只要邊數有 2的冪次方的

因數存在，那麼這個 Diffy  邊形就可以做到分解的動作。而這兩個定理也說明

了，為何在例子 6.5中，Diffy十二邊形可分解出 4個 Diffy六邊形，但是不能分

解出 9個 Diffy四邊形，因為前者的   ，為 2的冪次方，而後者的   ，並

不是 2的冪次方。 

另外一提，定理 6.4也可以用定理 6.7做解釋。定理 6.4提到 Diffy   邊形可

以分解成   個 Diffy     邊形，只要引用定理 6.7，令    即可。 

我們再舉個簡短的例子，Diffy二十四邊形，可以分解成  個Diffy十二邊形、

  個 Diffy六邊形、  個 Diffy三角形，但是不能分解成  個 Diffy八邊形、  個

Diffy四邊形。至於那些可以分解的狀況，要如何做分解，只須引用定理 6.6的

流程就可以做到分解的動作。 
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第七章 結論與未來展望 

 

 在論文的最後，我們將本文中所有重要的結論條列如下： 

 

1. 任意一個 Diffy  邊形，經過多次相減取絕對值的運算，以及利用縮放

相似性質後，必定會形成一個僅由 0和 1所構成的 Diffy  邊形。 

2. 任意一個僅由 0和 1 所構成的 Diffy   邊形，必定會在至多  次運算內

收斂至 0。 

3. Diffy   邊形的收斂路徑圖，是由  
     個高度為      ，節點數為

  
   

  的完滿二元樹，加上一個 Diffy     邊形的收斂路徑圖所構成

的。 

4. Diffy   邊形的可能的數列個數具有一個一階線性遞迴關係式

           
          

   
   ，其中   ，   ，初始項為

    。而該遞迴關係式的解為     
       

          
   。 

5. 任何一個僅由 0和 1 所構成的 Diffy   邊形，都可以分解成   個

Diffy     邊形，其中   ，       。 

6. 令   ，則任何一個僅由 0和 1所構成的 Diffy  邊形，都可以分解成    

個 Diffy 
 

 
邊形，若且唯若 是 2的冪次方。 

 

上面條列的重要結論中，第一點是所有 Diffy  邊形都擁有的最基礎的運算

結果，第二點到第五點都是有關於 Diffy   邊形的性質，至於第六點則是延伸了

第五點，將「分解」的特性套用到了部分的 Diffy  邊形。 

本論文有很大的篇幅著重於 Diffy   邊形的研究，而在第六章的最後一部分
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才開始對一般的 Diffy  邊形進行些微的論述。我們認為，「分解」這個行為也許

可以幫助其他邊數的Diffy  邊形做一些簡化，然後再對簡化過的事物進行探討。 

舉個例子，Diffy二十邊形可以分解成 16個 Diffy五邊形，那麼我們可不可

以只分析 Diffy五邊形，然後再把得出的結果回推到 Diffy 二十邊形呢？又或者

像第五章一樣，我們可以找出 Diffy 二十邊形的路徑圖與 Diffy五邊形的路徑圖

彼此間的關聯性呢？那數量上的關聯性呢？如果能做到這樣的事，那麼研究邊數

較多的 Diffy 多邊形，可能就會變得稍微容易一些。 

另外還有一類，就是邊數不包含 2的冪次方的因數的那些 Diffy多邊形（也

可以說是邊數為奇數的那些 Diffy 多邊形），它們無法做到任何的分解，那麼這

一類的 Diffy 多邊形要如何下手做分析呢？也許這是一個十分困難的問題。 

以上這些問題，雖然在第六章的最後有稍微觸及一些，但是其背後要走的路

程可能還非常的遠。 

最後，本篇論文至此，留下了一些未來可以再繼續研究的方向。 
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