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摘要

因應現今金融市場環境，以及高資產客戶或機構法人在避險和風險管理上的

需求，相關利率類衍生性金融商品的交易量也快速地成長。此外，在巴賽爾銀行

監督委員會 (Basel Committee on Banking Supervision, BCBS) 之「交易簿的基礎

原則審視」(Fundamental Review of the Trading Book, FRTB) 新規範下，對於市場

風險之管控和估計也更加重視。本論文以市場上常見可贖回固定期限交換

(Constant Maturity Swap, CMS) 利率價差區間計息型商品做為評價對象，透過一

般化交換市場模型 (Generalized Swap Market Model, GSMM)，以及最小平方蒙地

卡羅法 (Least Squares Monte Carlo method, LSMC) 計算商品之模擬價值，並進

行敏感度分析 (Sensitivity analysis) 求得相關避險參數，最後從商品的評價面以

及風險管理面做相關之研究分析。

關鍵字：利率衍生性商品、固定期限交換利率、區間計息型商品、一般化交換利

率市場模型、最小平方蒙地卡羅模擬法、敏感度分析
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Abstract

In the recent financial market environment, relevant interest rate derivatives have

grown rapidly because of the needs of high net worth individuals and institutional

investors for hedging and risk management purposes. Moreover, in the new norm of

FRTB established by BCBS, it pays more attention to market risk management and

measurement. In this paper, we price the product of interest rate derivatives for the

callable range accrual linked to CMS spread which is the common financial

instrument traded in the market by LSMC under GSMMs. Additionally, we evaluate

the value of this product and calculate the relevant Greeks by sensitivity analysis.

Finally, we discuss and analyze the empirical results from valuation and risk

management sides.

Keywords ： Interest Rate Derivative, Constant Maturity Swap, Range Accrual,

Generalized Swap Market Model, Least Squares Monte Carlo Simulation,

Sensitivity Analysis
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第一章 緒論

近年來利率環境走勢動盪，高資產投資人或機構法人可透過利率交換

(Interest Rate Swap, IRS) 等利率類衍生性金融商品來規避持有部位之利率風險，

因此該類型之利率類衍生性商品的交易量也在逐年攀升。根據國際結算銀行

(Bank of International Settlements, BIS) 的統計資料，2020 年上半年利率類衍生

性商品之全球總市值約 11.72 兆美元，與 2019 年下半年相比增加 3.37 兆美元，

成長了約 40%。其中美元計價之契約 2020 年上半年較 2019 年下半年成長了

86% 至 3 兆美元，創下自 2007 年以來最大漲幅，因此利率類衍生性商品近年

來在避險上佔有非常重要的地位。

巴塞爾協定 III (Basel III) 在面臨金融危機時，銀行交易賬戶的資本要求不

足以吸收全部損失，巴賽爾銀行監督委員會 (BCBS) 修改並制定了「交易簿的

基礎原則審視」(FRTB) ，FRTB 針對市場風險部分進行大幅調整，更強調銀行

承作衍生性商品評價之敏感度分析和風險參數計算，此規定將於 2023 年進行實

施。臺灣金管會也強調金融業經營之四大目標，其中一項便是「強化金融韌性」，

接軌國際監理規範，要求金融機構業務需建立完善風險管理措施，因此利率類衍

生性商品風險管理課題非常重要。

本章節以兩小節進行敘述，第一節描述本論文的研究動機，第二節敘述本論

文的研究目的。

第一節 研究動機

本論文選定市場上常見可贖回 CMS 價差區間計息型商品作為評價對象，該

商品連結之 CMS 利率理論上類似多個遠期交換利率之加權平均，而交換利率理

論上也類似多個遠期 LIBOR 之加權平均，因此 CMS 利率長期走勢波動小且穩

定，較受投資人歡迎，也經常作為避險工具使用。但是由於此商品必須在店頭市
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場 (Over-the-counter market, OTC) 議價買賣，如何做好準確評價便成了投資人和

商品發行方所關心之重要議題。

王韋之 (2020) 透過對數常態遠期利率市場模型 (Lognormal Forward

LIBOR Model, LFM) 先模擬遠期到期 LIBOR 再組成 CMS 利率評價此類型商

品。本論文將使用市場模型中以遠期交換利率為對數常態分配假設的 GSMM 模

型，進行不同評價日下商品之模擬價值計算，以及求得相關避險參數與敏感度分

析。該模型可固定在同一交換測度下，討論不同交換利率之動態過程，對於 CMS

利率之模擬上更加方便。此外，因為該商品屬於長天期利率衍生性商品，使用長

天期利率之 GSMM 模型評價較為合適，也可使用市場上具有高流動性之相關商

品進行參數校估。

第二節 研究目的

可贖回 CMS 價差區間計息型商品具有發行方之提前贖回權，因此該商品不

存在封閉解 (Closed-form) 形式，無法經由簡易公式直接求得其理論價值。本論

文將使用市場資料進行參數校估，再透過 GSMM 模型直接模擬未來各時點

CMS 利率，最後根據付息條件和提前贖回條件，計算商品之理論價值以及分析

其風險參數敏感度。

除了幫助投資人在投資該類型產品之前，能更了解其商品架構以及可能面臨

之潛在風險之外，本論文也期望能提供商品發行方評價標準的參考價格與避險上

的定價與敏感度分析，有利未來在面臨利率市場波動衝擊的不確定性之下，能夠

提前做好充足的投資管理與風險管控。
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第二章 文獻回顧

本章節共分五小節回顧過往文獻，第一節為回顧利率模型的發展歷史和改良

演進；在第二節回顧 GSMM 模型以及其優點與應用；第三節為回顧波動度

(Volatility) 和相關係數 (Correlation coefficient) 校估方法之相關文獻；最後在第

四節回顧常見用來評價具有提前贖回權的路徑相依 (Path dependent) 型商品數

值方法之相關文獻。

第一節 利率模型

陳松男 (2006) 將利率模型主要分為三種：內生均衡模型 (Endogenous

equilibrium model) 、外生無套利模型 (Exogenous arbitrage-free model) 和市場模

型 (Market model)，以下將整理敘述利率模型之歷史演進。

一、 內生均衡模型

內生均衡模型為最早期基於均衡理論推導之利率模型，雖然有應用財務或經

濟相關概念，但是由於這類型模型其定義現在之利率期限結構為模型之輸出

(Output) 而非輸入 (Input) ，使得模型容易出現參數數量不足、參數估計困難的

問題，導致無法準確配適市場利率期限結構，不利實際之應用。

Vasicek (1977) 率先提出考慮利率均數復歸 (Mean reversion) 現象之單因子

短期利率模型，該模型在短期利率動態過程中只考慮一項布朗運動的影響，但在

此模型假設下短期利率有可能出現負值，與 1970 年代利率市場的實際情況不符。

Cox, Ingersoll Jr, and Ross (1985) 改進 Vasicek 模型中短期利率有可能出現負值

之現象提出 CIR 模型，更改擴散項 (Diffusion term) 為� � (t)，但此時短期利

率服從非中心的卡方分配 (Non-central Chi Square distribution) ，造成評價之困難。
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二、 外生無套利模型

為了改進內生均衡模型無法準確配適市場利率期限結構之缺點，基於無套利

理論之外生無套利模型因此誕生。此模型其定義市場利率期限結構為模型之輸入

而非輸出，其模型參數可準確配適市場利率期限結構，因此獲得廣泛之實際應用。

Ho and Lee (1986) 首先提出基於無套利條件之短期利率模型，將市場的利率

期限結構結合模型，並且定義飄移項 � (t) 為時間的函數，但在此模型設計下無

法捕捉利率均數復歸現象。Black, Derman, and Toy (1990) 提出 BDT 模型，該

模型屬於單因子二元樹短期利率模型，假設短期利率服從對數常態分配

(Lognormal distribution) ，在此模型設計下可確保短期利率不會出現負值且能捕

捉利率均數復歸現象。

Hull and White (1990) 改進 Vasicek 模型，定義長期平均水準 � (t) 和擴散

項 � (t) 皆為時間的函數，能動態匹配市場利率期限結構和波動度期限結構，在

此模型假設下可捕捉利率均數復歸現象。Heath, Jarrow, and Morton (1992) 將

Ho-Lee 離散時間模型推廣成連續時間多因子遠期利率模型，屬於瞬時遠期利率

模型的一種，該模型的缺點在於瞬時遠期利率為非馬可夫過程 (Non-Markovian

process) ，若使用樹狀結構模擬時，節點會出現無法重合對上的問題，導致評價

與參數校準上比較困難。

三、 市場模型

內生均衡模型和外生無套利模型皆假設殖利率曲線到期日為連續無間斷之

到期日，但實務上市場之到期日皆具間斷性，而非具連續性，因此這兩類模型與

真實世界存在落差。除此之外，因為接連之遠期利率彼此相關，因此不會在同一

機率測度下服從對數常態分配。為了解決上述實務問題，以市場利率為基礎之市

場模型就此誕生。
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Brace, Gatarek, and Musiela (1997) 根據市場上實際觀察到的利率皆為離散

性的特性，選擇市場利率中的 LIBOR 進行建模，提出 LMM 模型 (LIBOR

Market Model)。該模型假設遠期利率在其個別對應遠期利率機率測度下服從對數

常態分配，主要應用於 Cap 市場。Chen, Hsieh, and Huang (2018) 考慮極端經濟

情況下，遠期利率有可能出現負值現象，將 LMM 模型做改良提出 Shift LMM

模型，使得當遠期利率水準較高時，服從對數常態分配，而當遠期利率水準較低

時，則服從常態分配 (Normal distribution)。

Jamshidian (1997) 根據市場上實際觀察到的利率皆為離散性的特性，選擇市

場利率中的交換利率進行建模，提出 SMM 模型 (Swap Market Model)。該模型

假設遠期交換利率在其個別對應交換利率機率測度下服從對數常態分配，以

Swaption 市場作為模型主要之應用。

Galluccio, Ly, Huang, and Scaillet (2007) 也指出雖然市場主流使用之市場模

型以 LMM 模型為主，但 SMM 模型有以下勝過 LMM 模型的優勢：①銀行在

避險時較常使用長天期利率衍生性商品避險，而 LIBOR 到期日皆在 1 年以內，

因此基於風險管理的考量，SMM 模型相比 LMM 模型較合適評價長天期利率

衍生性商品；②交換利率是由一籃子遠期利率組成，若使用 LMM 模型模擬遠

期利率再組成交換利率，在模擬時會出現模擬誤差累積問題；③由於波動度結構

是由 Cap 市場校估，LMM 模型評價 Swaption 結果之穩定性不如 SMM 模型。

第二節 GSMM 模型

Galluccio et al. (2007) 將 SMM 模型根據不同組合交換利率區分為三種：

Co-terminal、 Co-initial 和 Co-sliding，其中 Co-terminal SMM 大多用於

Bermudan Swaption 評價；Co-initial SMM 大多用於評價一系列 European

Swaption；而 Co-sliding SMM 可用於評價 CMS 利率相關衍生性商品。該論文

以 Co-terminal SMM 為主要討論對象，但並未將同一交換利率測度下，不同交
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換利率之動態過程做探討描述。

Zhu (2007) 以 Co-sliding SMM 發展提出 GSMM 模型，改善了傳統

Jamshidian (1997) 下交換利率只能在個別對應交換測度下服從沒有飄移項之幾

何布朗運動，轉而討論固定在同一交換測度下，不同交換利率之動態過程，對於

後續模擬 CMS 利率評價該標的利率類型之商品時更加方便。

Zhu (2007) 提到 GSMM 模型之動態過程經過公式推導，結果類似 LMM

模型在交換利率上之延伸，也可以說 LMM 模型為 GSMM 模型之特例。因此

考慮波動度微笑現象對 LMM 模型的改良設定，同樣也可以適用於 GSMM 模

型。

本論文將以 GSMM 模型進行後續 CMS 利率衍生性金融商品之評價，並

會在第三章研究方法和第四章實證分析深入介紹其遠期交換利率動態過程和模

擬方式。

第三節 相關係數和波動度

GSMM 模型中有兩個重要參數需要進行校估：交換利率間相關係數和交換

利率波動度，本小節將分別回顧兩種參數在過往文獻是如何假設和校準。

一、 相關係數

對於利率衍生性金融商品的評價，使用 GSMM 模型進行未來各時點不同利

率的模擬時，必需考慮同一期限內不同利率間以及不同期限間利率之相關性，以

下將回顧有關相關係數假設和校估之文獻方法。

(一) 歷史相關係數法

Benmakhlouf Andaloussi (2019) 提到可簡化假設期間內相關係數維持不變，

使用過去一段期間交換利率歷史資料，進行歷史相關係數的計算，可應用在不同
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期限間利率之相關性校估。

(二) 參數化估計法

Benmakhlouf Andaloussi (2019) 也提到了可參考 Rebonato (2005) 對於不同

期限間交換利率相關係數採取指數遞減假設，進一步使用歷史相關係數估計參數，

可得到較平穩之相關性校估結果。

二、波動度

在 GSMM 模型中，為了簡化模型所需校估參數個數和計算方便，可以假設

交換利率波動度為分段常數 (Piecewise-constant) ，意指將交換利率到期日期間切

分成多個時間間隔，在同一時間間隔內交換利率波動度將維持相同，而不同時間

間隔內交換利率波動度則相異。Brigo and Mercurio (2007) 和 Zhu (2007) 共將分

段常數波動度分為以下六種，雖然是以 LMM 遠期利率波動度為例，但是也可

適用在同為市場模型之 GSMM 模型上。

(一) 遠期利率波動度只受「該利率之到期日」影響

�� t = ��,� t ���，� = 1, � , � , � = 1, � � , �

表 2-1 ： 遠期利率波動度結構一

t � (0,�0� t � (�0,�1� t � (�1,��� … t � (��−�,��−1�

�1 (t) �1 Dead Dead … Dead

�� (t) �� �� Dead … Dead

… … … … … …

�� (t) �� �� �� … ��

假設同一遠期利率在期間內維持相同之波動度，若有 M 個遠期利率則共需

估計 M 個波動度參數。
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(二) 遠期利率波動度只受「距該利率之到期日長度」影響

�� t = ��,� t ���−��1，� = 1, � , � , � = 1, � � , �

表 2-2 ： 遠期利率波動度結構二

t � (0,�0� t � (�0,�1� t � (�1,��� … t � (��−�,��−1�

�1 (t) �1 Dead Dead … Dead

�� (t) �� �1 Dead … Dead

… … … … … …

�� (t) �� ��−1 ��−� … �1

假設遠期利率波動度只和該時點距該利率之到期日長度有關，若有 M 個遠

期利率則時間間格可切分為 M 段，共需估計 M 個波動度參數。

(三) 遠期利率波動度只受「該時點」影響

�� t = ��,� t ���，� = 1, � , � , � = 1, � � , �

表 2-3 ： 遠期利率波動度結構三

t � (0,�0� t � (�0,�1� t � (�1,��� … t � (��−�,��−1�

�1 (t) �1 Dead Dead … Dead

�� (t) �1 �� Dead … Dead

… … … … … …

�� (t) �1 �� �3 … ��

假設遠期利率波動度只和距該時點長度有關，若有 M 個遠期利率則時間間

格可切分為 M 段，共需估計 M 個波動度參數。

(四) 遠期利率波動度受「該時點」與「該利率之到期日」影響

�� t = ��,�，� = 1, � , � , � = 1, � � , �
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表 2-4 ： 遠期利率波動度結構四

t � (0,�0� t � (�0,�1� t � (�1,��� … t � (��−�,��−1�

�1 (t) �1,1 Dead Dead … Dead

�� (t) ��,1 ��,� Dead … Dead

… … … … … …

�� (t) ��,1 ��,� ��,3 … ��,�

若有 M 個遠期利率，則共需估計
� (��1)

�
個波動度參數。

(五) 一般式之一

�� t = ��,� t �����，� = 1, � , � , � = 1, � � , �

表 2-5 ： 遠期利率波動度結構五

t � (0,�0� t � (�0,�1� t � (�1,��� … t � (��−�,��−1�

�1 (t) �1�1 Dead Dead … Dead

�� (t) ���1 ���� Dead … Dead

… … … … … …

�� (t) ���1 ���� ���3 … ����

此種假設中，� 參數代表「該利率之到期日」影響，� 參數為「該時點」

之影響。若令所有 � = 1 只留下 � 參數，則可得到表 2-1 結果；若令所有 � =

1 只留下 � 參數，則可得到 表 2-3 結果。若有 M 個遠期利率，則共需估計

2M 個波動度參數。

(六) 一般式之二

�� t = ��,� t �����−��1，� = 1, � , � , � = 1, � � , �



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

DOI:10.6814/NCCU202100584

10

表 2-6 ： 遠期利率波動度結構六

t � (0,�0� t � (�0,�1� t � (�1,��� … t � (��−�,��−1�

�1 (t) �1�1 Dead Dead … Dead

�� (t) ���� ���1 Dead … Dead

… … … … … …

�� (t) ���� ����−1 ����−� … ���1

此種假設中，� 參數代表「該利率之到期日」影響，� 參數為「距該利率

之到期日長度」之影響。若令所有 � = 1 只留下 � 參數，則可得到表 2-1 結

果；若令所有 � = 1 只留下 � 參數，則可得到表 2-2 結果。若有 M 個遠期

利率，則共需估計 2M 個波動度參數。

第四節 樹狀模型與最小平方蒙地卡羅法

本論文評價之商品具有發行方提前贖回權且為路徑相依型商品，這一類商品

通常可使用樹狀模型與最小平方蒙地卡羅法進行評價。本小節將回顧過往幾篇文

獻使用了樹狀模型與最小平方蒙地卡羅法評價具有提前履約或可贖回條件的

商品。

一、樹狀模型

樹狀模型是在無套利條件下建立樹狀的離散化結構，將到期期間切分成數個

離散的區間，並於每個區間的各個節點透過風險中立機率 (Risk-neutral

probability) 計算標的資產和選擇權的價格狀態，最後經由逆向歸納法 (Backward

induction) 依序往前比較繼續持有價值和提前履約價值即可得到初始時刻的價值。

Cox, Ross, and Rubinstein (1979) 和 Rendleman (1979) 使用二項樹模型

(Binomial model) 評價可提前履約的美式選擇權。Parkinson (1977) 和 Boyle

(1988) 延伸改良二項樹模型，使用三項樹模型 (Trinomial model) 評價美式選擇
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權商品。Kamrad and Ritchken (1991) 更進一步的推廣到 K 狀態變數 (K state

variables) 下之多項樹模型 (Multinomial model)，並且在此架構下，二項樹模型

和三項樹模型皆為單一狀態變數下之特例。

樹狀模型在非馬可夫過程下，會出現節點數量幾何式成長情況，造成評價的

困難，Broadie and Glasserman (2004) 使用隨機網狀法 (Stochastic mesh method)

降低節點數的成長速度，此方法適合用於高維度模型，但在計算上需耗費較長時

間。

二、最小平方蒙地卡羅模擬法

蒙地卡羅模擬法 (Monte Carlo simulation) 主要透過隨機亂數配合機率分布

之抽取，在大量多次模擬之下藉由大數法則 (Law of large numbers) ，其模擬結

果之期望值會逼近真實理論值。Boyle (1977) 首先使用蒙地卡羅模擬法評價選擇

權理論價值，也提到此方法在模擬股票報酬具有跳躍過程 (Jump process) 較為合

適，透過多次模擬結果也可計算標準誤評估模擬結果。

蒙地卡羅模擬法雖然可對具有路徑相依特性的商品進行評價，但是在面臨到

具有提前履約或可贖回條件的商品時會產生困難。Tilley (1993) 首先提出美式

選擇權之蒙地卡羅模擬法，透過在各時點尋找提前履約之界線 (Sharp

boundary) ，當股價碰觸到該界線時視為提前履約，否則持續持有，但在實際

執行上較為困難。

為了解決蒙地卡羅模擬法不易評價具有提前履約或可贖回條件的商品之缺

點，Longstaff and Schwartz (2001) 提出最小平方蒙地卡羅模擬法。透過使用最

小平方法 (Least squares method) 線性迴歸估計選擇權價值條件期望值函數，

由路徑到期時點開始以回推的方式比較提前贖回與繼續持有價值，由於此方法執行上

較簡易，在實務上廣泛的用於評價具有提前履約條件之選擇權或結構型商品。
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蒙地卡羅模擬法與最小平方蒙地卡羅模擬法皆是運用亂數模擬方式，透過

大數法則使模擬結果期望值逼進真實值。但是在使用上常面臨到收斂速度太慢導

致模擬標準誤無法有效下降情況。

實務上可透過反向變異法 (Antithetic method)，在抽取亂數上先抽取一半亂

數，再將另一半亂數設定為先前抽取亂數之負值呈現對稱，使得抽取之亂數平均

為 0，以此減少模擬之變異性及誤差。Moreno and Navas (2003) 曾透過最小平方

蒙地卡羅法評價美式選擇權，在抽取亂數時使用反向變異法，實證結果有效幫助

提升模擬收斂速度。本論文將使用最小平方蒙地卡羅法評價可贖回 CMS 價差區

間計息型商品，並搭配反向變異法加快模擬之收斂速度。
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第三章 研究方法

本章節共分五小節敘述，在第一節介紹可贖回 CMS 價差區間計息型商品合

約；在第二節介紹殖利率曲線和起始交換利率曲線估計；在第三節介紹 GSMM

下遠期到期交換利率之動態過程；在第四節介紹相關係數與波動度參數估計過程；

最後在第五節介紹該商品之評價與避險參數計算。

第一節 可贖回 CMS 價差區間計息型商品介紹

本小節先介紹本篇論文評價商品合約內容，接著進一步介紹如何由利率交換合

約 (IRS) 計算交換利率，最後由固定期限交換合約 (CMS) 計算 CMS 利率。

一、商品合約與拆解

表 3-1 ： 商品合約說明

合約項目 合約內容

產品天期 10Y

計價幣別 USD

投資本金 USD 5 Million

保本率 持有至到期 100% 保本

商品收益

γ% × N/360
N ： 1 年內 USD CMS 10Y-2Y 落入 Range 之天數

Range ： USD CMS 10Y-2Y ≧ 0%

配息頻率 每3個月配息一次

提前贖回
本行有權於3個月後，於每個配息日以100%的價格執行提前買

回

計息基礎 Act/360
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圖 3-1 ： 商品拆解示意圖

如圖 3-1 所示，該商品屬於可贖回保本不保息之百慕達式 (Bermudan) 利

率結構債，可將商品拆解為可贖回 CMS 價差區間計息型利率交換 (Callable

range accrual linked to CMS spread IRS) 和可贖回浮動利率債劵 (Callable floating

rate bond)。可贖回 CMS 價差區間計息型利率交換每季付息方式如下：固定端

為經紀商支付：γ% × � 360，浮動端為經紀商收取：3M LIBOR；而可贖回浮

動利率債劵則為經紀商每季支付浮動利率 3M LIBOR，並且兩商品皆有可能在

到期日前被同時提前贖回。

此外，由於遠期 CMS 利率當在到期時點即為遠期到期交換利率，因此我們

使用遠期到期交換利率進行模擬，以下將針對可贖回 CMS 價差區間計息型利率

交換部分進行後續之評價。

二、利率交換合約 (IRS)

IRS 是由一系列的遠期利率合約 (Forward Rate Agreement, FRA) 所組成的，

主要由合約之浮動方 (Floating-leg) 和固定方 (Fixed-leg) 在未來固定各時點 푇훼,

푇훼+1, … , 푇훽−1進行固定利率 �� 和浮動利率 �� (��−1)之利率交換，如下圖 3-2

和 圖 3-3 所示：

圖 3-2 ： IRS 利率約定時間點
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圖 3-3 ： IRS 利率現金流交換時間點

若為支付固定利率，收取浮動利率之合約方，則該 IRS 合約現值如以下公

式 (3.1) 所示：

��� t,�,�,�� =
�= ��1

�

�t
� �− t

�� � � ��� �� �� ��−1 − ���

= � t,�� − � t,�� − ��
�= ��1

�

�� � t,�� ,� (3.1)

其中 � t,�� 為在 t 時點到期日為 �� 之零息債劵價值，�� = �� − ��−1。當 IRS

合約現值 ��� t,�,�,�� = 0 時為公平合約，意指合約雙方總收益相等，此時求

解固定利率 �� 即為交換利率 ��,� t ，如以下公式 (3.2) 所示：

�� = ��,� t =
� t,�� − � t,��

�= ��1
� �� � t,���

(3.2)

除此之外，交換利率 ��,� t 也可寫成遠期利率之函數形式，如以下公式

(3.3) 所示：

��,� t =
1 − �= ��1

� 1
1 � ���� (t)

�

�= ��1
� ��� �= ��1

� 1
1 � ���� (t)

�
(3.3)

三、固定期限交換合約 (CMS)

CMS 屬於一種利率交換合約，主要由合約之浮動方和固定方在未來固定各

時點進行固定利率 K 和浮動利率 ��,��� (��)之利率交換，如下圖 3-4 和 圖 3-5
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所示：

圖 3-4 ： CMS 利率約定時間點

圖 3-5 ： CMS 利率現金流交換時間點

若為支付固定利率，收取浮動利率之合約方，則該 CMS 合約現值為：

��� t,�,�,�,� =
�= ��1

�

�t
� �− t

�� � � ��� ���1 ��,��� �� − �� (3.4)

當 CMS 合約現值 ��� t,�,�,�,� = 0 時為公平合約，意指合約雙方總收

益相等，此時求解固定利率 � 即為固定期限交換利率 ����,� t 。

第二節 殖利率曲線和起始交換利率曲線

一、殖利率曲線 (Yield Curve)

進行後續商品價值計算需要折現率，以及透過零息債劵理論價值求得起始交

換利率曲線，必須先建構 t = 0 之殖利率曲線。

主要使用市場 LIBOR 和 IRS 報價資料計算殖利率曲線。但市場 LIBOR
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報價最長期間為 1Y，因此 1Y 以上之長天期殖利率的計算需透過交換利率和零

息債劵關係式，使用拔靴法 (Bootstrapping) 求得長天期零息債劵理論價值。當公

式 (3.2) 在 �� = t = 0 時，可得以下公式 (3.5)

�0,� 0
�=1

�
��� 0,��� �� 0,�� = 1, (3.5)

其中 � 0,�� 即為所求之 �� 天期零息債劵理論價值，再進一步透過以下公式

(3.6) 零息債劵理論價值與殖利率之關係式，計算長天期殖利率。

� 0,�� = �−� (0,��) ×� (0,��) , (3.6)

其中 � 0,�� 即為 t = 0 之下 �� 天期之殖利率。根據評價商品之付息頻率，

可先進行市場交換利率之插補，再透過以上的流程，求得長天期殖利率。

二、起始交換利率曲線 (Initial Swap Rate Curve)

為了進行後續 GSMM 模擬未來時點到期之交換利率，以及 GSMM 模型相

關係數的校估，必須先建構 t = 0 之起始交換利率曲線。

主要使用公式 (3.6) ，透過殖利率曲線計算不同天期零息債劵理論價值。當

公式 (3.3) 零息債劵和交換利率之間的關係式在 t = 0 , �� = �� 且 �� = ����

時，可得以下公式 (3.7)

�k,��� 0 =
� 0,�� − � 0,����

�=k�1
��� �� � 0,���

, (3.7)

其中 �k,��� 0 為 t = 0 之下起始期間為 �� 之 n 年期交換利率。根據評價商

品之產品天期，再透過以上的流程，可求得所需起始 n 年期交換利率曲線。
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第三節 GSMM 模型建構遠期交換利率

一、遠期交換利率動態過程

Jamshidian (1997)之傳統 SMM 模型以一連串零息債劵組合 �� t =

�=��1
��� ��� (t,��)� 為計價單位，則 ��,��� t 交換利率的動態過程在 ���,���� 交換

利率測度下為一平賭過程 (Martingale) ，並服從沒有飄移項之幾何布朗運動，如

以下公式 (3.8) 所示：

���,��� t = ��
� t ��,��� t ���

��,���� t , (3.8)

其中 ��
(�) (t)為交換利率 ��,��� t 之波動度，���

��,���� t 為 ���,���� 交換利率

測度下之布朗運動。

Zhu (2007) 之 GSMM 模型討論不同起始時點 �� 相同期限交換利率，在同

一交換利率測度 ���,���� 下之動態過程，結果類似 Brace et al. (1997) LMM 模型

在交換利率上延伸之動態過程形式。根據起始時點和評價時點差異主要分為三段，

如以下公式 (3.9) 、公式 (3.10) 和公式 (3.11) 所示：

(一) 評價時點 �� 大於交換利率起始時點 �� (�� � ��)

���,��� t
��,��� t

= − ��
� t �=��1

� ��,�
� t ����

� t ��,��� t

1�����,��� t
�t� � ��

� t ���
��,���� t , (3.9)

其中 ��,�
(�) (t)為 ��,��� (t)和 ��,��� (t)的相關係數。

(二) 評價時點 �� 等於交換利率起始時點 �� (�� = ��)

���,��� t
��,��� t

= ��
(�) t ���

��,���� t (3.10)
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(三) 評價時點 �� 小於交換利率起始時點 �� (�� � ��)

���,��� t
��,��� t

= ��
� t �=��1

� ��,�
� t ����

� t ��,��� t

1�����,��� t
�t� � ��

� t ���
��,���� t , (3.11)

二、遠期交換利率離散化遞迴式

在使用 GSMM 模型進行遠期交換利率之模擬時，實務上需要將遠期交換利

率之動態過程離散化，選定固定時點 ���,���� 之交換利率測度，再使用蒙地卡羅

模擬法進行遞迴模擬。

將遠期交換利率之動態過程公式 (3.9) 、公式 (3.10) 和公式 (3.11) 透過伊

藤引理 (Itô’s lemma) 轉換，並使用尤拉及米斯旦定理 (Euler and Milstein

schemes) ，經化簡整理後可得離散化遞迴式。後續即可進行不斷迭代求得未來

時點到期之交換利率，同樣分為三段，如以下公式 (3.12) 、公式 (3.13) 和公式

(3.14) 所示：

(一) 評價時點 �� 大於交換利率起始時點 �� (�� � ��)

��,���
�t t � �t = ��,���

�t t × exp � − ��
� t �=��1

� ��,�
� t ����

� t ��,���
�t t

1�����,���
�t t

� �t

−
��
� (t) ��t
�

� ��
� t ���

��,���� t � �t � (3.12)

(二) 評價時點 �� 等於交換利率起始時點 �� (�� = ��)

��,���
�t t � �t = ��,���

�t t × exp�� −
��
� (t) ��t
� � ��

� t ���
��,���� t � �t � (3.13)

(三) 評價時點 �� 小於交換利率起始時點 �� (�� � ��)

��,���
�t t � �t = ��,���

�t t × exp ���
� t �=��1

� ��,�
� t ����

� t ��,���
�t t

1�����,���
�t t

� �t

−
��
� (t) ��t
�

� ��
� t ���

��,���� t � �t � (3.14)
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第四節 參數估計與校驗過程

一、相關係數估計

(一) 同一期限內不同利率間

為了估計 GSMM 模型飄移項中同一期限內不同利率間相關係數 ��,�
(�) (t)，

以利進行未來時點到期之交換利率之模擬。簡化假設期間內相關係數不隨 t 時

點而改變，意指 ��,�
(�) t = ��,�

(�)
，並且相關係數 ��,�

(�)
隨相差天數 j − � 指數

遞減，估計式如以下公式 (3.15) 所示：

��,�
(�) = �∞

(�) � 1− �∞
� �− �� j−� , (3.15)

其中 �∞
(�)

為相差天數 j − � 最長之相關係數 ��,�
(�)

。

根據該商品到期日，選擇評價所站測度為 10 年，此時 GSMM 模型中之

�� = 3600，首先使用多天期 n 年期交換利率資料計算 j − � = 1, �,����,3600

之下 ��,�
(�)

的歷史相關係數，其中 �∞
(�)

為 j − � = 3600之 ��,�
(�)

。接著使用最

適化算法求解目標函數極小化問題，如以下公式 (3.16) 所示：

min
�

��,�
(�) − �∞

(�) − (1 − �∞
(�) ) �− �� j−�

�
� (3.16)

解出 ��� 後即可透過公式 (3.15) 計算 j − � = 1, �,����,3599下的最適化相

關係數 ���,�
(�)

，即為 GSMM 模型中所使用之同一期限內不同利率間相關係數。

(二) 不同期限間

使用多天期 2Y、10Y 交換利率市場報價資料，透過歷史相關係數法計算

���,10� 相關係數，主要用於 GSMM 模型抽取亂數之相關性調整。
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二、波動度估計與校驗

(一) 90D 交換利率

由於市場無 90D Swaption 報價資料，因此需要使用 Cap 報價資料進行

90D 交換利率波動度 ��(t) 的估計與校驗。根據公式 (3.3)，假設當 �� = ���1

時，也就是當利率交換只有 1 個遠期利率合約時，此時交換利率會等於該合約

之遠期利率，如以下公式 (3.17) 所示：

��,��1 t =
1 − �= ��1

��1 1
1 � ���� t

�

�= ��1
��1 ��� �= ��1

� 1
1 � ���� t

�

= ���1 t = �(t,��,���1) (3.17)

此時可將求解 90D 交換利率之波動度問題，轉換成求解遠期利率之波動度

問題。假設遠期利率波動度在各年內為分段常數，並且只受「該利率之到期日」

影響，將表 2-1 波動度假設修正為下表 3-4 所示：

表 3-4 ： 90D 交換利率波動度分段常數假設表格

(0,90] (90,180] (180,270] (270,360] … (3510,3600]

�0�5 0 �1 Dead Dead Dead … Dead

�0�75 0 �1 �1 Dead Dead … Dead

�1 0 �1 �1 �1 Dead … Dead

�1��5 0 �� �� �� �� … Dead

… … … … … … …

�10��5(0) �10 �10 �10 �10 … �10

接著使用市場 Cap 報價資料 ��
�㌳䁐

，透過 Cap 是由一連串 Caplet 組成之關

係，以及分段常數假設求解遠期利率之波動度 ���，如以下公式 (3.18) 所示：
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�=1

�

��� 0,�� �݈㌳�� �,�� 0 , ��−1��
�㌳䁐�

=
�=1

�

��� 0,�� �݈㌳�� �,�� 0 , ��−1���� (3.18)

(二) 2Y、10Y 交換利率

假設交換利率波動度在各年內為分段常數，並且只受「該時點」影響，將表

2-3 波動度假設修正為下表 3-5 所示：

表 3-5 ： 2Y、10Y 交換利率波動度分段常數假設表格

(0,360] (360,720] (720,1080] (1080,1440] … (3240,3600]

�360,360�� 0 �1 Dead Dead Dead … Dead

�7�0,7�0�� 0 �1 �� Dead Dead … Dead

�1080,1080�� 0 �1 �� �3 Dead … Dead

�1440,1440�� 0 �1 �� �3 �4 … Dead

… … … … … … …

�3600,3600�� 0 �1 �� �3 �4 … �10

其中 n = �,10。接著使用市場 Swaption 報價資料，透過公式 (3.19) 交換利率

瞬時波動度和隱含波動度之關係式以及分段常數假設下，即可求解交換利率之瞬

時波動度，如以下公式(3.20) 所示：

���
��� = 0

�� ��
�(t)� �t = �=1

� ��
�(��−1)��� (3.19)

��
� ��−1 �� = ���

��� −
�=1

�−1

��
� ��−1 ��� = ���

��� − ���−1
� ��−1 , (3.20)

其中 ��(t) 為瞬時波動度 , ��� 為 Black 模型下之隱含波動度
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第五節 商品評價與避險參數計算

一、遠期到期交換利率模擬

將起始交換利率 90D 、2Y、10Y 分別以不分組的方式，依序透過公式

(3.12) 、公式 (3.13) 和公式 (3.14) 交換利率動態過程遞迴式，使用蒙地卡羅模

擬法，模擬當測度 � = 3600 (10年) 下，站在 t = 1, �, � ,3600 的遠期到期交

換利率，如下表 3-6 所示 :

表 3-6 ：交換利率模擬示意表格

t = 0 t = 1 t = � t = 3599 t = 3600

�1,1�� 0 ��,��� � Dead …… Dead Dead

��,��� 0 ��,��� 1 ��,��� � …… Dead Dead

�3,3�� 0 �3,3�� 1 �3,3�� � …… Dead Dead

�4,4�� 0 �4,4�� 1 �4,4�� � …… Dead Dead

…… …… …… …… …… ……

�3598,3598�� 0 �3598,3598�� 1 �3598,3598�� � …… Dead Dead

�3599,3599�� 0 �3599,3599�� 1 �3599,3599�� � …… ��૞��,�૞���� �૞�� Dead

�3600,3600�� 0 �3600,3600�� 1 �3600,3600�� � …… �3600,3600�� 3599 ��૟��,�૟���� �૟��

其中 � = 0��5, �, 10。而在抽取亂數方面採取反向變異法，先抽取所需一半亂數

�1, ��, �3�, ��
�

， 再 令 另 一 半 亂 數 為 原 先 抽 取 一 半 亂 數 的 負 值

− �1, − ��, − �3�, − ��
�
，使得模擬遠期交換利率波動程度達到抵銷效果，因此

可加速收斂並減少模擬的變異性。

此外，當透過 GSMM 模型模擬遠期到期之 2Y、10Y 交換利率時，需考慮

���,10� 相關係數並使用喬列斯基分解法 (Cholesky decomposition method) 作亂
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數調整，步驟如以下所示:

(一) 抽取 ��� 和 � 兩獨立標準常態分配亂數。

(二 ) 透過以下公式 (3.21) 計算 �10�，其中 �10� 符合標準常態分配，並

且 ��� 和 �10� 相關係數為 ���,10�。

�10� = ���,10� × ��� � 1− ���,10�
� × � (3.21)

(三) 使用 ��� 和 �10� 亂數透過 GSMM 模型模擬遠期到期之 2Y、10Y 交換

利率。

二、最小平方蒙地卡羅法

該產品發行方在到期日前具有提前贖回的權利，而傳統的蒙地卡羅模擬法適

用在具有路徑相依特性情況時會產生困難，因此可採用最小平方蒙地卡羅法評價

這類型商品。

以收取浮動遠期利率，支付固定利率×落入天數比例的一方為例，步驟如以下所示：

(一) 根據蒙地卡羅模擬結果，取得 t = 1, 2,…,3600 的 90D、2Y、10Y 遠期到期交

換利率，並依照計息條件:未來到期 10Y 交換利率 - 未來到期 2Y 交換利率 >

0%，計算在未來每季 �% ×落入天數比例和遠期利率。

(二) 進一步再計算未來每季固定方和浮動方的現金流差額，如以下公式 (3.22) 所示:

������䁐㌳݈ × ��,��0��5 �� − ������ , (3.22)

其中 ������ 為 �� 期 �% ×落入天數比例，������䁐㌳݈ 為投資本金。

(三) 從最後一期開始將現金流差額折現回上期，並透過線性迴歸法計算繼續持有價值，

以 �� 期為例，其中迴歸式假設如以下公式 (3.23) 和 公式 (3.24) 所示:



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

DOI:10.6814/NCCU202100584

25

� �� = �− ��,��0��5 �� ×0��5 × ������䁐㌳݈

× ����90,��90�0��5 ���1 − �������90� (3.23)

� �� = �0 � �1��,��� �� � ����,��10 �� � �3���,��� ��

� �4���,��10 �� � �5��,��� �� ��,��10 �� � � (3.24)

(四) 透過各個路徑模擬值求得迴歸係數計算繼續持有價值 �� �� ，如果 �� �� � 0，

則此情況對產品發行方不利，贖回權會被執行，並將該期殘餘價值改為 0；如果

�� �� ≥ 0，則產品發行方會選擇繼續持有，此時再不斷重複以上步驟往前討論在更前

面期數是否提前贖回。

(五) 將提前贖回時點前未來現金流折現到 t = 0 加總，最後就可求得各個模擬路徑下

考慮贖回權之產品價值。

三、避險參數計算

(一) Delta

計算殖利率曲線向上平移 10 個基本點 (Basic point, bp) 或下降 10bp 時

產品價值，進一步透過債劵有效存續期間 (Effective duration) 的概念求得避險參

數 Delta，如以下公式 (3.25) 所示：

��݈t㌳ =
� � � �� − � � � � � − � �− ��

�� � ��

=
� �� �� − � � − ��

�� � ��
, (3.25)

其中 �( � ) 為該產品在不同參數下之價值。
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(二) Gamma

計算當殖利率曲線平移對債劵價格的二階變動的影響，透過債劵有效價格凸

性 (Effective convexity) 的概念求得 Gamma 參數，如公式 (3.26) 所示：

�㌳��㌳ =
� � � �� � � � − �� − �� �

� � (��)�
, (3.26)

(三) Vega

透過計算波動度結構向上平移 1% 或下降 1% 時產品價值，進一步求得波

動度期限結構對債劵價格的影響 Vega 參數，如公式 (3.27) 所示：

���㌳ =
� � � �� − � � � � � − � � − ��

�� � ��

=
� � � �� − � � − ��

�� � ��
(3.27)
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第四章 實證分析

本章節主要分三小節敘述，在第一節說明 GSMM 模型參數估計結果；在第

二節則是說明該商品的評價結果分析；最後在第三節說明該商品評價風險管理相

關之避險參數分析。

第一節 參數估計結果

以下以 2020/10/30 為評價日，說明關於殖利率曲線、起始交換利率曲線、

相關係數和波動度估計之實證分析結果。

一、殖利率曲線

取得評價日當天不同到期日之 LIBOR 和 IRS 報價資料，如以下表 4-1 和

表 4-2 所示：

表 4-1 ： 2020/10/30 之 LIBOR 市場報價資料

Bloomberg 代號 到期日 LIBOR(%)

US00O/N Index O/N 0.08100

US0001W Index 1W 0.10513

US0001M Index 1M 0.14913

US0002M Index 2M 0.16625

US0003M Index 3M 0.21438

US0006M Index 6M 0.24288

US0012M Index 12M 0.20900
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表 4-2 ： 2020/10/30 之 IRS 市場報價資料

Bloomberg

代號
年份 IRS(%)

Bloomberg

代號
年份 IRS(%)

USSWAP1

Curncy
1 0.20900

USSWAP9

Curncy
9 0.78970

USSWAP2

Curncy
2 0.23429

USSWAP10

Curncy
10 0.86100

USSWAP3

Curncy
3 0.27648

USSWAP12

Curncy
12 0.97300

USSWAP4

Curncy
4 0.34503

USSWAP15

Curncy
15 1.08890

USSWAP5

Curncy
5 0.43603

USSWAP20

Curncy
20 1.20420

USSWAP6

Curncy
6 0.52965

USSWAP25

Curncy
25 1.25070

USSWAP7

Curncy
7 0.62322

USSWAP30

Curncy
30 1.27400

USSWAP8

Curncy
8 0.71060

實務上在評價時通常會將 1Y IRS 利率取代 12M LIBOR。此外，市場上之

IRS 利率報價皆以年為單位，但是評價商品為每季付息一次，因此必須先透過二

次插補法 (Quadratic spline interpolation) 插補以每季為單位之交換利率。接著使

用公式 (3.5) 和公式 (3.6) 計算 1 年後每季之殖利率，最後將市場上實際的報

價與計算之季頻率資料，再透過二次插補法得到每天的殖利率，就可求得 t = 0 之下

30 年期殖利率曲線，如下圖 4-1 所示：
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圖 4-1 ： 2020/10/30 之殖利率曲線

二、起始交換利率曲線

透過求得 t = 0 之下 30 年期殖利率曲線，使用公式 (3.6) 計算 t = 0 之下 30

年期零息債劵理論價值，接著便可利用公式 (3.7) 計算 20 年期 90D 、2Y 和 10Y

起始交換利率曲線，如下圖 4-2、圖 4-3 和圖 4-4 所示：

圖 4-2 ： 2020/10/30 之起始 90D 交換利率曲線
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圖 4-3 ： 2020/10/30 之起始 2Y 交換利率曲線

圖 4-4 ： 2020/10/30 之起始 10Y 交換利率曲線

三、相關係數估計

(一) 同一期限內不同利率間

首先利用評價日前半年 (2020/02/24 ~ 2020/10/30) 起始交換利率曲線資料

計算相差天數 j − � = 1,�,�,3600 之 90D、2Y 和 10Y 歷史相關係數 ��,�
(�)

，

如表 4-3 和表 4-4 所示，在 j − � = 1 之下每天共有 7199 筆配對資料點計
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算 ��,�
� 歷史相關係數；而在 j − � = 3600之下每天共有 3600 筆配對資料點計

算 �∞
(�)

歷史相關係數。

表 4-3 ：在 j − � = 1 之下 ��,�
(�)

歷史相關係數計算表格

�1,1��(0) ��,���(0)

��,���(0) �3,3��(0)

…… ……
…… ……

�3599,3599��(0) �3600,3600��(0)

�3600,3600��(0) �3601,3601��(0)

�3601,3601��(0) �360�,360���(0)

…… ……
…… ……

�7198,7198��(0) �7199,7199��(0)

�7199,7199��(0) �7�00,7�00��(0)

表 4-4 ：在 j − � = 3600 之下 �∞
(�)

歷史相關係數計算表格

�1,1��(0) �3601,3601��(0)

��,���(0) �360�,360���(0)

…… ……
…… ……

�1800,1800��(0) �5400,5400��(0)

�1801,1801��(0) �5401,5401��(0)

�180�,180���(0) �540�,540���(0)

…… ……
…… ……

�3599,3599��(0) �7199,7199��(0)

�3600,3600��(0) �7�00,7�00��(0)
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接著透過公式 (3.15) 和 公式 (3.16) 進一步計算 j − � = 1, �,����,3599之

90D、2Y 和 10Y 最適化相關係數 ���,�
(�)

，如下圖 4-5、圖 4-6 和圖 4-7 所示：

圖 4-5 ： 2020/10/30 之起始 90D 交換利率間相關係數曲線

圖 4-6 ： 2020/10/30 之起始 2Y 交換利率間相關係數曲線
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圖 4-7 ： 2020/10/30 之起始 10Y 交換利率間相關係數曲線

(二) 不同期限間

使用評價日前半年 (2020/02/24 ~ 2020/10/30) 市場 2Y 和 10Y 交換利率

報價資料，透過歷史相關係數法計算 ���,10� 相關係數為 0.7906，用於 GSMM

模型模擬未來到期 2Y 和 10Y 交換利率，抽取亂數時之相關性調整。

四、波動度估計

(一) 90D 交換利率

取得評價日 Cap 市場隱含波動度報價資料，如以下表 4-5 所示：

表 4-5 ： 2020/10/30 之 Cap 市場報價資料

年份 Vol (%) 年份 Vol (%)

1 61.4301 6 83.2463

2 75.6871 7 76.4546

3 92.1496 8 72.5867

4 97.8537 9 69.0631

5 92.1664 10 65.8845
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透過表 3-4 波動度只受「該利率之到期日」影響分段常數假設以及公式

(3.18) Cap 和 Caplets 的關係式，可求得各年度內之 90D 交換利率瞬時波動

度，如表 4-6、圖 4-8 所示：

表 4-6 ： 2020/10/30 之 90D 交換利率瞬時波動度

年份 Vol (%) 年份 Vol (%)

1 61.4301 6 57.6374

2 82.3727 7 53.3203

3 113.3799 8 56.9747

4 109.8142 9 52.9115

5 78.0689 10 49.5309

圖 4-8 ： 2020/10/30 之 90D 交換利率瞬時波動度曲線

(二) 2Y、10Y交換利率

取得評價日 Swaption 市場隱含波動度報價資料，如下表 4-7、表 4-8 所示：
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表 4-7 ： 2020/10/30 之 2Y Swaption 市場報價資料

�� Vol (%) �� Vol (%)

1 77.3218 6 47.1885

2 75.6931 7 45.3860

3 65.6334 8 43.9118

4 57.4206 9 42.7930

5 51.5981 10 41.9357

表 4-8 ： 2020/10/30 之 10Y Swaption 市場報價資料

�� Vol (%) �� Vol (%)

1 64.0141 6 43.2891

2 56.4504 7 42.2313

3 51.6050 8 41.4732

4 47.7777 9 41.0267

5 45.0262 10 40.7886

透過表 3-5 波動度只受「該時點」影響分段常數假設以及公式 (3.22) 交換

利率瞬時波動度和隱含波動度之關係式，可求得各年度內之 2Y、10Y 交換利率

瞬時波動度，如下表 4-9、表 4-10 和圖 4-9、圖 4-10 所示：

表 4-9 ： 2020/10/30 之 2Y 交換利率瞬時波動度

年份 Vol (%) 年份 Vol (%)

1 77.3218 6 6.9791

2 74.0286 7 32.5376

3 38.2667 8 31.7293

4 16.2872 9 32.4838

5 11.1049 10 33.2395
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表 4-10 ： 2020/10/30 之 10Y 交換利率瞬時波動度

年份 Vol (%) 年份 Vol (%)

1 64.0141 6 33.2699

2 47.7021 7 35.2236

3 40.1987 8 35.7188

4 33.7877 9 37.2626

5 31.7169 10 38.5796

圖 4-9 ： 2020/10/30 之 2Y 交換利率瞬時波動度曲線

圖 4-10 ： 2020/10/30 之 10Y 交換利率瞬時波動度曲線
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第二節 商品評價結果分析

以 2020/09/28、2020/10/30、2020/11/30、2020/12/31 和 2021/01/21 為評價

日，說明取得 GSMM 模型所需參數後，透過第三章第五節提及之遠期到期交換

利率模擬和最小平方蒙地卡羅法，計算商品之最終模擬價值。

在模擬次數為 10000 次之下，討論不同商品固定利率 �% 之下，該商品之

最終模擬價值變化，並和某金融機構提供之二因子 Hull-White 模型計算的當天

價值做比較，如下表 4-11 、表 4-12 和下圖 4-11、圖 4-12 所示：

表 4-11 ： 固定利率 3% 時商品評價結果

評價日
二因子

Hull-White 模型
模擬價值

模擬價值

標準誤

模擬價值

誤差(%)

2020/09/28 -34972.35 -33474.77 13.67 4.28%

2020/10/30 -35314.00 -34167.51 10.83 3.25%

2020/11/30 -34635.37 -33872.12 11.04 2.20%

2020/12/31 -34817.60 -34005.55 10.45 2.33%

2021/01/21 -34918.72 -34343.28 9.30 1.65%

表 4-12 ： 固定利率 4% 時商品評價結果

評價日
二因子

Hull-White 模型
模擬價值

模擬價值

標準誤

模擬價值

誤差(%)

2020/09/28 -47584.37 -45967.96 13.50 3.40%

2020/10/30 -48220.61 -46660.81 10.75 3.23%

2020/11/30 -47132.64 -46365.08 11.00 1.63%

2020/12/31 -47533.90 -46498.13 10.42 2.18%

2021/01/21 -47736.29 -46836.33 9.29 1.89%
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圖 4-11 ： 固定利率 3% 時商品評價結果圖

圖 4-12 ： 固定利率 3% 時商品評價結果圖

表中模擬價值誤差 (%) 定義為 (模擬價值 -某金融機構提供之二因子

Hull-White 模型報價) /某金融機構提供之二因子 Hull-White 模型報價，並取絕

對值。以 2020/10/30 為例，站在經紀商角度在固定利率 �% 為 3% 時發行此

商品之平均利潤為 -34167.51 美元；在固定利率 �% 為 4% 時發行此商品之平

均利潤為 -46660.81 美元。而根據模擬結果，3600 天中平均有 2689.61 天會落

入計息區間內，由最小平方蒙地卡羅法結果也可觀察到此商品在固定利率 �%

為 3% 或 4% 時，經紀商浮動方收益大部分小於固定方支出，此時經紀商便會

執行提前贖回權，使得投資人獲利有限並且將面臨再投資風險。
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此外，觀察模擬價值和某金融機構提供之二因子 Hull-White 模型報價，可

看出模擬價值皆大於某金融機構提供之報價，此部分可能來自兩種模型之間的差

異、參數校估方式不同和後續價格模擬方法之差別，以及某金融機構可能有考慮

相關手續費和信用風險等，但是整體走勢仍呈現一致。而根據實證結果，評價日

為 2020/09/28、2020/10/30、2020/11/30、2020/12/31 和 2021/01/21，固定利率 �%

為 3% 或 4% 時，模擬價值誤差皆在 5% 以內。

第三節 商品評價避險參數分析

以下以 2020/09/28、2020/10/30、2020/11/30、2020/12/31 和 2021/01/21 為

評價日，計算商品模擬價值之敏感度分析和相關避險參數分析。

一、殖利率曲線平移

將校估之殖利率曲線垂直上下平移 ��，重新建構起始交換利率曲線，並計

算後續商品之模擬價值，探討商品模擬價格將如何變化。假設 �� = 10�䁐，進

行後續商品價格的敏感度分析，結果如下表 4-13、表 4-14 和下圖 4-13、圖 4-14

所示：

表 4-13 ： 固定利率 3% 時殖利率曲線平移商品評價結果

評價日 � � − ��� � � − �� � � � � � �� � � � ���

2020/09/28 -35963.88 -34662.62 -33474.77 -32257.64 -31022.52

2020/10/30 -36601.79 -35354.88 -34167.51 -32878.12 -31625.80

2020/11/30 -36392.19 -35088.24 -33872.12 -32624.14 -31428.32

2020/12/31 -36492.07 -35204.36 -34005.55 -32632.44 -31462.26

2021/01/21 -36832.73 -35604.71 -34343.28 -33049.25 -31883.73
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表 4-14 ： 固定利率 4% 時殖利率曲線平移商品評價結果

評價日 � � − ��� � � − �� � � � � � �� � � � ���

2020/09/28 -48463.32 -47158.94 -45967.96 -44746.32 -43506.14

2020/10/30 -49101.34 -47848.50 -46660.81 -45371.11 -44112.72

2020/11/30 -48891.40 -47584.32 -46365.08 -45113.98 -43914.76

2020/12/31 -48990.89 -47700.07 -46498.13 -45121.90 -43948.60

2021/01/21 -49332.03 -48100.88 -46836.33 -45539.18 -44370.53

圖 4-13 ： 固定利率 3% 時殖利率曲線平移商品評價結果圖

圖 4-14 ： 固定利率 4% 時殖利率曲線平移商品評價結果圖
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當殖利率曲線垂直向上平移時，會使得折現率增加，對於經紀商而言在計算

價格時若未來現金流浮動方收益大於固定方支出，則商品價值將下降；而若未來

現金流浮動方收益小於固定方支出，則商品價值將上升。

此外，由公式 (3.2) 可知交換利率為零息債劵的函數，因此起始交換利率也

會隨著殖利率曲線上移而增加，將使得模擬之未來到期 90D、2Y 和 10Y 交換

利率值皆增加，但此效果對落入計息條件天數比例影響不大，在固定方支出方面

不太有變化；而在浮動方收益方面將因為未來到期 90D 交換利率值增加而上升，

綜合效果對於經紀商而言將造成商品價值上升。

根據表 4-13 和表 4-14 實證結果，評價日為 2020/09/28、2020/10/30、

2020/11/30、2020/12/31 和 2021/01/21，固定利率 �% 為 3% 或 4% 時，商品

價值將隨著殖利率曲線上移程度而增加。

二、波動度結構平移

將校估之交換利率波動度結構垂直上下平移 ��，重新計算後續商品之模擬

價值，此時商品模擬價格將如何變化。假設 �� = 1%，進行後續商品價格的敏

感度分析，結果如下表 4-15、表 4-16 和下圖 4-15、圖 4-16 所示：

表 4-15 ： 固定利率 3% 時波動度結構平移商品評價結果

評價日 � � − ��� � � − �� � � � � � �� � � � ���

2020/09/28 -33420.24 -33484.39 -33474.77 -33450.38 -33483.92

2020/10/30 -34115.88 -34118.13 -34167.51 -34063.14 -34100.58

2020/11/30 -33907.34 -33960.56 -33872.12 -33919.96 -33896.47

2020/12/31 -33977.96 -33986.70 -34005.55 -33883.28 -34021.69

2021/01/21 -34389.46 -34326.90 -34343.28 -34207.23 -34349.65
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表 4-16 ： 固定利率 4% 時波動度結構平移商品評價結果

評價日 � � − ��� � � − �� � � � � � �� � � � ���

2020/09/28 -45913.43 -45977.58 -45967.96 -45943.57 -45977.11

2020/10/30 -46609.18 -46611.43 -46660.81 -46556.45 -46593.88

2020/11/30 -46400.30 -46412.92 -46365.08 -46376.24 -46389.42

2020/12/31 -46470.54 -46479.28 -46498.13 -46453.14 -46514.27

2021/01/21 -46882.52 -46819.95 -46836.33 -46700.29 -46842.70

圖 4-15 ： 固定利率 3% 時波動度結構平移商品評價結果圖

圖 4-16 ： 固定利率 4% 時波動度結構平移商品評價結果圖
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當交換利率波動度結構垂直向上平移時，將使得模擬之未來到期 90D、2Y

和 10Y 交換利率值波動較大，此效果會使得落入計息條件天數比例下降而減少

固定方支出，而在浮動方收益方面，會隨著未來到期 90D 交換利率值波動方向

而有不同之效果。綜合效果對於經紀商而言需觀察固定方支出減少程度和浮動方

收益變化的大小及方向而定。

表 4-15 和表 4-16 實證結果表示在評價日為 2020/09/28、2020/10/30、

2020/11/30、2020/12/31 和 2021/01/21，固定利率 �% 為 3% 或 4% 時，在交

換利率波動度結構上下平移 1% 之內，商品價值將隨著波動度結構向上程度而

增加。而在交換利率波動度結構上下平移 2% 之下，商品價值和波動度結構未

必存在正向或反向之關係。

三、避險參數

進一步將表 4-13 、表 4-14 、表 4-15 和表 4-16 結果，透過第三章第五

節計算避險參數的方式，求得固定利率 �% 為 3% 或 4% 時，評價日之 Delta、

Gamma 和 Vega 參數，結果如下表 4-17 和表 4-18 所示：

表 4-17 ： 固定利率 3% 時商品評價避險參數計算結果

評價日 Delta Gamma Vega

2020/09/28 0.35922% 0.08747% 0.05080%

2020/10/30 0.36244% 0.29859% 0.08047%

2020/11/30 0.36374% 0.09406% 0.05993%

2020/12/31 0.37816% 0.51256% 0.15206%

2021/01/21 0.37205% 0.09492% 0.17423%
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表 4-18 ： 固定利率 4% 時商品評價避險參數計算結果

評價日 Delta Gamma Vega

2020/09/28 0.26242% 0.06670% 0.03699%

2020/10/30 0.26547% 0.21862% 0.05891%

2020/11/30 0.26640% 0.06872% 0.03956%

2020/12/31 0.27723% 0.37483% 0.02811%

2021/01/21 0.27347% 0.06960% 0.12774%

以 2020/10/30 為例，站在經紀商角度在固定利率 �% 為 3% 時，Delta 為

0.36244%，代表殖利率曲線每上升 1bp，商品價值將增加 0.36244%。Gamma 為

0.29859%，代表當殖利率曲線下降使得商品價值上升的幅度大於當殖利率曲線上

升使得商品價值下降的幅度，對於經紀商而言有漲多跌少的現象。Vega 為

0.08047%，代表交換利率波動度結構每上升 1%，商品價值將增加 0.08047%。

綜合來看，隨著固定利率 �% 增加，其避險參數的數值大小有遞減的趨勢，

可能原因為當固定利率增加時，經紀商固定方支出更有可能大於浮動方收益，使

得商品更容易在早期執行提前贖回權，商品價格受殖利率曲線平移和波動度結構

平移變動敏感程度較小。

對於該商品經紀商而言，期望市場利率能往上升，將使浮動方收益增加並且

固定方支出因為折現效果相對減少，即使當未來市場利率往下降時，也能執行提

前贖回權避免損失繼續擴大。

另一方面，對於該商品投資人而言，期望市場利率能往下降，將使浮動方支

出下降，固定方收入因為折現效果相對增加。此外，該商品由於具有提前贖回權，

因此通常商品合約會將固定利率設在比較高的水準，投資人可享有較高配息。但

是這同時也是一個兩面刃，投資人也容易因為累積配息到一定程度後遭提前贖回，

而享受不到未來豐厚之配息收益，此時也將面臨再投資風險的情況發生。
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雖然該商品不具流動性，但是如果經紀商或投資人要進行動態避險，可參考

計算之避險參數尋找市場上合適且具流動性的標的，例如 IRS、Cap 和 Floor 透

過反向沖銷的方式達到避險效果，可降低因經濟環境的衝擊對利率型商品投資組

合收益的影響。
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第五章 結論和展望

第一節 研究結論

本論文使用市場資料校估殖利率曲線、起始交換利率曲線、相關係數和波動

度參數，並透過 GSMM 模型模擬遠期到期之交換利率，再採用最小平方蒙地卡

羅法搭配反向變異法，針對不同天資料點和不同的固定利率 �%，計算可贖回

CMS 價差區間計息型商品模擬價值，最後使用相關避險參數進行敏感度分析，

主要有以下結論：

一、商品評價結果

以 2020/09/28、2020/10/30、2020/11/30、2020/12/31 和 2021/01/21 作為評

價日，固定利率 �% 為 3% 或 4% 時，和某金融機構提供之二因子 Hull-White

模型報價相比，整體走勢呈現一致，模擬價值誤差皆在 5% 以內。由於兩種模

型存在差異，以及某金融機構提供之報價可能考慮相關手續費以及信用風險等其

他因素，整體誤差仍在可接受範圍內。

二、商品避險參數結果

若以 2020/09/28、2020/10/30、2020/11/30、2020/12/31 和 2021/01/21 作為

評價日，固定利率 �% 為 3% 或 4% 時，當殖利率曲線垂直向上平移將造成商

品價值上升。在交換利率波動度結構上下平移 1% 之內，商品價值將隨著波動

度結構向上程度而增加，但在交換利率波動度結構上下平移 2% 之內，商品價

值和波動度結構未必存在正向或反向之關係。

此外，相關避險參數 Delta、Gamma 和 Vega 的計算數值方向和大小變化，

可幫助經紀商或投資人在承作該商品時對於市場風險上之管控預警，以及尋找合

適且具有流動性之市場標的進行動態避險時之參考依據。
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第二節 未來展望

一、使用擔保隔夜融資利率建構殖利率曲線

因應 LIBOR 將於 2023 年 6 月底完全退場，雖然 GSMM 模型是以遠期

交換利率的動態過程進行建模，並且交換利率在 LIBOR 退場後仍會維持市場報

價，相比 LMM 模型以遠期利率的動態過程進行建模衝擊較小，但是在殖利率

曲線的建構方面仍需有所調整。

未來可使用 LIBOR 的替代利率：擔保隔夜融資利率 (Secured Overnight

Financing Rate, SOFR) 搭配以 SOFR 定價之期貨和 Overnight Interest Swap

(OIS)，建構 SOFR 利率期限結構下之殖利率曲線。

二、考慮波動度微笑曲線現象

Zhu (2007) 提到了 LMM 模型為 GSMM 模型的特例，因此針對 LMM 模

型下考慮波動度微笑現象的改良設定，例如局部波動度模型 (Local volatility

model) 或隨機波動度模型 (Stochastic volatility model)，同樣也可適用於 GSMM

模型。未來可嘗試將此模型做波動度校估方面的延伸改善。

三、評價模擬之穩定性和效率

受限於該商品市場報價資料取得不易，雖然模型評價結果和市場報價資料接

近，但若有更長期不同固定利率下每天的報價資料可以參考，對於不同市場經濟

背景情況下模型的校準驗證能有更深入之觀察，在參數估計方面也能做延伸調整。

此外，在評價模擬之效率方面，本論文是以 Python 程式語言做開發，雖然

在模擬時已使用 CPU 多進程 (Multiprocessing) 方式進行運算，但在大量模擬次

數下模擬效率和時間上仍可做優化。
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未來可嘗試改用 CuPy 藉由 CUDA 使用 GPU 平行加速 Numpy 矩陣運

算，或是透過其他更底層的程式語言如 C++ 撰寫，也可使用財工相關評價框架

如 QuantLib 進行開發，提升評價的模擬效率。

四、考量其他風險衡量指標與評價因素

未來可嘗試其他風險衡量指標，例如在市場風險方面，FRTB 也進一步將風

險值 (Value at Risk, VaR) 改為 97.5% 信心水準下的預期損失 (Expected

Shortfall, ES)；而在信用風險方面可衡量估計突發違約風險 (Jump to default risk,

JTD) 指標；也可以考量流動性風險以及發行商品之手續費或服務費的價值，更

完整的討論其他風險與因素之評價。
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