
‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

DOI:10.6814/NCCU202100689

 
 

國立政治大學統計學系 

碩士學位論文 

 

 

 

 

 

可加性迴歸模型的變數選擇 

Variable selection for addititve regression model 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

指導教授 : 黃子銘 博士 

研究生 : 謝嘉倫 撰 

 

 

中華民國一一○年六月 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

DOI:10.6814/NCCU202100689

 

 

 

 

 

 

謝 誌 

 

兩年的時光很快就過去了，碩士班期間學習到很多未曾接觸的知識收穫頗

豐，對於自己大學即將畢業時認真準備政大統計所入學考試感到非常值得。經

歷一番過程終於完成碩士論文，特別感謝黃子銘老師，在每週的討論總是非常

有耐心的幫助我解決實驗上的困難，同時讓我接觸大量課堂未學習的知識與技

術，受益匪淺。感謝口試委員翁久幸老師與鄭宇翔老師對論文的點評與改進的

建議。最重要的是感謝家人與朋友的精神支持，無數次幫助我排解寫論文的煩

躁心情，讓我可以順利完成碩士班學業。即使離開校園我也會不忘記能夠學習

的可貴，必將持續下去。 

 

 

 

 

謝嘉倫 謹誌於 

國立政治大學統計學系 

中華民國一一○年六月 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

DOI:10.6814/NCCU202100689

摘摘摘 要要要

可加性迴歸模型適合處理非線性資料，在實踐的過程中需估計模型中的未知函數，本

文以spline smoothing的技術估計函數並採用B-spline基底。在這樣的估計過程中容易使

模型的參數量增加，造成更大的運算負擔，同時在實務研究中不僅重視數學模型配適更

著重於模型的可解釋性，因此適當的變數選擇就顯得非常重要。本文旨在討論使用可加

性模型時所適用的變數選擇方法，並分別討論資料中僅含數值變數和同時包含數值變數

及類變數的情形。在最後兩組模擬實驗互相比較後得出結論:用於僅含有數值變數的選

擇方法運算速度快且效果優良。而用於同時包含兩種變數的選擇方法運算量較大速度也

較慢，但若將其簡化只用於辨識相關的類別變數可能降低運算量並有良好的變數選擇效

果。

關關關鍵鍵鍵字字字 : B樣條、變數選擇、函數估計、無母數迴歸
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Abstract

Additive regression model is suitable for nonlinear data. To practice it, we need to es-

timate the unknown functions in the model. In this thesis, we will estimate the functions

by spline smoothing and B-spline basis. In the process, it is easy to increase the num-

ber of parameters in the model resulting in greater burden on computation. Besides,

not only the effection but also the interpretability of the model is emphasized in the

practical research of quantitative analysis. As the result, variable selection is important.

We aim to discuss the variable selection for additive model and diverse methods for

data containing only continuous variables or containing both continuous variables and

categorical variables. After comparing two simulation, it is concluded that the method

for data with only continuous variables is efficient and effective, the other method for

data with both continuous variables and categorical variables is more complex and less

efficient but it is still worth when we only identify relevant categorical variables by the

method.

Keywords : B-spline, Variable selection, Function estimation, Nonparametric regres-

sion
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1. 緒緒緒論論論

變數選擇在監督式學習中是個重要的議題，適當的變數篩選幫助我們在保留充足資

訊的情形下縮減資料的維度，降低模型建置的時間與運算成本，並且避免訓練階段過度

擬合影響預測品質。除了優化計算以外實務領域的研究亦重視變數選擇。例如基因研究

除了研究基因組合所導致的生物現象外，研究者也重視造成生物現象的關鍵基因；地質

研究除了分析容易坍塌的地段，也重視造成地質鬆散的因素；股市研究除了預測未來價

格趨勢更希望找出影響股價的金融指指數。可知變數選擇除了優化計算外更幫助研究者

提取重要特徵分析研究現象的成因。

而不同的預測模型在變數選擇上也有不同的方法與流程。Variyath 和 Brobbey[1]在

複迴歸模型上提出改良的廣義估計方程式進行變數選擇， Ulm 和 Hapfelmeier[2]在隨機

森林模型上提出以排列檢定為基礎的方法實行變數選擇。Li , Maier 以及Zecchin[3]則在

類神經網路上提出改良核密度估計方法優化輸入層的變數選擇方法，由此可知變數的選

擇也依據使用的演算法不同而有不同的發展。其中迴歸模型在許多不同領域如經濟、生

物及心理等研究中都被廣泛應用，具有直觀，解釋性強等優點，因此本文主要研究迴歸

模型變數選擇。

若迴歸模型假設自變數和應變數之間的代數關係(functional form)是已知的，則可

將模型簡化至只需用一組參數表示，稱為母數模型。雖然母數模型容易實踐，但缺乏彈

性。因此許多學者開始研究無母數技術，試圖減少對迴歸曲面(regression surface)的假

設，期望模型更具一般性[4]。且實務上處理資料時，自變數和應變數的代數關係並不清

楚，因此本文研究主要討論更適合處理資料的無母數迴歸模型並基於該模型探討適用的

變數選擇方法。

一般無母數迴歸模型可表達成

Y = f(X1, X2, . . . , Xd) + ε (1.1)

6
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其中 Y 為模型的應變數，是研究中所探討的目標或推測的結果；X1, X2, . . . , Xd 為模型

的自變數，視為影響Y值的因子，模型假設 E(ε) = 0；V ar(ε) = σ2。1.1式將 Y 視為自

變數經一未知多變量函數 f 作用的結果。雖然賦予模型高度彈性，但 f 的估計過程過

於繁瑣，並且隨著資料維度增加造成參數量快速膨脹。因此將1.1式簡化為無母數可加

性模型如下

Y = f1(X1) + f2(X2) + . . .+ fd(Xd) + ε (1.2)

1.2式中f1, f2, . . . , fd為單變量未知函數，本文將這些函數稱為components,可透過特定的

多項式基底線性組合成spline函數進行估計。本文中將使用B-spline基底組成的spline函

數估計components.

本文後續的章節安排如下:第二章將回顧可加性模型由來及其近似技術的發展，並

列舉基於該模型的變數選擇方法。此外在變數選擇上，依據變數的性質可分為質性變

數(qualitative variable)和量性變數(quantitative variable)，兩者分別代表類別型資料和

數值型資料，因此本文將於第三章深入討論數值變數及類別變數的變數選擇，並於第四

章進行兩個模擬實驗來驗證第三章討論的方法。

7
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2. 文文文獻獻獻探探探討討討

本章首先討論應用於可加性模型的估計方法。此外，同緒論所述不同模型有其不同

的變數選擇方法，因此本章也將討論基於可加性模型所發展出來的變數選擇方法。

實踐可加性模型需估計模型中的components。函數的估計除了Watson[5]所提出

的核估計之外還有受到廣泛應用的基底近似法。Stone[6]首先提出可加性迴歸模型，

由線性迴歸作為起點，逐步將模型從母數推導至無母數，確立最終的1.2式，同時使

用B-spline基底線性組合得到spline函數來估計模型中的components.

Spline是由分段多項式線性組合成平滑曲線，這些分段點稱為節點(knots)，其

特點是分段多項式的次數和節點可以獨立設定，在曲線上有良好的局部控制能

力。Spline函數可透過基底線性組合而成，其中一種為Schoenberg[7]提出的B-spline基

底，關於B-spline基底的計算方式第三章做更詳細的討論。

將可加性模型中的components透過B-spline基底線性組合估計時，模型中的參數可

透過最小平方法進行估計。雖然與線性迴歸比較可以獲得更佳的擬合效果，但也會使

用更多參數，造成運算負擔增加。估計過程中模型內每個變數的component皆會拆解成

數個B-spline基底，這代表每增加一個變數，模型中基底總數會增加而需要更大的運算

量。此時篩選變數就顯得更為重要，因此也發展出許多可加性模型的變數篩選方法。

迴歸模型變數選擇的方法起初建立於母數迴歸，其中Tibshirani[8]所提出的Lasso是

最被廣泛應用的方法之一。Lasso原是基於線性迴歸的變數選擇，以正則化的概念為

基礎，透過對損失函數加入L1-norm懲罰項，達到篩選變數的效果。Yuan[9]將Lasso結

合分組的想法推廣成group lasso.將變數分成若干組在損失函數上加入懲罰各組的L2-

norm懲罰項，實踐以組別為單位的變數選擇。Huang , Horowitz 和 Wei[10] 將group

lasso的概念應用於可加性迴歸模型，將components拆解成多項式基底並將來自同

一component的基底視為同一組，在損失函數加入L1-norm懲罰項；Cui, Peng,Wen以

及Zhu[11]也採用相同的想法，透過L2-norm懲罰項實踐可加性模型的變數選擇。不同於

8
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上述正則化的想法透過懲罰項選擇變數，Yang, Xue和Yang[12]將components的估計式

轉換成統計量評分變數的重要性，再設定門檻篩選變數。Ma和Racine[13] 將核函數加

入模型的損失函數作為權重，透過最佳化的B-spline節點數及權重，實踐了同時選擇數

值變數以及類別變數的方法，第三章將對上述列舉的方法有更詳細的介紹。

9
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3. 研研研究究究方方方法法法

本章將詳細介紹可加性迴歸模型的變數選擇原理。考量在實務研究中，通常同時存

在數值型及類別型的因變數。因此本文分別討論數值型及類別型的變數篩選。針對數值

變數的選擇參考Yang, Xue和Yang 所提出的方法，將變數進行重要性評分，並採取向

前迴歸的概念將變數逐一帶入模型中透過BIC檢視模型的優劣；針對類別變數的選擇參

考Ma和Racine 所提出的方法，透過不同的權重進行模擬，在交叉驗證下求出最佳權重

並透過權重來對類別變數的重要性進行評估。第一節首先介紹樣條估計的演算原理，兩

種變數選擇的方法則於第二節和第三節介紹。

3.1. B-spline與與與模模模型型型架架架構構構

本節介紹使用B-spline基底[14]的計算原理並用於可加性模型的架構，由於含有類別

變數的模型架構較為複雜，將於第三節說明。在此暫時先考慮僅含數值變數的可加性模

型。

使用B-spline基底組成spline函數有三個重要的超參數，分別為階數(order)、邊

界(boundary)和節點向量(knots)。階數是基底最高次項(degree)加一，控制樣條曲線

的次方，常用的階數有2,3,4。所對應之B-spline基底組成的函數分別稱為linear spline,

quadratic spline和cubic spline。節點為spline曲線的分段點，節點越多spline曲線的彈性

越佳。邊界則是函數定義域的上下界，階數和節點數將決定所使用的B-spline基底數

量。

假設f為[a,b]上的未知函數，透過spline函數f∗估計。則f∗可由B-spline基底線性組

合而成。單一B-spline基底函數可由一階數m及m + 1個控制節點y1, y2, . . . , ym+1定義，

記作B(·|y1, . . . , ym+1)，其中y1 ≤ y2 ≤ . . . ≤ ym+1。B(·|y1, . . . , ym+1)以遞迴方式計算

B(x|y1, . . . , ym+1) =
x− y1

ym − y1
B(x|y1, . . . , ym) +

ym+1 − x
ym+1 − y2

B(x|y2, . . . , ym+1)

10
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節點數在遞迴過程中逐漸降低，當降至兩個節點時基底如下

B(x|y1, y2) =

 1, 當x ∈ [y1, y2);

0 x /∈ [y1, y2).

若有其中一個控制節點重複m次的情況，基底如下

B(x| y1, y1, . . . , y1︸ ︷︷ ︸
m個

, y2) =


(y2−x)m−1

(y2−y1)m−1 , 當x ∈ [y1, y2);

0 x /∈ [y1, y2).

B(x|y1, y2, y2, . . . , y2︸ ︷︷ ︸
m個

) =


(x−y1)m−1

(y2−y1)m−1 , 當x ∈ [y1, y2);

0 x /∈ [y1, y2).

在[a,b]上給定階數為m，節點向量t = (t1, t2, . . . , tk)的spline函數共由m+ k個B-spline基

底組成，其中a ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tk ≤ b.根據節點向量t可得下列長度為2m+ k的序列

a, . . . , a,︸ ︷︷ ︸
m個

t1, t2, . . . , tk, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
m個

令其為y1, . . . , y2m+k，以序列可定義m+ k個B-spline基底

B1(·|y1, . . . , ym+1), . . . , Bm+k(·|ym+k, . . . , y2m+k)

基底可線性組合成spline函數f∗

f∗ =
m+k∑
j=1

ajBj

使用spline估計可加性模型的components時，給定階數和節點數分別為m, k，1.2式可表

示如下

Y = µ+
m+k∑
j=1

αj,1Bj,1(X1) + . . .+
m+k∑
j=1

αj,dBj,d(Xd) + ε

其中Bj,`為B-spline基底，αj,`為基底係數，` = 1, 2, . . . , d; j = 1, 2, ...,m + k。透過最小

平方法估計µ及αj,`，可得估計式

Ŷ = µ̂+
m+k∑
j=1

α̂j,1Bj,1(X1) + . . .+
m+k∑
j=1

α̂j,dBj,d(Xd) (3.1)

後續研究方法將以3.1式為基礎進行探討。

11



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

DOI:10.6814/NCCU202100689

3.2. 數數數值值值變變變數數數的的的選選選擇擇擇

本節所介紹的實驗方法採取等距節點配置，並且對每個component都使用相同的節

點數和階數。擬合資料前，有幾個前置步驟。首先可注意到3.1式已設有截距項，為避

免共線性，必須捨棄一個基底，因此將模型修正為

Y = µ̂+
m+k−1∑
j=1

α̂j,1Bj,1(X1) + . . .+
m+k−1∑
j=1

α̂j,dBj,d(Xd) + ε (3.2)

此外，在對資料進行擬合之前須決定節點的使用數量。在此以貝葉斯信息量準

則(Bayesian information criterion ; BIC)作為節點數使用標準，BIC作為有限模型集合

內選擇模型的準則，是一種帶有懲罰項的統計量，避免模型因參數過多而造成過度擬

合。

BIC = pln(n)− 2ln(L∗) (3.3)

其中，n為資料量，L∗為該模型概似函數(likelihood function)的最大值，p為模型所使用

的參數量。在模型誤差服從標準常態分配時3.3式可定義成

BIC = pln(n) + nln(
RSS

n
) (3.4)

本文使用的可加性模型滿足 εi
iid
∼ N(0, 1), i = 1, 2, . . . , n，因此後續將以3.4式BIC指標決

定模型所使用的節點數量。 其中RSS為模型的殘差平方和，而可加性迴歸模型的參數

量受節點數,階數和變數量影響。給定d個自變數，皆用m階k個節點的B-spline基底估計

其components，因此參數量p = d(m+ k − 1) + 1。

參考Yang,Xue和Yang的建議調整B-Spline基底。將3.1式中的基底平移使所有基底

平均數為0，保持基底一致性，若E[f`(X`)] = 0 ，則µ = E(Y )，對` ∈ [1, 2, . . . , d]定義

調整後的基底bj,`(X`)如下

bj,`(X`) = Bj,`(X`)− E(Bj,`(X`)) j = 1, 2, . . . ,m+ k − 1

其中E(Bj,`(X`)) 以
1
n

∑n
i=1Bj,`(Xi,`)估計，Xi,`為X`的第i筆觀測值。 調整完基底即可

擬合資料估計參數，可加性模型中第`個component f`估計式f
∗
`如下

f∗` =
m+k−1∑
j=1

α̂j,`bj,`

12
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將估計式轉換成另一種統計量λ`

λ` = E[(f∗` (X`))
2] =

∫
[f∗` (x`)]

2fX`
(x`)dx` (3.5)

其中fX`
為隨機變數X`的機率密度函數。λ`在此作為X`的重要性評分。最後的決策過程

中Yang, Xue和Yang設立門檻一次性篩選變數，為了更精確的選擇變數本文採用向前迴

歸的想法將重要性由高至低逐步引入模型計算模型的BIC，以最小BIC的模型作為最終

變數選擇的結果。

3.3. 類類類別別別變變變數數數的的的選選選擇擇擇

可加性迴歸模型中通常只考慮到數值變數，鮮少研究含有類別變數的情況。因此本

文對變數選擇的研究也特別討論類別變數的選擇方法。同時包含數值變數及類別變數的

模型假設如下

Y = µ(Z) + f1(X1,Z) + f2(X2,Z) + . . .+ fd(Xd,Z) + ε

定義X = (X1, X2, . . . , Xd)為數值變數，假設前d個變數對Y有所影響，定義為X =

(X1, X2, . . . , Xd)，其餘變數對Y沒有影響定義為X̃ = (Xd+1, Xd+2, . . . , Xd)；同理

定義Z = (Z1, Z2, . . . , Zr)為類別變數，假設前r個變數對Y有影響，定義為Z =

(Z1, Z2, . . . , Zr)，其餘變數對Y沒有影響定義為Z̃ = (Zr+1, Zr+2, . . . , Zr)。f`(·, z)代

表在Z = z的條件下可加模型中第`個component。因此f`(·, z)的估計式會因應z值改變，

若r種類別變數分別有c1, c2, . . . , cr種不同的水準(levels)，則z有
∏r
s=1 cs種不同的組合，

每一種組合之下f`(·, z)估計的結果也會不同。為了區別類別變數的重要程度，我們定義

以下kernel function

L(Z, z, λ) =
r∏
s=1

l(Zs, zs, λs) (3.6)

其中

l(Zs, zs, λs) =

 1, 當Zs = zs;

λs Zs 6= zs.
s = 1, 2, . . . , r (3.7)

在3.7式中的λs作為Zs於[0,1]之間的平滑參數，在後續的演算過程平滑參數為辨別重要類

別變數的角色。

13
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和第二節相同，使用B-spline基底時將節點等距配置，但在此對每個component不

限制使用相同的節點數量，根據Ma及Racine的建議，最佳化後的節點數也能同

時辨別重要的數值變數。因此後續模擬實驗，我們只固定階數。 若模型中共

有d個components，估計過程中設定階數為m且使用k`個節點，則估計f`的spline函

數f∗`由m+ k`個B-spline基底線性組合而成。

f∗` =

m+k`∑
j=1

αj,`Bj,` ` = 1, 2, . . . , d (3.8)

Bj,`為B-spline基底函數，αj,`為其所對應的係數。3.8式暫時未考慮類別變數的影響，於

下段說明。

在第二節中為避免共線性捨棄一個基底，並且對每個基底去中心化。本節同

樣需對原始基底進行調整，模型牽涉類別變數因此調整方法與第二節有所不同。

參照Ma和Racine的方法，對於` ∈ [1, 2, . . . , d] 及 j ∈ [1, 2, . . . ,m + k`] 定義 cj,`(z) 為

Bj,`(X`)在給定Z = z之下的條件期望值

cj,`(z) =

∫
Bj,`(x`)fX`

(x`|z)dx`

fX`
(x`|z)為X`在Z = z之下的機率密度函數。 將m + k`個原基底進行如下調整，可得

到m+ k` − 1個新基底

b0j,`(X`, z) = Bj+1,`(X`)−
[
cj+1,`(z)

cj,`(z)

]
Bj,`(X`)

j = 1, 2, . . . ,m+ k` − 1

再將基底函數單位化

bj,`(·, z) =
b0j,`(·, z)∥∥∥b0j,`(·, z)

∥∥∥
其中 ∥∥b0j,`(·, z)

∥∥ =

√∫
[b0j,`(x`)]

2fX`
(x`|z)dx`

調整後基底滿足E(bj,`(Xl,Z)|Z = z) = 0且V ar(bj,`(X`,Z)|Z = z) = 1，將調整後的基

底納入模型，估計式如下

Ŷi = α̂0(Zi) +

m+k1−1∑
j=1

α̂j,1(Zi)bj,1(Xi1,Zi) + . . .+

m+kd−1∑
j=1

α̂j,d(Zi)bj,d(Xid,Zi) (3.9)

14



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

DOI:10.6814/NCCU202100689

定義α̂0(z),α̂j,`(z)為觀測值在類別項Z = z之下使用的估計參數，` = 1, 2, . . . , d; j =

1, 2, . . . ,m+ k` − 1。3.9式的估計將採用加權最小平方法，以L(Z, z, λ)做為權重。將1和

所有基底組成一個(1 + dm+
∑

` k` −m)× 1的基底矩陣b(X,Z)

b(X,Z) =



1

b1,1(X1,Z)

b2,1(X1,Z)
...

bm+k1−1,1(X1,Z)

b1,2(X2,Z)

b2,2(X2,Z)
...

bm+k2−1,2(X2,Z)
...

bm+kd−1,d(Xd,Z)


同時定義α̂(z)為一個(1 + dm+

∑
` k` −m)× 1的矩陣如下

α̂(z) =



α̂0(z)

α̂1,1(z)

α̂2,1(z)
...

α̂m+k1−1,1(z)

α̂1,2(z)

α̂2,2(z)
...

α̂m+k2−1,2(z)
...

α̂m+kd−1,d(z)


以加權最小平方法最佳化參數向量α̂(z)

α̂(z) = arg min
α

n∑
i=1

(Yi − α(z)Tb(Xi,Zi))
2L(Zi, z, λ) (3.10)

15
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令b為原始資料集的基底函數矩陣，Lz為權重組成的對角矩陣以及Y = (Y1, Y2, . . . , Yn)T

b =



b(X1,Z1)T

b(X2,Z2)T

...

b(Xn,Zn)T


n×(1+dm+

∑
` k`−m)

Lz =



L(Z1, z, λ) 0 . . . 0

0 L(Z2, z, λ) . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . L(Zn, z, λ)


n×n

此時3.10式所解得α̂(z)如下

α̂(z) =

(
1

n
bTLzb

)−1( 1

n
bTLzY

)
參數向量α̂(z)和z同樣有

∏r
s=1 cs種組合。

依照以上演算法執行留一交叉驗證(leave one out cross validation)估計最佳節點

數k̂ = (k̂1, k̂2, . . . , k̂d)及平滑參數λ̂ = (λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂r)

CV (k, λ) =
1

n

n∑
i=1

(Yi − Ŷ−i)2 (3.11)

Ŷ−i為將資料去除第i筆觀察值後，所擬合的模型對Yi的預測值。 極小化3.11式估

計最佳節點數以及平滑參數。根據Ma和Racine所提出的理論，當n → ∞，對s ∈

[r + 1, r + 2, . . . , r] 以及` ∈ [d+ 1, d+ 2, . . . , d]有如下性質

λ̂s → 1 ; k̂` → 0

因此我們能透過估計節點及平滑參數篩選資料中重要的變數，非相關的數值變數估計節

點數趨近0，而非相關的類別變數平滑參數估計值趨近1。

16
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4. 模模模擬擬擬實實實驗驗驗

本章將會執行兩個模擬實驗，實驗一和實驗二分別實踐第三章第二節及第三節所提

出的方法。

4.1. 實實實驗驗驗一一一

4.1.1. 模模模擬擬擬資資資料料料生生生成成成

本實驗將產生六組自變數並搭配三組模型產生應變數，一共有十八組資料集。六組

自變數中有兩組維度較高，變數量占觀測值10%。後續實驗步驟以第六種資料集為例，

並在最後統計十八組資料集的實驗結果。

表 4.1.: 實驗一資料維度(*表示高維度資料集)

組別 一 二 三 四 五* 六*

觀測值 n 50 100 250 500 250 500

變數個數d 9 10 11 12 25 50

d個變數皆服從多變量常態分配，並且存在自相關性。給定W1 = (W11,W12, . . . ,W1d)
T ∼

N
(
0d, (1− 0.52)−1

∑)
,
∑

= 0.5Id×d + 0.51d×d，其中Id×d為單位矩陣；1d×d為所有元

素皆為1的矩陣。令 Wi = 0.5Wi−1 + εi , εi ∼ N(0d,
∑

) i = 1, 2, . . . , n，為了使

用B-spline基底，將每個自變數的值壓縮在固定範圍內得到Xi`，定義如下

Xi` = Φ
{(

1− 0.52
) 1

2 Wi`

}
− 0.5 , i = 1, 2, . . . , n; ` = 1, 2, . . . , d

Φ為標準常態分配的累積密度函數，根據機率積分轉換Xi`

iid
∼ U (−0.5, 0.5)，後續便可

將B-spline基底的上下界統一設為-0.5和0.5。 本實驗透過以下三個模型生成應變數Y

17
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模型一:

Yi = 0.5 +Xi1 +Xi5 +Xi7 +Xi8 + 0.1ξi

模型二:

Y i = 0.5 +
√

3Xi2 +
1√
6

(2Xi4 − 1)2 +
sin(2πXi6)

2− sin(2πXi6)
+

1√
2

cos(2πXi9) + 0.1ξi

模型三:

Yi = 0.5 + (1− 2Xi3) exp(−Xi3
2) + 4(

1−Xi5
2

1+Xi5
2 ) +

√
2g(Xi8) + 6Φ(3Xi9) + 0.1ξi

其中ξi ∼ N (0, 1)且

g (X) = 0.1 sin (2πX)+0.2 cos (2πX)+0.3 {sin (2πX)}2+0.4 {cos (2πX)}2+0.5 {sin (2πX)}3

−0.5 ≤ X ≤ 0.5

4.1.2. 節節節點點點配配配置置置與與與B-spline估估估計計計

實驗採用linear spline (order = 2)並考慮考慮節點數k ∈[1,2,3,4,5]，每個函數都使用

相同數量的節點，節點數量則透過BIC來決定，三個模型分別適用1,3,3個節點。

圖 4.1.: 模型一在各種節點數擬合之下的BIC
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圖 4.2.: 模型二在各種節點數擬合之下的BIC

圖 4.3.: 模型三在各種節點數擬合之下的BIC

表 4.2.: 各模型的超參數

邊界 階數 節點向量

模型一 [-0.5,0.5] 2 t=(0)

模型二 [-0.5,0.5] 2 t=(-0.25,0,0.25)

模型三 [-0.5,0.5] 2 t=(-0.25,0,0.25)

取得節點數估計值後確定模型使用的基底數量，以最小平方法計算截距項和基底係

數後，檢驗估計效果是否優良。首先觀察components的形狀及樣條的近似情形。
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圖 4.4.: 模型一components近似效果

圖 4.5.: 模型二components近似效果
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圖 4.6.: 模型三components近似效果

初步觀察圖4.4，圖4.5及圖4.6可推論樣條對模型中的函數有良好的擬合。近一

步計算components的平均積分方差(Integrated squared error ; ISE)和整體模型均方誤

差(mean square error ; MSE)，與原始資料的變異數(Variance ; Var)比較後可以看出擬

合效果相當好。

表 4.3.: spline函數估計效果數據化

模型一 模型二 模型三

ISE

f1 ≈ 0 f2 0.0003 f3 0.0001

f5 ≈ 0 f4 ≈ 0 f5 0.001

f7 0.0001 f6 0.001 f8 0.0049

f8 0.0001 f9 0.0037 f9 0.0015

MSE 0.0071 0.006 0.0102

Var(Y) 0.8017 0.6951 1.0865
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4.1.3. 變變變數數數重重重要要要性性性計計計算算算

透過3.11式計算各模型的λ值，可以看出非相關變數的λ值皆為0。

圖 4.7.: 模型一變數及λ值

圖 4.8.: 模型二變數及λ值

圖 4.9.: 模型三變數及λ值
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4.1.4. 決決決策策策方方方法法法

計算完λ值後已經可看出非相關變數的λ值皆為0。進一步確認該納入模型的變數。

將所有變數依照λ值由高至低逐一加入模型對資料進行擬合，計算每個模型的BIC評估

效能。由下圖可看出三個模型在引入前四個變數時皆有最佳的表現，所有模型都精確地

選擇正確的變數。

圖 4.10.: 模型一引入變數量及BIC

圖 4.11.: 模型二引入變數量及BIC

圖 4.12.: 模型三引入變數量及BIC
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4.1.5. 500次次次模模模擬擬擬

將實驗流程重複模擬500次，紀錄變數選擇的情形。Underfitting 和 overfitting 分

別表示選取過少及過多的變數，other代表變數選擇錯誤的情形。透過下表，可以看出

本實驗所採用的方法除了在資料量較少時準確率略低外對於各種維度及大小的資料都有

相當高的準確率。

表 4.4.: 500次模擬變數選擇結果統計

資料集 正確率 underfitting overfitting other

模型一

50× 9 0.808 23 71 2

100× 10 0.93 0 35 0

250× 11 0.974 0 13 0

500× 12 0.98 0 10 0

250× 25 0.96 0 20 0

500× 50 0.962 0 19 0

模型二

50× 9 0.652 129 43 2

100× 10 0.926 25 12 0

250× 11 0.996 1 1 0

500× 12 0.992 0 4 0

250× 25 0.986 6 1 0

500× 50 0.998 0 1 0

模型三

50× 9 0.762 51 1 67

100× 10 0.976 0 12 0

250× 11 1 0 0 0

500× 12 1 0 0 0

250× 25 1 0 0 0

500× 50 0.996 0 2 0

4.2. 實實實驗驗驗二二二

4.2.1. 模模模擬擬擬資資資料料料生生生成成成

本實驗產生1000筆觀測值，分別有兩個數值變數X = (X1, X2)以及兩個類別變
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數Z = (Z1, Z2)，其中X`

iid
∼ U (0, 1) , ` = 1, 2 以及 Zs

iid
∼ Ber(0.5), s = 1, 2。並以下列模

型產生應變數Y

Yi =
√
Xi1(1−Xi1) sin

2π
(

1 + 2−
7
5

)
(
Xi1 + 2−

7
5

)
+ Zi1 + εi

其中εi ∼ N(0, 0.052)

4.2.2. 超超超參參參數數數

該演算法需要使用到的超參數有階數，節點向量以及平滑參數。和實驗一相同

使用linear spline，階數預設為2。給定k = (k1, k2)分別為估計(X1, X2)的components時

所使用的節點數；λ = (λ1, λ2)分別為(Z1, Z2)所設定的平滑參數。作者進行模擬實

驗時，使用軟體NOMAD 3.5.0 (Nonsmooth Optimization by Mesh Adaptive Direct

Search)執行交叉驗證。本文為簡化實驗，以下給定四個參數可能數值，超參數向

量P = (k1, k2, λ1, λ2)一共有3600種組合。

表 4.5.: 節點與平滑參數設定

k1 0 1 2 3 4 5

k2 0 1 2 3 4 5

λ1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

λ2 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

4.2.3. 參參參數數數估估估計計計與與與交交交叉叉叉驗驗驗證證證

類別變數的組合共有四種，須估計四組參數向量α̂ (1, 1) , α̂ (1, 0) , α̂ (0, 1)及α̂ (0, 0)分

別以3600組P對資料集執行留一交叉驗證，檢視每組節點數之下產生最小均方誤差的平

滑參數。
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表 4.6.: 各組節點對應最佳平滑參數

k1, k2 λ̂1, λ̂2 min RSSCV k1, k2 λ̂1, λ̂2 min RSSCV

00 0.1 , 0.7 0.083551 30 0.1 , 0.8 0.08537

10 0.1 , 1 0.078608 13 0.1 , 0.8 0.080142

20 0.1 , 0.8 0.063112 23 0.1 , 0.9 0.064473

30 0.1 , 0.8 0.044668 33 0.1 , 0.8 0.045635

40 0.1 , 1 0.034742 43 0.1 , 0.8 0.035432

50 0.1 , 1 0.040402 53 0.1 , 0.7 0.041213

10 0.1 , 1 0.084188 40 0.1 , 1 0.08577

11 0.1 , 1 0.079048 14 0.1 , 1 0.080455

21 0.1 , 1 0.063615 24 0.1 , 1 0.064682

31 0.1 , 0.9 0.044998 34 0.1 , 0.9 0.046005

41 0.1 , 1 0.034945 44 0.1 , 0.9 0.035823

51 0.1 , 1 0.040669 54 0.1 , 0.9 0.041567

20 0.1 , 0.8 0.084733 50 0.1 , 1 0.08664

12 0.1 , 0.8 0.079589 15 0.1 , 1 0.081396

22 0.1 , 0.8 0.063973 25 0.1 , 1 0.065024

32 0.1 , 0.8 0.045243 35 0.1 , 0.9 0.046456

42 0.1 , 0.9 0.035201 45 0.1 , 0.9 0.036039

52 0.1 , 0.9 0.040904 55 0.1 , 0.8 0.041851

由上表可觀察到，不論使用多少節點，交叉驗證挑選出的最佳平滑參數皆滿

足λ1 → 0 和 λ2 → 1，3600組超參數中產生最小的均方誤差的P̂ = (4, 0, 0.1, 1)，對於非

相關的數值變數X2同樣滿足k2 → 0。由此可知該實驗方法不僅能透過平滑參數選擇類

別變數同樣也能透過節點數選擇數值變數。
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5. 結結結論論論與與與建建建議議議

透過樣條基底估計模型中的components後直接以估計函數的平方期望值做為變數

重要性的評分，僅能處理數值變數但有良好的計算效率和準確的結果，透過圖4.7至

圖4.9可看出即便不使用向前迴歸做最後決策，評分結果就足夠區別相關變數及非相關

變數。根據表4.3結果顯示，除了資料量較少的情況準確率略低，100筆以上的資料集皆

有極高的準確率，對於高維度的資料集也有很好的選擇效果。

資料中含有類別變數時方法較為複雜，除了調整基底的過程繁瑣外，變數量、節

點數及平滑參數對運算效率有極大的影響。給定d個數值變數分別考量k1, k2, . . . , kd種節

點數及r個類別變數分別考量`1, `2, . . . , `r種平滑參數，會產生
∏d
c=1 kc

∏r
s=1 `s種超參數

組合P，可看出該方法容易造成運算量迅速膨脹。實驗二僅有兩個數值變數和類別變

數，為了簡化實驗過程僅考量6種節點數及10種平滑參數，仍有高達3600種超參數組合

需透過交叉驗證選擇。同時，使用留一交叉驗證也是運算耗時的一大原因。在不使用軟

體NOMAD的前提下，一般複迴歸或Lasso等算法都已發展出快速近似留一交叉驗證的

方法，但實驗二所使用的加權迴歸目前仍無相關的算法。 篩選類別變數的方法雖然耗

時，但透過表4.6可看出無論節點數k1, k2如何設定，皆能有效地透過平滑參數判別類別

變數的重要性，因此可考慮固定節點數來降低運算量。

本文兩種方法皆有其優缺點，在實務上或許可以同時採用兩種方法的優點，先隨機

給定一組節點數後透過平滑參數選擇類別變數，再透過計算components估計函數的平方

期望值以觀察相關的數值變數，如何將兩種演算法結合也是未來值得研究的方向。
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A. 附附附錄錄錄

第三章第二節中討論Yang,Xue和 Yang所提出數值變數選擇的方法，最後的決策中

透過BIC進行變數選取。在此我們嘗試使用概似比檢定作為最終變數選擇的決策方法，

並與原方法進行比較。

若有d個變數X1, X2, . . . , Xd。換算成變數重要性評分λ後，根據λ由高至低將變數排

序為R1, R2, . . . , Rd。並建立以下假設

H0:含有R1的模型較佳

H1:含有R1, R2的模型較佳

概似比檢定統計量原始定義如下

LR = −2ln

[
supθεΘ0

L (θ)

supθεΘL (θ)

]
= −2ln

[
L∗0
L∗1

]

LR
d
−→
H0

χ2 (d.f (H1)− d.f (H0))

在此卡方自由度為為一個component所使用的基底個數。若階數為m，使用k個節點，

則d.f (H1) − d.f (H0) = m + k − 1. L∗0及L
∗
1分別代表H0及H1之下的概似函數最大值。

可加性模型誤差服從常態分配，可將最大概似函數改寫成殘差平方和的函數。

L∗h = (
RSS

n
)−

n
2 ;h = 0, 1

以顯著水準α= 0.05為門檻，若檢定結果H1具有顯著性則再執行一次概似比檢定

H0:含有R1, R2的模型較佳

H1:含有R1, R2, R3的模型較佳

依照此規則，當檢定結果拒絕虛無假設時，將原對立假設的模型設為H0並再引入一個

新變數至模型中設為H1，迭代至H0不被拒絕為止。
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將概似比檢定方法用於第四章第一節實驗，同樣執行500次模擬比較原方法與該方

法的準確度。由下表可看出，總體來說概似比檢定的篩選效果不如BIC精確。僅在第一

組模型components皆為線性函數時效果較好，同時顯著水準的設定也會影響變數選取的

結果，此方法更受研究者主觀影響。

表 A.1.: 第四章實驗一決策方法比較

資料集 BIC正確率 概似比檢定正確率

模型一

50× 9 0.808 0.812

100× 10 0.93 0.928

250× 11 0.974 0.944

500× 12 0.98 0.736

250× 25 0.96 0.892

500× 50 0.962 0.6

模型二

50× 9 0.652 0.516

100× 10 0.93 0.658

250× 11 0.974 0.696

500× 12 0.98 0.682

250× 25 0.96 0.68

500× 50 0.962 0.688

模型三

50× 9 0.762 0.55

100× 10 0.93 0.676

250× 11 0.974 0.702

500× 12 0.98 0.736

250× 25 0.96 0.662

500× 50 0.962 0.672
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