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第四章 調整指數基金的數學模型與演算法 

 

通常已建立的投資組合經過一段時間後，可能已經不再滿足原先建構時的各

種限制條件，這時管理者就面臨投資組合的調整問題。本章首先介紹 Konno 與

Yamamoto (2003)考慮交易成本最小的投資組合調整問題，架構出一個全新的數

學規劃模型。Konno等人使用絕對偏差作為風險測度，在交易成本為凹函數時，

利用枝界法求解。第二節融合建構指數基金的方法及 Konno與 Yamamoto (2003)

最小化交易成本的概念，考慮一段時間後，根據所獲得的新資料與新數據使用目

標規劃，產生一個調整建議，根據此調整建議調整指數基金的配置，使所產生的

交易成本為最小的規劃模型。 

 

 

4.1調整投資組合的數學模型 

 

管理者使用MAD模型建立投資組合之後，當其投資組合經過一段時間不再

滿足原來所要求的條件時，就必須進行調整投資組合的工作。我們再介紹一次第

三章所提到的MAD模型，模型敘述如下： 

 

<MAD模型> 
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參數： 

 iR  資產 i之投資報酬率 

 ρ  投資者所需之最小報酬率 

 0M  投資總額 

 iU  資產 i投資金額之上限 

變數： 

 ix  資產 i之投資金額 

 

解這個數學模型， 令 )( min0 xww = ，此時所對應的投資組合為

) ..., ,( 00
1

0
nxxx = 。假設 +

ik 、 −
ik 分別為每單位資產 i買進、賣出的交易成本，投資

組合從 0x 調整至 x所需的交易成本 )( 0xxC − 可以寫成以下的型態： 
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調整後的新投資組合 x仍應滿足條件(4.1)、(4.2)、與(4.3)，所以考慮交易成

本最小且滿足 x的風險值不大於 0x 的風險值，所建購的數學模型如下(Konno 與

Yamamoto，2003)： 

 

<R-MAD模型> 
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ii Ux ≤≤0 , ni  , ,1 L=∀  

0 , ≥−+
ii kk , ni  , ,1 L=∀  

參數： 

 +
ik  買進每單位資產 i的交易成本 

 −
ik  賣出每單位資產 i的交易成本 

 0
ix  原投資組合中，資產 i的投資金額 

 0w  原投資組合所具有的風險函數值 

 δ  投資者所能容忍的風險程度 

 iR  資產 i之投資報酬率 

 ρ  投資者所需之最小報酬率 

 0M  投資總額 

 iU  資產 i投資金額之上限 

變數： 

 ix  資產 i之投資金額 

 

倘若考慮交易成本為分段線性的凹函數，換言之， )(
~
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ik 分別為資產
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此時可用枝界法求解(Konno與 Yamamoto，2003)。
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4.2調整指數基金的數學模型  

 

建立追蹤指數 tI , Tt  , ,1 L= 的基金，並且限制組成指數基金的資產至多為

0N ，以絕對值誤差總合最小為選取標準的數學模型如下： 

 

<G模型> 
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參數：  

 +
td  指數基金之價值在時間t和市場指數價值間的正偏差 

 −
td  指數基金之價值在時間t和市場指數價值間的負偏差 

 itp  股票 i在時間t的股票價格 

tI  市場指數在時間 t的價值 

0N  指數基金所選取公司家數之上限 

iM  表一正數，即 i
itt

tt
i w

p
I

M ×=
}{min
}{max
， iw 為股票i之資本額權重 

變數：  

ix  股票 i的購買數量 
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首先令解G模型所得的最小追蹤誤差為 0Z ，即 ZZ  min0 = ，此時所建立的指數

基金為 ) ..., ,( 00
1

0
nxxx = 。同樣地，假設 +

ik 、 −
ik 分別為資產 i每單位買進、賣出的交
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調整後的新投資組合 x仍應滿足條件(4.4)、(4.5)、(4.6)、(4.7)與(4.8)，所以考慮

交易成本最小且滿足 x的追蹤誤差值不大於 0x 的追蹤誤差值。由於「 x的追蹤誤差

值不大於 0x 的追蹤誤差值」此一條件可能造成模型沒有可行解，因此我們考慮投資

者對追蹤誤差的容忍程度δ 。此時建購指數基金調整問題的數學模型如下：  
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參數：  

 +
ik  買進每單位股票 i的交易成本 
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 −
ik  賣出每單位股票 i的交易成本 

 0
ix  原投資組合中，股票 i的投資金額 

 0Z  原指數基金投資組合所具有的追蹤誤差值 

 δ  投資者所能容忍的誤差程度， 0

0

Z
ZZ −

=δ  

 +
td  指數基金投資組合之價值在時間t和市場指數價值間的正偏差 

 −
td  指數基金投資組合之價值在時間t和市場指數價值間的負偏差 

 itp  股票 i在時間t的股票價格 

tI  市場指數在時間 t的價值 

0N  指數基金投資組合所選取公司家數之上限 

iM  表一正數，即 i
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p
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M ×=
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， iw 為股票i之資本額權重 

變數：  
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由於此模型的目標函數不是線性函數，所以我們引進一組變數 iu 、 iv 使得 

iii vuxx −=− , 0 , ≥ii vu , 0=iivu . 

其中，互補限制式(complementarity constraints) 0=iivu , ni  ..., ,1= 可以消去，得到

下述MILP模型： 

 

<R-G模型> 
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參數：  
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ik  買進每單位股票 i的交易成本 
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ik  賣出每單位股票 i的交易成本 

 0
ix  原投資組合中，股票 i的投資金額 

 0Z  原指數基金投資組合所具有的追蹤誤差值 

 δ  投資者所能容忍的誤差程度 

 +
td  指數基金投資組合之價值在時間t和市場指數價值間的正偏差 

 −
td  指數基金投資組合之價值在時間t和市場指數價值間的負偏差 

 itp  股票 i在時間t的股票價格 

tI  市場指數在時間 t的價值 

0N  指數基金投資組合所選取公司家數之上限 

iM  表一正數，即 i
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R-G模型含有二元變數及整數變數，是一個MILP 模型，因此我們將於第三節

發展啟發式演算法來求解，並於第五章提出實證的結果與分析。
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4.3 演算法 

 

由於當模型規模較大時，MILP問題的難度較高，不容易於合理時間內求得

問題的最佳解。因此，我們針對混合型整數線性規劃的 R-G 模型發展啟發式演

算法，主要分成以下兩個步驟： 

 

1.解局部放鬆之MILP模型。(即放鬆 ix 為非負實數變數， iy 仍為 0-1變數。) 

2.調整實數解 R
ix ，使其逼近最佳整數解。 

 

上述步驟所求得的近似解仍必須是滿足原限制式的可行解。現將啟發式演算

法的步驟條列於下： 

 

步驟 1 解局部放鬆之MILP模型： 

將每個非負整數變數 ix 放鬆為非負實數變數， iy 仍為 0-1變數。解 R-G

模型得到最佳實數解 R
ix 。 

步驟 2   i
R
i

R
i fxx += ，其中  R

ix 表示小於或等於 R
ix 的最大整數，且

10 <≤ if ， ni  , ,1 L=∀ 。令 0=CS 、 ∑
=

⋅=
n

i
ii fAPTS

1
、及  R

i
H
i xx = 。

其中 iAP表股票 i的平均股價。 

步驟 3 假如 TSAPCS i ≤+ )( 且 0>R
ix ，則 1+← H

i
H
i xx 且 iAPCSCS +← ，

ni  , ,1 L=∀ ；否則， H
i

H
i xx ← 。 

步驟 4 令 CSTSRS −= ，取k使得 }{min
' i

Ni
k APAP

∈
= ，其中 }0{' >∈ R

ixiN 。假如

kAPRS ≥ ，則回到步驟 3；否則，結束。 
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 此啟發式演算法求得 R-G模型局部鬆弛的實數解 R
ix 後，將其分成整數及小

數兩部分。整數部分令為起始整數解 H
ix ，小數部分造成的誤差總合TS 即為平均

誤差。我們針對 0>H
ix 的數進行調整工作，直到平均誤差達到最小。如此便可

得到一組合理整數解 H
ix 。 


