
第三章 
「相異二元樹」與「n個運算符號之結合運算」的對應關係 

一．問題（見［5］P.5–90） 
n個節點的相異二元樹（Binary Tree）有幾個？ 
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 發現前三項： 、 t 、 與 和b 之前三項皆相同，我們設左子樹（見［3］

P.100～P.101）有 個節點（見［6］P.7–8），則右子樹有 個節點，其中
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，即「n個節點

的相異二元樹有幾個」也為 Catalan族成員之一。我們在這一章裡將討論：「運

算符號＊之結合運算」和「相異二元樹」的對應關係。 
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二．對射函數之證明 

(I) 對射函數的建立（見［4］P.5） 

設 A為有 n個運算符號＊可進行不同的結合運算所成的集合； 

 T為有 n個節點的相異二元樹所成的集合； 

定義對應函數 f：A → T ，依據下列步驟來建構 T＝f ( A )  

○1  A集合中的每一個運算符號＊對應到一個節點，而最後運算符號○＊對應到是

樹根（root）。 

○2  位於最後運算符號○＊之右邊的運算符號＊對應到樹根之右子樹裏的節點； 

而位於最後運算符號○＊之左邊的運算符號＊對應到樹根之左子樹裡的節點。 

○3  將 A集合中所有字元和小括號去掉。 

例 1 （ 1d ＊ 2d ）＊ 3d  → 對應到        → 對應到 

 
 

例 2 （ 1d ＊（ 2d ＊ 3d ））＊ 4d  → 對應到           →對應到 

 

(II) f是 1對 1且映成（onto）函數 

我們將證明所定義的函數 f是 1對 1且映成（onto）。 

( i ) f是 1對 1函數：即若 A集合中有二個元素 na 、 na ，使得 f (ˆ
na )＝f ( nâ )＝ nt ，

則 na ＝ nâ  恆成立，其中 nt  表有 n個節點之相異二元樹。 

( ii ) f是映成（onto）函數：對於集合 T中任意一個元素 nt ，在集合 A中皆存

在一個元素 na  具有 n個運算符號＊之結合運算，使得 f ( na )＝ nt    
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我們對 nt  的節點個數 n做歸納法： 

（1）n＝1時，即集合 T中只有一個元素 1t ＝●， 

而 A集合也只有一個元素 1a ＝ 1d ＊ 2d ，根據函數 f 的定義知道 f ( 1a )＝ 1t，

所以函數 f是 1對 1且映成（onto）函數。 

（2）假設 n＝1，2，⋯，k時，函數 f是 1對 1且映成（onto）函數。  

（3）當 n＝k + 1時，由 1+ka 中的最後運算符號○＊所對應到的樹根之位置 l 來討論，

並設左子樹有 l – 1個節點，則右子樹有 ( k + 1) – l 個節點，其中 l＝1，

2，⋯，k + 1。 

○1  若 l＝1時，   1+kt ＝         ，即右子樹有 k個節點，我們以 '
kt 來表示， 

其中 1+kt  表有 k + 1個節點之相異二元樹。 

( i ) 已知 1+kt ＝f ( 1+ka )＝f ( 1
ˆ

+ka )，且 1+ka ＝ 1d ○＊ ka ， 1
ˆ

+ka ＝ 1d ○＊ kâ ， 

則由函數 f之定義知 f ( ka )＝ '
kt ＝f ( kâ )，又由（2）之歸納假設知道： ka ＝ kâ ，

故得證 1+ka ＝ 1
ˆ

+ka ，即證明了函數 f是 1對 1函數，其中 ka 、 kâ 表示各有 k

個運算符號＊之結合運算。 

( ii ) 由（2）之歸納假設知道，集合 A中存在一個元素 ka ，使得 f ( ka )＝ '
kt  

令 1+ka ＝ 1d ○＊ ka ，則 1+ka 有 k + 1個運算符號＊之結合運算，且 f ( )＝ 。 1+ka 1+kt

即證明了函數 f是映成（onto）函數。 

○2  若 2 ≤ l ≤ k時，即 1k+t ＝       ，其中左子樹有 l – 1個節點，以 1l−t 表示 

右子樹有 lk −+ )1( 個節點，以 '
)1( lkt −+ 表示 
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( i ) 已知 1+kt ＝f ( 1+ka )＝f ( 1
ˆ

+ka )，且 1+ka ＝ 1−la ○＊ '
)1( lka −+ ， 1

ˆ
+ka ＝ 1

ˆ
−la ○＊ '

)1(
ˆ

lka −+ ， 

則由函數 f之定義知 f ( 1−la )＝ 1−lt ＝f ( 1
ˆ
−la )，且 f ( '

)1( lka −+ )＝ '
)1( lkt −+ ＝f ( '

)1(
ˆ

lka −+ ) 

又 ∵ 1 ≤ l – 1 ≤ k – 1，且 1 ≤ k + 1 – l ≤ k – 1，∴由 ( 2 ) 之歸納假設知道，

1−la ＝ '
)1( lka −+  及 '

)1( lka −+ ＝
'

)1(
ˆ

lka −+ ，故得證 1+ka ＝ 1
ˆ

+ka ，即證明了 f是 1對 1函數。 

其中 ja 、 '
ja 、 jâ 、 'ˆ

ja 表示各有 j個運算符號＊之結合運算。 

( ii ) ∵ 1 ≤ l – 1 ≤ k – 1，且 1 ≤ ( k + 1 ) – l ≤ k – 1，∴由（2）之歸納假設知道： 

存在 1−la ，使得 f ( 1−la )＝ 1−lt ，及存在 '
)1( lka −+ ，使得 f ( '

)1( lka −+ )＝ '
)1( lkt −+ 。 

令 1+ka ＝ 1−la ○＊ '
)1( lka −+ ，則 有 k + 1個運算符號＊之結合運算，且 f (1+ka 1+ka )＝ 1+kt  

即證明了 f是映成（onto）函數。 

○3  若 l＝k + 1時， 1+kt ＝         ，即左子樹有 k個節點，我們以 kt  來表示， 

其中 1+kt 表有 k + 1個節點之相異二元樹。 

( i ) 已知 1+kt ＝f ( 1+ka )＝f ( 1
ˆ

+ka )，且 1+ka ＝ ka ○＊ 2+kd ， 1
ˆ

+ka ＝ kâ ○＊ 2+kd ， 

則由函數 f之定義知 f ( ka )＝ kt ＝f ( kâ )，又由（2）之歸納假設知道： ka ＝ kâ ，

故得證 1+ka ＝ 1
ˆ

+ka ，即證明了函數 f是 1對 1函數，其中 ka 、 kâ 表示各有 k個

運算符號＊之結合運算。 

( ii ) 由（2）之歸納假設知道，集合 A中存在一個元素 ka ，使得 f ( ka )＝ kt  

令 1+ka ＝ ka ○＊ 2+kd ，則 1+ka 有 k + 1個運算符號＊之結合運算，且 f ( 1+ka )＝ 1+kt 。 

即證明了 f是映成（onto）函數。 

由以上證明可知：f是 1對 1且映成（onto）函數。 
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