
4 ������ (average variance sum)���

4.1 ���������	
�������

Kuroda, Geng and Niki(2001).� �¹º»¼�2�2average variance sum(AVS)�

�·"���A���D®4°±f²³´�E��¡�+�ÑÛ@A�Ï���

�F�8G�w03HIê�Q�RÍÎ��OYZÅÆJíÛ@¡�A�Ï�

���
�����QO��2¨���y���¤�á��� {Ä¿�YZ

Û 2.3��¤�K}=aL)α�bL)β�'A5M9NMO'/�56�ÇÈO

=�θ2λ���Æ°±f²³´�

Pr(θ,Λ) ∝
(

I∏
i=1

θ
α

(0)
i −1

i

)
·
[

I∏
i=1

(
J∏

j=1

λ
β

(0)
ij −1

ij

)]
(4.1)

��LDirichletï #Ol �IiÃ����4Ti���4°±f²³´�

ñòÙ/

P1(θ,Λ | R1 = r1) =
I∑

m=1

{
A

(0)
m

A
(0)
+

[(
I∏

i=1

θ
α

(0)
i +δm

i −1
i

)
·
(

I∏
i=1

J∏
j=1

λ
β

(0)
ij +δ

mr1
ij −1

ij

)]/
A(0)

m

}
O

(4.2)

@�Q�O�äLDirichletï #�$�ïO¥@θ�4°ïº��4°|

���(4°»¼�� � 2.5a( 2.5bw>äåñò�

E(θi|R1 = r1) =
I∑

m=1

A
(0)
m

A
(0)
+

· α
(0)
i + δm

i

α
(0)
+ + 1

=
1

A
(0)
+ (α

(0)
+ + 1)

·
(

I∑
m=1

A(0)
m α

(0)
i +

I∑
m=1

A(0)
m δm

i

)

=
1

A
(0)
+ (α

(0)
+ + 1)

·
(
A

(0)
+ α

(0)
i + A

(0)
i

)

=
α

(0)
i

α
(0)
+ + 1

+

(
A

(0)
i

A
(0)
+

)
· 1

α
(0)
+ + 1

� i = 1, 2, . . . , I� (4.3)
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E(θ2
i |R1 = r1)

=
∑I

m=1
A

(0)
m

A
(0)
+

(α
(0)
i +δm

i )(α
(0)
i +δm

i +1)

(α
(0)
+ +1)(α

(0)
+ +2)

= 1

A
(0)
+ (α

(0)
+ +1)(α

(0)
+ +2)

(
α

(0)
i (α

(0)
i + 1)A

(0)
+ + 2α

(0)
i

∑I
m=1 A

(0)
m δm

i +
∑I

m=1 A
(0)
m (δm

i )2 +
∑I

m=1 A
(0)
m δm

i

)

= 1

A
(0)
+ (α

(0)
+ +1)(α

(0)
+ +2)

(
α

(0)
i (α

(0)
i + 1)A

(0)
+ + 2(α

(0)
i + 1)A

(0)
i

)

=
α

(0)
i (α

(0)
i +1)

(α
(0)
+ +1)(α

(0)
+ +2)

+

(
A

(0)
i

A
(0)
+

)
2(α

(0)
i +1)

(α
(0)
+ +1)(α

(0)
+ +2)

� i = 1, 2, . . . , I�
(4.4)

(

V ar(θi|R1 = r1) = E(θ2
i |R1 = r1)− (E(θi|R1 = r1))

2� i = 1, 2, . . . , IO (4.5)

�	λ�4°ïº��4°|���(4°»¼�Øw�ñò�

E(λij|R1 = r1) =
I∑

m=1

A
(0)
m

A
(0)
+

· β
(0)
ij + δmr1

ij∑J
t=1 β

(0)
it + δmr1

it

=
I∑

m=1

A
(0)
m

A
(0)
+

· β
(0)
ij + δmr1

ij

β
(0)
i+ + δmr1

ir1

� i = 1, 2, . . . , I� j = 1, 2, . . . , J�

(4.6)

E(λ2
ij|R1 = r1) =

I∑
m=1

A
(0)
m

A
(0)
+

· (β
(0)
ij + δmr1

ij )(β
(0)
ij + δmr1

ij + 1)

[
∑J

t=1 β
(0)
it + δmr1

it ][(
∑J

t=1 β
(0)
it + δmr1

it ) + 1]

=
I∑

m=1

A
(0)
m

A
(0)
+

· (β
(0)
ij + δmr1

ij )(β
(0)
ij + δmr1

ij + 1)

(β
(0)
i+ + δmr1

ir1
)(β

(0)
ir1

+ δmr1
ir1

+ 1)
� i = 1, 2, . . . , I� j = 1, 2, . . . , J�

(4.7)

(

V ar(λij|R1 = r1) = E(λ2
ij|R1 = r1)− (E(λij|R1 = r1))

2� i = 1, 2, . . . , I� j = 1, 2, . . . , JO

(4.8)

 @Æ>Pθ2λi∗�¹º»¼�2 (AVS)���

Vθ =
I∑

i=1

E(θi)V ar(θi)�

Vλi∗
=

J∑
J=1

E(λij)V ar(λij)� i = 1, 2, . . . , IO
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l {ÄYZQR�S�s#� �äL�ã56�Dirichletï� # (single

hyper Dirichlet distribution)

p̂1(θ, Λ) =

[
1

B(α(1))
·

I∏
i=1

θ
α

(1)
i −1

i

]
·
[

I∏
i=1

(
1

B(β
(1)
i∗ )

J∏
j=1

λ
β

(1)
ij −1

ij

)]
(4.9)

�D®þ#�4°ï (4.2)�Ñ��� p̂1(θ, Λ)�¤�α(1)îβ(1)�¡�þ#4°

ï�¤�α(0)2β(0)�OU�� p̂1(θ, Λ)�¡�+�D®þ#4°ï�¡�+O

@�θ2λ�34+(»¼���

Ep̂1(θi) =
α

(1)
i

α
(1)
+

� (4.10a)

V arp̂1(θi) =
α

(1)
i (α

(1)
+ − α

(1)
i )

(α
(1)
+ )2(α

(1)
+ + 1)

� (4.10b)

Ep̂1(λij) =
β

(1)
ij

β
(1)
i+

� (4.11a)

V arp̂1(λij) =
β

(1)
ij (β

(1)
i+ − β

(1)
ij )

(β
(1)
i+ )2(β

(1)
i+ + 1)

O (4.11b)

��θ(λi∗�¹º»¼�2 (AVS)w�TiÙ/

V
(1)

θ
=

I∑
i=1

Ep̂1(θi) · V arp̂1(θi) =
I∑

i=1

(
α

(1)
i

α
(1)
+

)2(1− α
(1)
i

α
(1)
+

)
1

α
(1)
+ + 1

� (4.12a)

V
(1)

λi�
=

J∑
j=1

Ep̂1(λij) · V arp̂1(λij) =
J∑

j=1

(
β

(1)
ij

β
(1)
i+

)2(1− β
(1)
ij

β
(1)
i+

)
1

β
(1)
i+ + 1

O (4.12b)

AVS���A� � �56�ï�®¯z{tT�ï�Ø2UV (4.9)�

¿�¡�¤�α(1)(β
(1)
i∗ ��T4°º�W�4°®¯º�l�4°¹º»¼�2

W�4°®¯¹º»¼�2�Ø2




Ep̂1(θi) ≡ E(θi|R1 = r1)� for i = 1, · · · , I�

V
(1)

θ
≡ ∑I

i=1 E(θi|R1 = r1) · V ar(θi|R1 = r1)�
(4.13)
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��y6 i




Ep̂1(λij) ≡ E(λij|R1 = r1)� for j = 1, · · · , J�

V
(1)

λi�
≡ ∑I

i=1 E(λij|R1 = r1) · V ar(λij|R1 = r1)O
(4.14)

= (4.10a)î(4.12a)( (4.13)wTi




α
(1)
i

α
(1)
+

≡ E(θi|R1 = r1)� for i = 1, · · · , I�
∑I

i=1(
α

(1)
i

α
(1)
+

)2(1− α
(1)
i

α
(1)
+

) 1

α
(1)
+ +1

≡ ∑I
i=1 E(θi|R1 = r1) · V ar(θi|R1 = r1)�

�= (4.11a)î(4.12b)( (4.14)wTi�y6 i�




β
(1)
ij

β
(1)
i+

≡ E(λij|R1 = r1)� for j = 1, 2, · · · , J�
∑J

j=1(
β

(1)
ij

β
(1)
i+

)2(1− β
(1)
ij

β
(1)
i+

) 1

β
(1)
i+ +1

≡ ∑I
i=1 E(λij|R1 = r1) · V ar(λij|R1 = r1)O

0'Q���AX��w'T���iÃ����4�¡�¤��




α
(1)
+ =

PI
i=1 E(θi|R1=r1)2·[1−E(θi|R1=r1)]PI

i=1 E(θi|R1=r1)·V ar(θi|R1=r1)
− 1�

α
(1)
i = α

(1)
+ · E(θi|R1 = r1)� for i = 1, · · · , I�

(4.15)

��y6 i




β
(1)
i+ =

PJ
j=1 E(λij |R1=r1)2·[1−E(λij |R1=r1)]PI

i=1 E(λij |R1=r1)·V ar(λij |R1=r1)
− 1�

β
(1)
ij = β

(1)
i+ · E(λij|R1 = r1)� for j = 1, 2, · · · , JO

(4.16)

¥@ (4.2)5w �'/���¡�

p̂1(θ,Λ | R1 = r1) =

[
1

B(α(1))
·

I∏
i=1

θ
α

(1)
i −1

i

]
·
[

I∏
i=1

(
1

B(β
(1)
i∗ )

J∏
j=1

λ
β

(1)
ij −1

ij

)]
O(4.17)

-�¿α(1)2β
(1)
i∗ ��¬Ã����34y!"�¡�¤��s¿α(1)2β

(1)
i∗ ¿�É

Y�= (4.15)2 (4.16)�y�TO@�4°ïw' (4.17)��Dirichletï #

�8B�Ñý��¬iÃ|���-�®¯Æ°ï���θÞλ�4°®¯º�

(approximated posterior mean)�

θ̂
(1)
i =

α
(1)
i

α
(1)
+

=
α

(0)
i

α
(0)
+ + 1

+

(
A

(0)
i

A
(0)
+

)
· 1

α
(0)
+ + 1

�

λ̂
(1)
ij =

β
(1)
ij

β
(1)
i+

=
I∑

m=1

A
(0)
m

A
(0)
+

· β
(0)
ij + δmr1

ij

β
(0)
i+ + δmr1

ir1

O
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�	�' (4.17)��®¯Æ°ï���¬iÃ|���R2 = r24�4°±f

²³´�5w �'/���¡�

p̂2(θ,Λ | R1 = r1, R2 = r2) =

[
1

B(α(2))
·

I∏
i=1

θ
α

(2)
i −1

i

]
·
[

I∏
i=1

(
1

B(β
(2)
i∗ )

J∏
j=1

λ
β

(2)
ij −1

ij

)]
O

-�¿α(2)2β
(2)
i∗ ��¬Ã|���34y!"�¡�¤��s¿




α
(2)
+ =

PI
i=1 E(θi|R2=r2)2·[1−E(θi|R2=r2)]PI

i=1 E(θi|R2=r2)·V ar(θi|R2=r2)
− 1�

α
(2)
i = α

(2)
+ · E(θi|R2 = r2)� for i = 1, 2, · · · , I�

��y6 i




β
(2)
i+ =

PJ
j=1 E(λij |R2=r2)2·[1−E(λij |R2=r2)]PI

i=1 E(λij |R2=r2)·V ar(λij |R2=r2)
− 1�

β
(2)
ij = β

(2)
i+ · E(λij|R2 = r2)� for j = 1, 2, · · · , J�

l34+(»¼�Z[�®¯Æ°ï (4.17)lTO

\@�æ���¬iÃn���Rn = rn4�wT4°±fï�

p̂n(θ,Λ | R1 = r1, R2 = r2, · · · , Rn = rn) =

[
1

B(α(n))
·

I∏
i=1

θ
α

(n)
i −1

i

]
·
[

I∏
i=1

(
1

B(β
(n)
i∗ )

J∏
j=1

λ
β

(n)
ij −1

ij

)]
O

@�θÞλ�4°®¯º��

θ̂
(n)
i =

α
(n)
i

α
(n)
+

=
α

(n−1)
i

α
(n−1)
+ + 1

+

(
A

(n−1)
i

A
(n−1)
+

)
1

α
(n−1)
+ + 1

�

λ̂
(n)
ij =

β
(n)
ij

β
(n)
i+

=
I∑

m=1

A
(n−1)
m

A
(n−1)
+

· β
(n−1)
ij + δmrn

ij

β
(n−1)
i+ + δmrn

irn

O

l@®¯02{µyC �¹º»¼�2���A�y]��®¯¡�+O

4.2 ���������

��4.1 ��� I����J��	
�����n�����������θ ∼
D(α(0))�λi∗ ∼ D(β

(0)
i∗ )�i = 1, 2, . . . , I���
Dirichlet�����θ = (θ1, . . . , θI)�
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α(0) = (α
(0)
1 , . . . , α

(0)
I )�λi∗ = (λi1, λi2, . . . , λiJ)�β

(0)
i∗ = (β

(0)
i1 , β

(0)
i2 , . . . , β

(0)
iJ )��� [β

(0)
ij ]


 !"#$%�&β
(0)
i∗ = tiβ

(0)
1∗�ti ∈ R�i = 2, 3, . . . , I'�()*
n����+

,-./012
3456 n789:
;<=1>?2@A�!B�&(C�

n ∈ N�α(n) = α(0)�

�� : YZÛ���8^_��`Ó@��OYZÆ`Ón = 1��)�O

��ab'Q�WX�YZð

[β
(0)
ij ] =




β
(0)
11 β

(0)
12 β

(0)
13 · · · β

(0)
1J

β
(0)
21 β

(0)
22 β

(0)
23 · · · β

(0)
2J

...
...

...
...

β
(0)
I1 β

(0)
I2 β

(0)
I3 · · · β

(0)
IJ




=




β
(0)
11 β

(0)
12 β

(0)
13 · · · β

(0)
1J

t2β
(0)
11 t2β

(0)
12 t2β

(0)
13 · · · t2β

(0)
1J

...
...

...
...

tIβ
(0)
11 tIβ

(0)
12 tIβ

(0)
13 · · · tIβ

(0)
1J




O

y'@�β
(0)
i+ = tiβ

(0)
1+��y6 i = 2, 3, . . . , IO

cd (4.2)��w�T

A(0)
m = B(α(0) + δm) ·

I∏
i=1

B(β
(0)
i∗ + δmr

i∗ ) =
α

(0)
m · β(0)

mr

α
(0)
+ · β(0)

m+

·B(α(0)) ·
I∏

i=1

B(β
(0)
i∗ )O

¥@�

A
(0)
i

A
(0)
+

=

α
(0)
i β

(0)
ir

α
(0)
+ β

(0)
i+∑I

m=1
α

(0)
m β

(0)
mr

α
(0)
+ β

(0)
m+

=

α
(0)
i β

(0)
ir

β
(0)
i+

α
(0)
1 β

(0)
1r

β
(0)
1+

+
α

(0)
2 β

(0)
2r

β
(0)
2+

+ · · ·+ α
(0)
I β

(0)
Ir

β
(0)
I+

=

tiα
(0)
i β

(0)
1r

tiβ
(0)
1+

α
(0)
1 β

(0)
1r

β
(0)
1+

+
t2α

(0)
2 β

(0)
1r

t2β
(0)
1+

+ · · ·+ tIα
(0)
I β

(0)
1r

tIβ
(0)
1+

=
α

(0)
i

α
(0)
1 + α

(0)
2 + · · ·+ α

(0)
I

=
α

(0)
i

α
(0)
+

� i = 1, 2, . . . , IO
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~\ (4.3)��wTθ�4°º��

E(θi|R = r) =
α

(0)
i

α
(0)
+ + 1

+

(
A

(0)
i

A
(0)
+

)
· 1

α
(0)
+ + 1

=
α

(0)
i

α
(0)
+ + 1

+

(
α

(0)
i

α
(0)
+

)
· 1

α
(0)
+ + 1

=
α

(0)
i

α
(0)
+ + 1

·
(

1 +
1

α
(0)
+

)

=
α

(0)
i

α
(0)
+

� i = 1, 2, . . . , IO

\ (4.4)2 (4.5)��wTθ�4°|���(4°»¼���

E(θ2
i |R = r) =

α
(0)
i (α(0) + 1)

(α
(0)
+ + 1)(α

(0)
+ + 2)

+

(
A

(0)
i

A
(0)
+

)
· 2(α

(0)
i + 1)

(α
(0)
+ + 1)(α

(0)
+ + 2)

=
α

(0)
i + 1

(α
(0)
+ + 1)(α

(0)
+ + 2)

(α
(0)
i +

2α
(0)
i

α
(0)
+

)

=
α

(0)
i (α

(0)
i + 1)

(α
(0)
+ + 1)(α

(0)
+ + 2)

(1 +
2

α
(0)
+

)

=
α

(0)
i (α

(0)
i + 1)

α
(0)
+ (α

(0)
+ + 1)

� i = 1, 2, . . . , I�

(

V ar(θi|R = r) =
α

(0)
i (α

(0)
i + 1)

α
(0)
+ (α

(0)
+ + 1)

− (
α

(0)
i

α
(0)
+

)2 =
α

(0)
i (α

(0)
+ − α

(0)
i )

(α
(0)
+ )2(α

(0)
+ + 1)

� i = 1, 2, . . . , IO

¥@wTθ�¹º»¼�2�
I∑

i=1

E(θi|R = r)V ar(θi|R = r) =
I∑

i=1

(α
(0)
i )2(α

(0)
+ − α

(0)
i )

(α
(0)
+ )3(α

(0)
+ + 1)

O
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Ý= (4.15)����¬i�� r34�¡�¤��

α
(1)
+ =

∑I
i=1(

α
(0)
i

α
(0)
+

)2 · [1− (
α

(0)
i

α
(0)
+

)]

∑I
i=1

(α
(0)
i )2(α

(0)
+ −α

(0)
i )

(α
(0)
+ )3(α

(0)
+ +1)

− 1

=

1

(α
(0)
+ )3

∑I
i=1(α

(0)
i )2(α

(0)
+ − α

(0)
i )

1

(α
(0)
+ )3(α

(0)
+ +1)

∑I
i=1(α

(0)
i )2(α

(0)
+ − α

(0)
i )

− 1

= α
(0)
+ �

(

α
(1)
i = α

(1)
+ · E(θi|R = r) = α

(0)
+ · α

(0)
i

α
(0)
+

= α
(0)
i � i = 1, 2, . . . , IO

ðn = k�)��2α
(k)
i = α

(0)
i � i = 1, 2, . . . , IO

�n = 1��`ÓYZw':;

α
(k+1)
i = α

(0)
i � i = 1, 2, . . . , IO

¥@cd�8^_�YZw'`T��ók�nL��+ �AVS�A�efn(

g84�¡�¤�é�2h;+ä��2�y6n ∈ N�α(n) = α(0)O ¥

y'�Æ°ï�¤�ÙQi����RÔ�jk�@�9�AVS�A��¡

�þ#4°ï�¤��g8��aÛR�Ii��+�kl�¡�¤�α(n)R�

m!"�OU�YZ�¡�+Í�=Æ°ï�¤�α(0)�1>O

��4.2 DEFGH4.1
IJK�L�MNO��α
(0)
1 = · · · = α

(0)
I '��()*


n����+,-./012
3456n789:<PQ)* i���
:�.1

RS 1/I�

=�Jiang and Dickey(2006)`Ó��¯�op/�¨��� (q-B)����4°®¯

º�O�W� 1/I��W����������ßà�y' Qi�op/YZØ

w'�¹º»¼�2 (AVS)�8B���O
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