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第二章 文獻回顧 

 本論文應用賽局理論描述市場投資人行為，建立套利模型，進一步評價選擇

權合理價格。首先於第一節介紹目前選擇權評價的幾種重要基本理論及其架構，

如 Black-Scholes 歐式選擇權評價模型、平賭過程評價方法、還原風險中立機率

測度，在市場無套利機會時求得選擇權合理的價格，概略介紹近代學者在選擇權

評價上的研究。第二節簡介賽局理論的分類、基本元素、相對應的均衡觀念，並

回顧結合賽局理論應用於選擇權的相關文獻。 

 

2.1 Black-Scholes 歐式選擇權評價模型 

 由 Black 與 Scholes 兩位財務學者於 1973 年所提出建構於連續時間下的歐

式選擇權評價模型，最廣為人知。其公式有下列基本假設： 

 1. 選擇權的持有期間，無風險利率 r 為一常數 

 2. 標的資產於到期日前未發放股利 

 3. 考慮歐式選擇權 

 4. 標的資產價格變動為連續且滿足幾何布朗運動，即 

tttt dWSdtSdS σμ +=  

  tdS ：標的資產瞬間價格變動 

  dtStμ ：漂浮項 

  tt dWSσ ：擴散項 

  μ：標的資產的期望報酬率 

  σ ：標的資產報酬率的波動度 

  tW ：標準布朗運動 

 5. 無交易成本且標的資產可無限分割與允許放空 

 6. 市場中無套利機會 

 7. 證券之交易是連續性的 
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Black 與 Scholes 利用上述假設，建構一投資組合，進行避險。在無套利機會下，

投資組合所帶來的報酬必等於無風險利率 r 。利用 Ito 引理，可得到歐式選擇權

價格函數 ),( tSF t 滿足下列偏微分方程式 

0
2
1 22 =+++− tsstst SFSrFFrF σ , 0≥tS , Tt ≤≤0  

而到期時買權現金流量 )0 ,max()( kSTF T −= 為邊界條件(boundary condition)，即

可導出歐式買權的合理價格 ),( tSFC tt = 的公式解 
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, 2 ,1=i 為標準常態分配之累積機率密度函數 

 tC ：歐式買權於時點 t的價格 

 tS ：標的資產於時點 t的價格 

 t：目前時點(以年為單位) 

 T ：歐式買權的到期日(以年為單位) 

 K ：履約價 

 r ：無風險利率(以年為單位計算) 

 σ ：標的資產報酬率的瞬間波動度 

歐式賣權的評價公式，可根據買權賣權等價理論(put-call parity)導出，其中 tP 表

示歐式買權於時點 t的價格，賣權合理的價格為 

)()( 2
)(

1 dNKedNSP tTr
tt −+−−= −−  
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2.2 平賭過程評價方法 

 平賭過程評價法相較於 Black-Scholes 公式解更為方便簡單，利用測度轉換，

將非平賭過程的資產 tS 的隨機變動過程，轉換成為在新測度下的平賭(martingale)

過程。 

 假設一組機率測度Q使得 

[ ] tttt
Q
t

tTr SISEe =Δ+
−− )( , Tt ≤≤0  

則標的資產價格的隨機過程在測度Q下為平賭過程，此時的Q稱為等價平賭測

度，即風險中立機率測度。當市場為無套利機會存在時，必存在Q等價於市場所

決定出來的主觀機率測度P 。最後以此風險機率測度Q來評價衍生性商品， 

[ ])0 ,max()( KSEeC t
Q
t

tTr
t −= −−  

所得到的結果與 Black-Scholes 公式解相同(Harrision 與 Kreps, 1979)。 

 

2.3 還原風險中立機率測度 

 Black-Scholes 歐式買權評價公式中假設波動度為常數，在股市的波動度穩定

之下，所預測的價格與市場相差無幾，但在 1987 年全球股市崩盤之後，Black－

Scholes 評價公式所計算的價格與市場產生大幅誤差，原因出於波動度為常數的

假設與實際不符。此外，波動度的計算上本來就相當困難，為解決這些問題，必

須發展出新的評價公式。Rubinstein 與 Jackwerth (1996)的無母數還原風險中立機

率測度的方法，與 King (2002)所提出由套利模型導出拉格朗日乘子可行性問題，

以求得風險中立機率測度，就可以避開必須估計波動度的問題。 

 

2.3.1 無母數還原風險中立機率測度的方法 

 Rubinstein (1994)提出隱含二元樹法，即是利用市場所觀察的價格，反推一

組隱含的風險中立機率測度作為評價測度。假設此市場為有效率市場，選擇權的
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市場價格為投資者所認同，即價格由購買者與出售者相互買賣所形成的價格來決

定，每一瞬間有效率的整合買價(bid)與賣價(ask)以決定瞬間證券價格，且相差不

大，所以根據市場上所得的資訊，可得知 

ab SSS ≤≤ , a
ii

b
i CCC ≤≤ , ni  ..., ,2 ,1=  

其中 bS 與 aS 為標的資產的買價與賣價， b
iC 與 a

iC 為對應於履約價為 iK 的買權之

買價與賣價，且假設有 n檔買權， ni  ..., ,2 ,1= 。 

 假設先驗風險中立機率為P ),...,,( 21 mppp= ，其中 jp 代表標的資產 jS 由低

至高順序排列所對應之機率， nj  ..., ,2 ,1= 。且滿足在無套利的假設下，目標是

找出一組與先驗機率P 差距最小的風險中立機率測度Q，標的資產與選擇權為貧

土過程的條件，即可得 Rubinstein 與 Jackwerth 所提出的無母數規劃模型。 
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  0≥jq , nj  ..., ,2 ,1=  

求得最佳機率測度Q，利用此機率測度即可求出選擇權的合理價格。 

 但若先驗機率選取不佳，即便還原出風險中立機率測度，此測度的可信度也

令人質疑，張瓊方(2006)提出在未給定先驗機率之下，放寬平賭限制式，且考慮
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機率測度平滑可微的性質，加入平滑限制式， Aqqq jjj ≤−− −+ 112 ，A 為一個相

當小的正數，使相鄰三點機率非常靠近，目標為誤差值最小，完整的線性規劃為 
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  0≥jq , mj  ..., ,2 ,1=  

最後利用模型求出的機率測度，即可評價衍生性商品的合理價格。 

 

2.3.2 拉格朗日乘數法還原風險中立機率測度 

 King (2002)提出一組自我融資的投資組合，利用拉格朗日乘數法所導出的可

行性問題還原風險中立機率測度。 

 假設時間為片段型態，未來標的資產發生的狀態為離散點且有限，即 

{ }tmtt ωωω  ..., , , 21=Ω , Tt  ..., ,1 ,0= , mj  ..., ,2 ,1=  

其中 tjn 表示狀態樹中對應狀態 tjω 的節點，集合 tΝ 表示在時間 t之前所有節點的

集合。若市場上有 1+I 個可交易之標的資產，在節點 n 的價格分別為

)..., ,,( 10 I
nnn SSSS = ，計價單位以資產 0=i 的價格 0

nS 必須永遠為正值，如台灣的
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定期存款等，令 0
1

n
n

S
r = ，則每一個標的資產經過標準折現之後的價格皆為

i
nn

i
n SrZ = ， Ii  ..., ,2 ,1= ，其中 10 =nZ 。而套利過程即為在期初 0=t 投資組合價

值為 0，期間為自我融資過程，在未來每一時點投資組合的利潤非負值，且在到

期日T 時投資組合價值嚴格為正。自我融資的過程可以 )(nannn XZXZ = 表示，

tNn∈ ， Tt  ..., ,2 ,1= ， )(na 為節點 n 所對應的父母節點，其中 

∑
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i
nX 表示對標的資產 i 的持有量，稱 nX 為交易策略。利用下述規劃模型，檢視透

過自我融資的投資組合是否存在套利機會。 

 max ∑
∈ tNn

nnn XZp  

s.t. 000 =XZ  

TtNnXXZ tnann  ..., ,2 ,1 ,,0][ )( =∈=−  

            Tnn NnXZ ∈≥ ,0  

其中 P 表示到期日 T 的機率分布， Tn Nnp ∈> ,0 ， 1=∑
∈ TNn

np 。 

若套利機會存在，則目標函數為正值，在無交易數量限制時，發散至無窮大；

若市場為無套利機會，則目標函數必定為 0。將此模型以拉格朗日乘子轉換成無

限制式求極值問題，限制式分別對應 0d 、 nd 、 nd ′ ，可以得到    

∑ ∑ ∑ ∑
∈ = ∈ ∈

≤′′−−−=′
t t TNn

T

t Nn Nn
nnnnnannnnnn dXZdXXZdXZpddXL

1
)( 0 ,][) , ,(    (1) 

在無套利市場下，模型的目標函數為 0，同時式(1)的極值也為 0，可以將式

(1)簡化為可行性問題式(2)如下，且排除無任何融資過程的情況。 
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        (2)  

)(nC 表節點 n 的孩子節點之集合，在式(2)的可行解中，即可推導出風險中立機

率測度 }{
0

T
n

n Nn
d
d

qQ ∈== ，使得 ttt
Q ZNZE =+ ][ 1 。 

 劉桂芳(2005)利用線性規劃的方式，建立具套利機會的投資組合，以還原風

險中立機率測度。當投資人面對同一到期日不同履約價格的多檔買權及賣權，建

構一組投資組合，由購買 ix 口買權及 iy 口賣權， ni  ..., ,2 ,1= ，此投資組合的到期

折現為 )( TSV 表示如下 

∑ ∑
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1 1
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假設標的資產於到期日可能發生的狀態為離散點且個數有限， mjS j  ..., ,2 ,1 , = ，

當 mjSV j  ..., ,2 ,1 ,0)( =≥ ，具套利機會，以主觀機率P 對應不同狀態的選擇權投

資組合，目標為最大化投資組合現值的期望值，利用線性規劃建構單期套利模型。 
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將上述模型的限制式分別乘上拉格朗日乘子 0≥jη ， mj  ..., ,2 ,1= ，轉換成無限

制式求極值問題。 
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則可行性問題可簡化如下 
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利用 jη 還原風險中率測度 ),...,,( 21 nqqqQ = ，其中 
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2.4 賽局理論之簡介 

 賽局理論被廣泛用於描述世界中的問題，如股市投資、人際關係、商場上的

利益競爭、遊戲競賽等等。1994 年 Von Neumann 與 Morgenstern 所著的 The 

Theory of Games and Economic Behavior 一書，此書將參賽者的策略，以數學模

式來描述與分析，透過不同策略的評估，在考慮對手策略下，求出自己可獲得最

大報酬的策略。 

 理性的參賽者是賽局理論的主要假設，在考慮對手策略下，尋求最大報酬的

策略。賽局理論的基本三大元素：  

 1. 參賽者( Player )：依人數可分兩人賽局( two persons game )與 N 人賽局

( N persons game )，參賽者的策略受到對手的影響，對手為一人或多人。 

 2. 策略( strategy )：參賽者可採行的行動，根據可得的訊息，作出最佳的

策略，可為單一策略，即策略發生機率為 1。或為混合策略，將各種策

略給予不同機率加以組合。行為策略則是在賽局過程中可有所調整。 
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 3. 報酬函數( payoff function )：參賽者策略交鋒的不同結果(outcome)所對

應的報酬。 

賽局可依據不同性質分類如下 

  1. 參賽者是否協議：合作賽局 (cooperative game) 、非合作賽局  

( noncooperative game )。 

合作賽局為所有參賽者對策略進行談判，最佳策略選擇為遵守協議。當

參賽者無事前約定，分別尋找最佳策略即為非合作賽局。 

  2. 依報酬分類：零合、非零合賽局。 

  參賽者的報償總合為 0，贏家獲得正報酬，輸家獲得負報酬。反之為非

零合賽局。 

3. 參賽者互動：靜態、動態賽局。 

靜態賽局即當賽局開始，參賽者皆同時出招，隨即比賽終止。動態賽局

則為參賽者有先後出招之分，可依據對手的策略進行調整。 

賽局理論的均衡點計算可根據不同型態的賽局與參賽者可獲得的訊息，有其對應

均衡概念，分別有奈許均衡、貝氏奈許均衡、子賽局完美均衡、完美貝氏奈許均

衡。 

 本論文將應用完全訊息且靜態的兩人零合賽局來描述市場投資人行為，以及

小中取大準則作為選定策略之依據，則混合策略的線性規劃表示式如下： 

Player 2 Strategy 

1 2 ．．． m 

Maxmin 

1 11a  12a  ．．． ma1  1x  

2 21a  22a  ．．． ma2  2x  

M M  M  ．．． M   
Player  1 

n 1na  2na  ．．． nma  nx  

Minmax 1y  2y   my   
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 以 ija 表示 Player 1 以 i 策略與 Player 2 的 j 策略相對應的報酬， ix 表 Player 

1 將取策略 i 的機率， jy  表示 Player 2 採取策略 j 的機率，則 Player 1 採用小

中取大準則，且 Player 2 採用大中取小準則的兩個線性規劃表示法如下： 

Player 1  

 vmax    

 s.t.. vxaxaxa nn ≥+++ 1221111 L  

  vxaxaxa nn ≥+++ 2222112 L  

     M  

  vxaxaxa nnmmm ≥+++ L2211  

  121 =+++ nxxx L  

  n ..., 2, ,1 ,0 =≥ ixi  

 

Player 2  

 v  min  

 s.t. vyayaya mm ≤+++ 1212111 L   

  vyayaya mm ≤+++ 2222121 L  

     M  

  vyayaya mnmnn ≤+++ L2211  

  121 =+++ myyy L  

  mjy j  ..., ,2 ,1 ,0 =≥  

 在選擇權市場上，投資人尋求套利機會，如同參賽者欲找出最佳行動策略，

以獲得報酬。有許多學者結合選擇權與賽局理論，不僅考慮該商品是否值得購

買，該何時履約，同時將其他參賽者行為是否影響投資人利益一併考慮在內。

Steven (2000) 描述兩公司是否該投資同一商品，當領導者(leader)率先投資可得
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利益 KXL −)( ，跟隨者(follower)跟進投資該商品可獲得利益 )(XF ，若標的資產

價格為 X，履約價 K，存在誘發投資人成為跟隨者的標的價格 FX ，與領導者的

價格 LX ，其關係如下： 

 (1) LXXXFKXL <<−  ),()(   

 (2) LXXXFKXL ==−  ,)()(   

 (3) FL XXXXFKXL <<>−  ,)()(   

 (4) FXXXFKXL ≥=−  ,)()(  

此外，若雙方同時選擇進入，則可獲得 KXS −)( ，則可獲得的利益如下式： 

[ ] FXXXFKXLKXS <−<−  ,)(,)(min)(  

FXXXFKXLKXS ≥=−=−        ,)()()(  

因此可利用觀測到的標的價格，決定投資人面對實質選擇權該何時進入市場履

約，此概念也可應用於美式選擇權，其可提前履約的特性，使得在討論定價時有

一定的複雜性，但可由觀測的價格，決定是否該履約或等待。 

 Prasada 與 Somesh (2001)提出具交易成本之市場下，將時間切割為離散點，

以自我融資的方式避險，可建構出美式選擇權的無套利區間，而區間的上界同時

為避險上界，此外，延伸出以兩人賽局的均衡點來解出美式選擇權的上界。 

 首先，以賣方的觀點，賣出價格 a 的美式選擇權，由收入 a 元，建構自我融

資的投資組合 )(),( aB Φ∈Δ ，Δ與B 分別為股票與無風險基金的持有部位，Φ為

自我融資投資組合 ),( BΔ 的集合，以此投資組合作避險動作，以下式表示 

TAV Ba ∈∀≥Δ τττ  , , ,  

其中 τA 為美式選擇權於時間τ 的價格，賣方藉由投資組合的價值 ),,( BaV Δ 為此美

式選擇權作完全避險，且以最小起始投資金額作避險投資組合，因此可得到避險

上限 

  { }TAVxBah Ba
up ∈∀≥Φ∈Δ∃≥= Δ τμλ ττ  ,  s.t.   )( ),(   0  min ) ,(  , ,     (3)
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並定義 tBa
tt

Ba
t rVAD −ΔΔ −= )(  , , , , 為避險誤差的折現。 

 同樣的，對買方而言，必須針對買進的美式選擇權作避險投資組合，買方借

貸 a 元，在時間 0=t ，向賣方購買選擇權，建構投資組合 )(),( aB −Φ∈Δ ，  

0 , , ≥+Δ−
ττ AV Ba  

      { }TAVxBah Ba
low ∈∀≥+−Φ∈Δ∃≥= Δ− τττ  ,0  s.t.   )( ),(   0  max   , ,      (4) 

根據(3)與(4)，即可推導出美式選擇權的合理價格區間為 

BaBa VAV  , , , , ΔΔ− ≤≤ τττ  

避險上限可有多種表示方法，在此列舉三種 

 1. q
Qq

AQh
) ,(

max)) ,((
μλ

μλ
∈

= ，q 表示在事件樹中，各點履約的機率，美式選擇

權機率 q 下的最大利潤，買賣標的資產所收取的手續費比率分別為λ與

μ。 

 2. )(min max ) ,(  , , 
 

) , ,(
Ba

q
BaQq

DaQh Δ

Φ∈Δ∈
+=Φ ，以賣方的觀點，目標為最小起始投

資金額與誤差，在機率測度 q 下的最大值。 

 3. )(minmax),(  , ,
) , ,(

Ba
BaT

DaTh Δ

Φ∈Δ∈
+=Φ σ

σ
，最佳避險在混合履約時間策略下的

最大值，令σ 表示履約時間的混合策略。 

 根據第二種與第三種避險上限的表示式，分別以賽局理論來描述之，建立兩

人賽局，參賽者為賣方與一虛擬者，賣方目標為最小花費，相對於虛擬者希望選

擇具最大效用之策略： 

1. 賣方可建立投資組合 Φ∈Δ )B , ,(a ，虛擬者的策略為美式選擇權事件樹中

每一點的發生履約的機率q， Qq∈ ，則此賽局之均衡值為 Ba
qDa  , , 
 

δ+ 。 

2. 賣方策略為自我融資投資組合 Φ∈Δ )B , ,(a ，虛擬者的策略為履約時間的

混合策略σ ， T∈σ ，T 為混合履約時間的集合，此賽局賣方的花費與

虛擬者的效用皆為 BaDa  , ,δ
σ+ 。 



 15

上述兩賽局的均衡值皆等於避險上界 ) ,( μλuph ，利用相同的方法計算出避險下

界，形成無套利區間。 

因此如何由市場上所觀測的價格，導出風險中立機率測度，已成為重要的研

究方向，故越來越多的學者，利用市場成交價格建構套利模型，在無套利機會下，

還原風險中立機率測度，而本論文提出利用觀測的買價與賣價，以賽局理論的模

型建構套利的投資組合，據以還原隱含於市場價格的風險中立測度。 

 


