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第二章  文獻回顧 

    在選擇權的評價過程中，有一個很重要的環節就是資產價格的動態過程與波

動度的選取，若所選取的波動度能夠配適市場的隱含波動度，則我們可以得到良

好 的 評 價 結 果 。 在 本 章 我 們 將 回 顧 一 些 關 於 選 擇 權 的 評 價 方 法 ， 包 含

Black-Scholes 的歐式選擇權評價公式，還原風險中立機率測度法與新的資產價格

動態過程，我們將在以下說明。 

 

2.1 Black 與 Scholes 之歐式選擇權評價公式 

    Blcak 與 Scholes（1973）提出建構於連續時間下的歐式選擇權評價公式，而

該評價公式最為人所熟悉且應用廣泛，包含股價選擇權、指數選擇權與利率選擇

權等。該公式有下列基本假設： 

1. 股票價格的過程為幾何布朗運動 

tttt dWSdtSdS σμ +=  

  μ ：股票的期望報酬率 

  σ ：股票報酬率的波動度 

  tW ：標準布朗運動（standard Brownian motion） 

2. 股票交易連續進行，且股票具有可分割性（即可交易任何比率的股票） 

3. 交易費用與交易稅不存在 

4. 可無限放空股票及充分利用放空所得來的資金 

5. 無風險利率存在 

6. 標的股票在衍生性商品的存續時間內，不分配現金股息 

 

 



5 

    Black 與 Scholes 利用上述假設，建構一投資組合並進行避險。在無套利機

會之下，投資組合所帶來的報酬必等於無風險利率 r 。利用 Ito 引理（Ito’s 

lemma），可得到歐式選擇權價格函數 ( , )tC S t 滿足下列偏微分方程式 

2 21 0
2t s t ss tC C rS C S rCσ+ + − =  

而 到 期 時 買 權 現 金 流 量 ( , ) max( ,0)T TC S T S K= − 為 邊 界 條 件 （ boundary 

condition），即可導出歐式買權的合理價格 ( , )tC S t 的公式解 

( )
1 2( , ) ( ) ( )r T t

t tC S t S N d Ke N d− −= −  

其中 

     

2

1

1ln ( )( )
2

tS r T t
Kd

T t

σ

σ

⎛ ⎞ + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−
 

     tTdd −−= σ12  

     ( )N ⋅ ：標準常態分配累積函數 

     ( , )tC S t ：歐式買權於時點 t 的價格 

     tS ：標的資產於時點 t 的價格 

     T ：歐式買權的到期日 

     K ：履約價 

     r ：無風險利率 

     σ ：標的資產報酬率的瞬間波動度 

 

    而歐式賣權評價公式，可根據買賣權平價理論（put-call parity）導出，其中

( , )tP S t 表示歐式賣權於時點 t 的價格 

( )
1 2( , ) ( ) ( )r T t

t tP S t S N d Ke N d− −= − − + −  

其中各變數如上所述。 

 



6 

    雖然 Blcak 與 Scholes 建構出如此完美的公式解，但其中假設標的資產報酬

率的波動度卻是固定常數，已被證實為不合理的假設。因此，若是利用此模型來

進行實務校準，可能會有很大的誤差產生。 

 

2.2 Cox 與 Ross 之歐式選擇權評價公式 

    Cox 與 Ross（1976）提出了一個有別於 Black-Scholes 的歐式選擇權評價公

式，其中最大的差別在於 Cox 與 Ross 假設股票價格的過程不為對數常態過程，

且在選擇權到期之前，標的股票可以發放股利。 

 

Case 1 假設股票價格的過程為 

( , )t t t tdS S t dt S dWμ σ= +  

其中 ( , ) ( , )t t tS t rS b S tμ = − ，股利 ( , )t tb S t aS c= + 。 

 

    接著建立一避險投資組合，則在無套利機會之下，投資組合所帶來的報酬必

等於無風險利率 r 。利用 Ito 引理，可得到歐式選擇權價格函數 ( , )tP S t 滿足下列

偏微分方程式 

[ ] 21( ) 0
2t t S t SSP r a S c P S P rPσ+ − − + − =  

加上到期時買權現金流量 ( , ) max( ,0)T TP S T S K= − 為邊界條件，即可導出歐式買

權價格 ( , )tP S t 的公式解 

              

22
( )

2
0

( 1) ( 2, )( , )
( 2 2 )

y n c
a T t

t t
n

n e y G n KP S t S e
n c

σ θ
σ

− ++∞
− −

=

+ +
=

Γ + +∑  

                        

21 2
( )

2
0

( 1, )
( 2 2 )

y n c
r T t

n

e y G n KKe
n c

σ θ
σ

− + ++∞
− −

=

+
−

Γ + +∑  
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其中 

        2 ( )( )

2( )
[ 1]r a T t

r a
e

θ
σ − −

−
=

−
 

        ( )( )r a T t
ty S eθ − −=  

        11( , )
( )

z m

x
G m x e z dz

m
+∞ − −=

Γ ∫ 為 gamma 累積分配函數的補集 

        （即 ( , ) 1 ( , )
x

G m x g m z dz
−∞

= − ∫ ，
1

( , )
( )

z me zg m z
m

− −

=
Γ

為一 gamma 密度函數） 

 

    此外，在給定 tS ， t T< 之下， TS 的機率密度函數為 

21 (1 2 )( )( ) 2

2 ( )( )

2( )( | )
( 1)

cr a T t
t

T t r a T t
T

S er af S S
e S

σ

σ

+− −

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

 

                        
( )( )

2 ( )( )

2( )( )exp
( 1)

r a T t
t T
r a T t

r a S e S
eσ

− −

− −

⎧ ⎫− +
× −⎨ ⎬−⎩ ⎭

 

                     2

( )( ) 1 2

2 ( )( )1 2

4( )( )
( 1)

r a T t
T t
r a T tc

r a S S eI
eσ σ

− −

− −+

⎛ ⎞−
× ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

其中 qI 為修正的 q 階第一類型 Bessel 函數（modified Bessel function of the first 

kind of order q ）。 

 

Case 2 假設股票價格的過程為 

( , )t t tdS S t dt dWμ σ= +  

其中 ( , ) ( , )t t tS t rS b S tμ = − ，股利 ( , )t tb S t aS= ，與股票價格成比例。該過程亦可

視為 Ornstein-Uhlenbeck 過程。 

 

    與 case 1 一樣，我們建立一避險投資組合，則在無套利機會之下，投資組合

所帶來的報酬必等於無風險利率 r 。利用 Ito 引理，可得到歐式選擇權價格函數

( , )tP S t 滿足下列偏微分方程式 
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21( ) 0
2t t S SSP r a S P P rPσ+ − + − =  

加上到期時買權現金流量 ( , ) max( ,0)T TP S T S K= − 為邊界條件，即可導出歐式買

權價格 ( , )tP S t 的公式解 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]a T t r T t a T t r T t

t t tP S t S e Ke N y S e Ke N y n y n yυ− − − − − − − −= − + + + −  

其中 

        ( )N ⋅ 為標準常態累積分配函數 

        ( )n ⋅ 為標準常態分配密度函數 

        
1 22 ( ) 2 ( )

2( )

a T t r T te e
r a

υ σ
− − − −⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

        
( ) ( )

1

a T t r T t
tS e Key

υ

− − − −−
=  

        
( ) ( )

2

a T t r T t
tS e Key

υ

− − − −− −
= 。 

 

    此外，在給定 tS ， t T< 之下， TS 的機率密度函數為 

( )( ) 2 ( )( ) 2( ) ( )1( | ) exp exp
2 22

r a T t r a T t
T t T t

T t
S S e S S ef S S

Z ZZπ

− − − −⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫− +
= − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
 

其中
2

2( )( )( 1)
2( )

r a T tZ e
r a
σ − −= −
−

。 

 

    雖然 Cox 與 Ross 提出了兩種新的股價動態過程，但是所提供用來校準的參

數卻是常數，對於實務校準來說，卻顯得缺乏彈性。 
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2.3 Brigo 與 Mercurio 之位移過程評價方法 

    Brigo 與 Mercurio（2001）延伸了 Cox 與 Ross 的研究，為了讓實務校準結

果更令人滿意，Brigo 與 Mercurio 加入了位移技巧來讓資產價格的過程更貼近真

實世界。所謂的位移技巧是指：假設資產價格為 

t t t tS a b X= +  

其中過程 X 為 Cox（1975）所提出的一般化候選 CEV 過程（general candidate CEV 

process） 

t t t t t tdX X dt X dWργ η= +  

經過運算與整理後，可以得到資產價格的動態過程為 

( )t t t t t tdS S dt S a dWρμ η= + −  

 

Case 1 位移 CEV 過程 

    假設資產價格為 

t
t tS P eμα= + ， 0t ≥  

其中 P 是一個 CEV 過程 

t t t tdP Pdt P dWρμ η= +  

 

    考慮一個歐式買權，其到期日為T 、履約價格為 K ，則在 Te Kμα < 的假設之

下，歐式買權的價格 tC 在任意時間點 t T< 為 

( )( )( ) 2(1 )

0
( ) ( 1, ) , ( )t r T t T

t t
n

C S e e g n u G k K eμ μ μ ρα ξ α
+∞

− − −

=

= − + −∑  

                  ( )( ) 2(1 )

0
( ) ( , ) 1, ( )T r T t T

n
K e e g u G n k K eμ μ ρα ξ α

+∞
− − −

=

− − + −∑  
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其中 

        2 2 (1 )( )(1 )[ 1]T tk
e μ ρ

μ
η ρ − −=

− −
 

        2(1 ) 2 (1 )( )( )t T t
tu k S e eμ ρ μ ρα − − −= −  

        
11

2(1 )
nξ

ρ
= + +

−
 

        
1

( , )
( )

z ye zg y z
y

− −

=
Γ

為一 gamma 密度函數 

        ( , ) ( , )
x

G y x g y z dz
+∞

= ∫ 為 gamma 累積分配函數的補集 

 

    此外，在給定 tS ， t T< 之下， TS 的條件密度函數為 

1 (2 2 ) 1 4 1 (4 4 )
1 (2 2 )( ) 2(1 ) ( ) (2 )

T t

u w
S Sp x k uw e I uwρ ρ ρ

ρρ − − − − −
−= −  

其中 2(1 )( )Tw k x eμ ρα −= − ，k 與u 如上所述， qI 為修正的 q 階第一類型 Bessel 函數。 

 

Case 2 位移對數常態過程 

    假設資產價格為 

t
t tS X eμα= +  

其中過程 X 在風險中立測度之下為幾何布朗運動 

t t t t tdX X dt X dWμ β= +  

則資產價格的動態過程為 

( )t
t t t t tdS S dt S e dWμμ β α= + −  

 

    考慮一個歐式選擇權，其到期日為T 、履約價格為 K ，則在 Te Kμα < 的假設

之下，歐式選擇權的價格 tO 在任意時間點 t T< 為 
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2

( )( )

1ln ( )
2( )

t
t

tT
t r T t

t t
t

S e T t V
K eO S e e

V

μ

μ
μ μ

α μ
αω α ω− −

⎡ ⎤⎛ ⎞−
+ − +⎢ ⎥⎜ ⎟−= − Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

                

2

( )

1ln ( )
2( )

t
t

tT
T r T t

t

S e T t V
K eK e e

V

μ

μ
μ

α μ
αω α ω− −

⎡ ⎤⎛ ⎞−
+ − −⎢ ⎥⎜ ⎟−− − Φ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

其中 1ω = 表示買權， 1ω = − 表示賣權，且Φ表示標準常態分配累積函數。 

 

    此外，在給定 tS ， t T< 之下， TS 的條件密度函數為位移的對數常態分配

（shifted lognormal distribution） 

2

|
ln( )1 1( ) exp

2( ) 2T t

T
t

S S T
tt

x e Mp x
Vx e V

μ

μ

α
α π

⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎪ ⎪= −⎨ ⎬⎜ ⎟
− ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

， Tx eμα>  

其中 

2

2

1ln( )
2

Tt
t t ut

T

t ut

M S e du

V du

μα μ β

β

⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫

∫
 

 

    Brigo 與 Mercurio 運用位移技巧所導出的歐式選擇權評價公式，改善了實務

上的校準結果，因為該選擇權評價公式所提供用來校準的參數，不再是固定的常

數，而是時間的明確函數，比 Cox 與 Ross 所提供的參數更加彈性。因此，本文

將以台指買權來實證 Brigo 與 Mercurio 的歐式選擇權評價公式。 
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2.4 Rubinstein 之還原測度評價方法 

    Rubinstein（1994）提出了一套新的選擇權評價方法，即還原風險中立機率

測度法。該方法為先給定一組先驗風險中立機率函數，利用市場上所觀察到的選

擇權價格，來反推求出另一組風險中立機率函數，再利用此組機率函數計算出選

擇權的合理價格。 

 

    假設我們將二元樹展開至 n 期， jS 為最後一期的資產價格且由最低至最高做

排序， 0, ,j n= K ，而 jP′為對應 jS 的先驗風險中立機率函數。同時假設 r 為無風

險利率，δ 為標的資產的支付報酬率， aS 與 bS 為目前標的資產的賣價與買價， a
iC

與 b
iC 為在目前的標的資產價格下，履約價為 iK 的選擇權賣價與買價， 0, ,i m= K 。 

 

    藉由以下模型找出一組與先驗機率 jP′差距最小的風險中立機率測度 jP ，進

而求出選擇權的合理價格。 

        min 2

0
( )

n

j j
j

P P
=

′−∑  

        s.t.  
0

1
n

j
j

P
=

=∑  

            b aS S S≤ ≤ ，
0

( )nn n
j jj

S P S rδ
=

= ∑  

            b a
i i iC C C≤ ≤ ，

0
( max[ ,0])n n

i j j ij
C P S K r

=
= −∑ ， 1, ,i m= K  

            0jP ≥ ， 0, ,j n= K  

 

    Rubinstein 提出的原風險中立機率測度法，雖然可以避免估計資產價格波動

度的問題，但是卻要先給定一組先驗分配來反推風險中立機率函數。因此，若是
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先驗分配取的不好，則依此先驗分配得到的風險中立機率函數不免令人懷疑其可

靠性。而相關的實證結果可以在 Jackwerth 與 Rubinstein（1996）中看到。 

 

2.5 Brigo 與 Mercurio 之混合過程評價方法 

    為了讓資產價格過程更加符合真實世界，Brigo 與 Mercurio（2001）提出一

種更一般化的資產價格過程，假設在風險中立測度之下，資產價格的邊際密度函

數是某些已知的擴散過程的邊際密度函數的加權平均，即 

{ } { }
1 1

( ) ( )
N N

i i
t t i t i t

i i

d dp y Q S y Q S y p y
dy dy

λ λ
= =

= ≤ = ≤ =∑ ∑  

 

    在此考慮一特殊情況，即在風險中立測度之下，考慮 N 個對數常態過程 

( )i i i
t t i t tdS S dt t S dWμ σ= + ， 1, ,i N= K  

且資產價格 S 的動態過程為 

( , )t t t tdS S dt t S dWμ σ= +  

則經過運算與整理之後，可得到 

2
2 2

21
0

2
2

21
0

1 1 1( ) exp ln ( )
( ) 2 ( ) 2

( , )
1 1 1exp ln ( )
( ) 2 ( ) 2

N t
i i ii

i i

t
N t

i ii
i i

St t V t
V t V t S

t S
S t V t

V t V t S

λσ μ

σ

λ μ

=

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪− − +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪− − +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∑

∑
 

其中 

2

0
( ) ( )

t

i iV t u duσ= ∫  

 

當資產價格為上述過程時，考慮一個歐式選擇權，其到期日為T 、履約價格

為 K ，則該歐式選擇權的價格O 在時間 0t = 時為 Black-Scholes 評價公式之凸性

組合（convex combination） 
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2 20 0

( )
0

1

1 1ln ln
2 2i iN

r T rT
i

i i i

S ST T
K KO S e Ke

T T
μ

μ η μ η
ω λ ω ω

η η
− −

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟= Φ − Φ
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑  

其中 1ω = 表示買權， 1ω = − 表示賣權且 

2

0
( )( )

T

i
i

i

u duV T
TT

σ
η = =

∫
 

 

    由 Brigo 與 Mercurio 所提出的歐式選擇權評價公式中可以發現，該評價公式

為大家所熟悉的 Black-Scholes 評價公式之凸性組合，除了運算上的方便之外，

該評價公式也提供了許多參數來幫助實務上的校準，且所提供的參數亦為時間的

明確函數，比起位移 CEV 過程與位移對數常態過程來說，提供了更大的校準彈

性。 

 

    因此，本文利用台指買權來實證 Brigo 與 Mercurio 所提出的三種歐式選擇權

評價公式，我們想了解這三種評價公式，是否能有效校準一序列的台指買權，而

相關的實證結果將在第四章詳述。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


