
 

2. 模糊時間數列分析與預測 

2.1 模糊邏輯之引進 

 
模糊理論是一種定量化處理人類語言思維的新興學門。模糊理論並非如字面

上的意思那樣馬虎、不精確。反而是面對生活上的各種不確定性，以更合理的規

則去分析、去管理控制，以期得到更有效率、更合乎人性與智慧的結果。現今科

學所欲研究的物件之結構複雜性日益增加，再加上人類的知識語言因人類本身的

主觀意識、時間差異、環境變遷與研判事件的角度等因素，而具備模糊性，使得

科學家無法清楚研究物件的真實本質，以進而適當地建立假設的數學模式。於是

乎，模糊理論的想法因應而生。 
 
對普通集合論進行擴充之後而形成的模糊集合論、具有概率擴充意味的模糊

測度論以及把模糊概念 (Fuzziness) 導入通常邏輯而形成的模糊邏輯總稱為模糊
理論。模糊測度論所處理的不是語意上的不確定，而是對事務進行判斷時所表現

的主觀不確定性。我們人類所處的現實環境中就是模糊的，思考、判斷、溝通等

等方面必然具有許多模糊的不確定性。以往的二元集合是二元規定，以特徵函數

(Characteristic Function) 來表示,  即一個元素屬於一個集合

則以 1表示，或是不屬於一個集合則以 0表示。但是在模糊理論中，我們將打破
傳統的二元邏輯硬計算 (Hard Computing) 思維，而採用介於 0和 1之間的實數，
來表示某元素對某集合之隸屬程度 (Membership) 的軟計算 (Soft Computing) 
思維。 
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我們介紹一個模糊模式的建構方式，從經濟或社會問題的立場來分析人類思

考與行為的模式。此方法稱為模糊邏輯模式信念（the Fuzzy Logic Model of 

Belief）。模糊邏輯的應用主張個人的喜好程度不需要非常清晰或是條理井然。這

種概念與布林邏輯理念剛好相對立，例如依照布林邏輯中Ａ和Ｂ的比較，其結果

只有三種可能：(1). Ａ＞Ｂ (2). Ａ＜Ｂ (3). Ａ＝Ｂ。但是，人類主觀思維的運

作遠比布林邏輯的結果來得複雜，尤其是在人的思維中具有許多不明確的偏好。

因此，如何掌握真實狀況作全盤描繪的構想，早已成為許多邏輯學家的努力目

標。對人類而言，憑藉模糊模式的呈現方式要比直接指定單一物體的特定值來得

適切些，此一概念也比較合於用來評估物體與物體間的相關特性。此外，由於其

他特性往往也會有助於某一意見的評定，因此使用模糊邏輯時，必須對所謂的
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“其他特性”加以說明，以便將人們的喜好程度轉換成便於計算的效用函數

（Utility Function）。 

 
模糊邏輯彌補了布林邏輯的不足，但是並沒有完全取代布林邏輯，兩個方法

基本上是可以互存的。關鍵在於每一理論各自描述不同理念。模糊子集理論的主

要特質，在於對於無限的可能偏好，能做出無限的解說。因此，使用模糊邏輯來

測度，需要使用模糊統計來代替傳統統計，而模糊邏輯測度主要根據模糊集合的

基本理論。有關模糊集合的基本理論，在此不做詳細介紹，有興趣的讀者可參考

Klir與 Folger（1988）或 Zimmermann（1991）。 

 
在傳統的集合理論中，一元素要嘛就屬於某集合，要嘛就不屬於該集合。但

是在模糊集合中的元素，其隸屬程度可能只有部分是屬於該集合。例如：“年輕

人”此一名詞，究竟幾歲以上才算得是“不再年輕”？在一般人們的印象中並沒

有一個確切的界限來區分“年輕”和“不再年輕”。在模糊集合的定義中，可以

顯示出一個 20 歲的人是“90％的年輕”，而某一個 60 歲的人相對的只有“30

％的年輕”。在模糊集合中，隸屬度（Membership）的全距通常設定在 0 到 1

之間。因此，每個語言變項，“年輕”，代表一個可能性的分佈。此一分佈的平

均值用以表示人類真實評定是“年輕人”的數值。而關於分佈的評定，可能因人

而異，且不需呈現常態，但是人類思維之分佈，在一般的多數情況之下，通常不

脫離為凸函數 (Convex Function) 之形式。 

 
隸屬度函數 (Membership Function) 是模糊理論的基礎，它是從特徵函數

(Characteristic Function) 衍生而來，用以表達元素對於集合的隸屬程度 

(Membership Grade)，其範圍是介於 0與 1之間的實數。若一個元素屬於一個集

合的程度越大，則其隸屬度值就會越接近 1。反之，一個元素屬於一個集合的程

度越小，則其隸屬度值越小。但是要適當地建立一個足以表達模糊概念的隸屬度

函數，卻不是一件容易的工作。本質上，隸屬度雖然是客觀事物的屬性，但卻往

往存在著個人的主觀意識，一般言並無通用的定理或公式可以衡量，通常是根據

經驗或統計加以確定，例如透過模糊統計問卷調查取得。  

 
傳統的社會和經濟研究，投入了很多有關人類的互動關係及模式分析。在一

個典型的模式建構中，經常面對一些不確定的例子，例如：每年的學生註冊人數，

以年初？年中或年尾為準？期間所得數值往往各有不同。又如新台幣對美元的匯

率，是以開盤？收盤？或是最高最低價之平均為準？結果亦有相當的差距。
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Hendershot 與 Placek（1981）曾對此一領域的文獻做一廣泛的回顧。在社會科學

及有關經濟領域的研究中，問題的答案很少是確切的真或偽、0 或 1、對或錯等

形式的二元回答。如果我們嘗試著去分析人類的信念，將會發現必須去面對行為

的不確定性。而模糊集合中連續區間值具有能處理亦真亦偽狀況的能力，因此應

用區間值的模糊特性所做的分析，使研究者可以處理有關的不確定，在實際的運

用上，的確是比較符合實際狀況的一種測量工具。 

 

2.2 模糊時間數列分析與預測 

在探討模糊時間數列之前，首要步驟必須先將一般性資料轉換為模糊資料。

在本文中，我們使用隸屬度函數 (Membership Function) 將觀察值轉換為模糊

值，由於隸屬度函數可以描述模糊集合的性質，是模糊理論中最基本的概念，且

透過隸屬度函數我們才能對模糊集合進行量化，並進一步地利用精確的數學方

法，去分析和處理模糊性的資訊。因此，為了建立觀測值的預測模式，或是由預

測模式來計算模糊輸出值，首先就是將觀測值轉換為模糊值，而這個轉換的過程

稱為模糊化 (Fuzzification)。所以，隸屬度函數在建構預測模式的過程中，扮演

一個相當重要的角色。 

 
然而在得到一組時間數列原始數據時，並不是馬上就將數據模糊化。因為預

測模式是建立在假設時間數列資料走勢為穩定(非遞增或遞減且均數為零)的基
礎下，所以必須將數據加以逐次差分，以達到資料穩定的狀態，再將該組已差分

的數字加以模糊化，來進行模式的建構，最後再視問題需求是否做反模糊化、反

差分動作。我們知道每對一個連續函數做一次的微分動作，就會降低函數的次數

一次。例如一個二次函數微分一次就變成一次函數，微分第二次就變成常數函

數，微分第三次就變成零函數。而差分就像微分的效果一樣，也是每做一次的差

分動作，就會降低數據的次數一次，二者不同之處在於微分係用在連續值，差分

係用在離散值。有關穩定型時間數列的定義與介紹，在吳柏林著『時間數列分析

導論』一書中有詳盡的說明。強穩定時間數列，指一時間數列{ }tX 對任意整數

與任一組 k個時間點{ }，若

m

kttt ,,, 21 L ( )
kttt XXX ,,,

21
L 與 ( )mtmt k

XX ++ ,,
21

Ltm X+ , 有

相同的聯合分配函數，即 ( )
ktX,,LtX,

2tXF
1

= ( )mm ++ , tk
X,LtX,

2mtXF +1
。弱穩定時

間數列，指該時間數列 { 其結合動差函數存在，且不隨時間而改變，即}tX

( )
ktt XXCov ,,,

21
LtX = ( )mtm k

X +,,LtX +2mtXCov + ,
1

。一般所說的穩定型時間數列，指
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的是弱穩定時間數列，所有 都有相同期望值與變異數，即tX µµ =t ， ，22 σσ =t

( ) mmtt XXCov γ=+, ，自共變異數不隨時間而變。為方便起見，我們考慮以 0=µ ，

提供一個如何檢定時間數列是否達到資料穩定狀態的快速方法如下： 

{ tRXt | =∈ α

= ∑
=

n

t
tX

n
X

1

1

{ tRXt |∈





=
=
U

k

i
i kiP

1

,,...,2,1| k,,2,1 L

kLi

iL

1+im

−
−

1

1

i

i

m
m
−
−

i

t

m
X

+

iL 2+

 
定義 2.1 穩定型時間數列 
 

令 n,...,2,1 為一個時間數列，給定顯著水準 . }

若 α≤ ，則稱{ }ntRXt ,...,2,1| =∈ 為一個穩定型時間數列。 

 
以下我們考慮以三角形隸屬度分佈函數來進行模糊化轉換的程序。如前所

述，關於分佈的評定，可能因人而異，且不需呈現常態，但是人類思維之分佈，

在一般的多數情況之下，通常不脫離為凸函數 (Convex Function) 之形式。三角
形分佈缺點是可能與實際分佈有所不同而失真，導致預測模式輸出不準確的風

險，另外它假設相鄰二區間有值，其他區間為零，似乎也不能含蓋更廣的情況。

儘管如此，三角形隸屬度分佈函數可算是最簡便、容易又計算快速的方法，其結

果已經是標準化的隸屬度分佈函數。 
 
定義 2.2 三角形隸屬度分佈函數 (引用吳柏林著『模糊統計導論』P.178) 
 

令 n,...,2,1= 為一個時間數列， Ω 為其論域 (Universe of 
Discourse) 。 給 定 的 一 個 次 序 分 割 集 合  (Ordered Partition Set) ，

。設 為其分割集合的典型值，i

Ω





Ω=iP m = ，且其相對

於語言變數為{ 。則對任意 ，若 介於 與 之間，則其屬於

語言變數 的隸屬度為

i ,...,2,1| = t tX im

i

t

i

i

m
m

+

+

m
X
，屬於語言變數 的隸屬度為1+iL

1

，屬於

其他語言變數 的隸屬度皆為 0。 kL,LiLLL ,,,, 121 L − ,

}

i

}

 

本文中所探討的是多變量多階自廻歸模糊時間數列模式的建構方法，因此，

必須對模糊時間數列的意義予以說明。所謂模糊時間數列，就是將模糊邏輯應用

於時間數列分析過程時，結合語言變數的分析方法，以解決資料的模糊性問題。

是故，在建構多變量模糊時間數列模式與進行預測前，必須先給定幾個有關模糊

時間數列的定義： 
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定義 2.3 多變量模糊時間數列 
 

令{ }ntRX ta ,...,2,1|, =∈ ，a q,,2,1 L= ，為一個 變量時間數列， 為其論

域(Universe of Discourse)， 。給定

q aΩ

aq,,2,1 L=a Ω 的一個次序分割集合 (Ordered 

Partition Set)， ，且其相對應之語言變數為

，其中每一個變量的語言變數個數 不需要相等。對任一

， 而言，若觀察值 相對於





t





=ai iP 2,1|

{ }aki ,...,2,1=

q,,L nt ,,2,1 L=

Ωa

aX ,

=
=

k

i
aia

a

Pk U
1

,,...,

aiL |

a 2,1=

ak

{ }akaiL | i ,...,2,1= 的模糊數

具有隸屬度函數為taFX , { }at iRX |)ai k,....,2,1( =∈µ ，則我們稱{ }ta,FX 為{ }taX , 相

對於 上的一個 變量模糊時間數列，並且記為 { aai kiL ,...,2,1| = } q

a

a

ak

tak

a

ta

a

ta
ta L

X
L

X
L

XFX
)()()(

2

2

1

1
,

µµµ
+++= L 。 

其中“+”表示連結符號而非一般加號，“
ai

tai

L
X )(µ
”表示 相對於語言變數

及其隸屬度函數

taX ,

aiL )( tai Xµ 的對應關係。若 ( ) [ ]1,0→: RXtaiµ ，且 ，

對所有 ，t 都成立，則

1

n

)(
1

=∑
=

t

k

i
ai X

a

µ

qa ,,2,1 L= ,L,2,1= { }taFX , 稱為隸屬度標準化的多變量模

糊時間數列。 
 

為了方便起見，以下我們將
a

a

ak

tak

a

ta

a

ta
ta L

X
L

X
L

XFX
()()(

2

2

1

1
,

)µµµ
+++= L 省略語

言變數，簡寫成向量形式 ( ) ( ) ( )( )taktata XXX
ataFX µµµ ,,, 21 L, = 。 

 

2.3 多變量模糊時間數列模式建構 

有了以上的說明，我們便可以建立多變量模糊時間數列模型，其定義如下： 
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定義 2.4 變量q p階自廻歸模糊時間數列模式 VFAR ( )qp,  

 

給定一個 變量模糊時間數列q { }ntFX ta ,...,2,1|, = ， qa ,,2,1 L= ，其對應之

語言變數為 ，a{ aai ki ,,2,1| L= } q,...,2,1L = ，其中 為第 個變量之語言變數個

數。隸屬度函數為
ak

akin ,,2,1,,...,2, L

a
( )tai tX |{ }1 ==µ ， qa ,...,2,1= ，寫成

( ) ( ) ( )( )tXaktaa XtXtaFX
a

µµµ ,,, 21 L, = ， nt ,,2,1 L= ， q,...,2,1a = 。若存在一個

之模糊關係矩陣
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−−−−−−−−− ptqptpttqtttqtt FXFXFXFXFXFXFXFXFX ,,2,12,2,22,11,1,21,1 ,,,,,,,,,,, LLLL )

 R× ，對於 npt ,,1L+= 都成立， 
上式 為普通矩陣乘法，其中 ×
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2
1

， 

我們稱此多變量模糊時間數列{ }ntFX ta ,...,2,1|, = ，a q,,2,1 L= ，為一個 變

量

q

p階的多變量模糊自廻歸 (Multi-Variate Fuzzy Auto-Regressive) 模式，記做
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VFAR 。其中每一個 為一 
 之矩陣，稱為第 階模糊關係矩

陣， 。每一個 為一

( qp,

,1Ll =

) ) 





l

)

(lR

(labR







×










∑∑
==

q

a
a

q

a
a kk

11

ba kkp, × 之矩陣，稱為第 個變量對第 個變量

的第 階模糊關係矩陣，l ，a

a b

ql p,,L1= b 2,1, ,...,= 。每一個元素 ( )[ ]ijabR l 稱為第

個變量之第 個語言變數對第 個變量之第

a

i b j個語言變數的第 階模糊關係，

，a ，i ，

l

p,,L1l = qb ,...,2,1, = ak, j ,1,1= L bk,L= 。在此模式中，如果 p =1則此
模式又可稱為馬可夫過程 (Markov Process)。 

R

( )qp, ( ]ijl

{ }nt ,...,2,1| =FX ta, q,,2 L,1= )q,

{ } ,2,1 Lak,...,ai iL | 2,1= q,= a

ak
a

( )tXai int ,,...,2,1 1| ==µ qa 2,1= ,...,

( ) ( ) ( )( )takatat XXata XFX µµµ ,,L, 21, = n,t 2,1 ,L= q,...,2,1

a i j

( )[ ]ijlabR p,,1Ll = q i ,,1Lb, =a ,...,2,1 ak= bkL

( )[ ]ij

( )[ ]ij

( )[ ]−l

aiµ

( )[ ]{ }tbj Xµ

( ) (− tbjt XX µ,l

∑
+=

=
n

t 1l





=
≤≤+ nt

max
1l

×tai X


min

abR l

abR l

µ

) 






 

在時間數列分析中，自相關值的決定相當重要，因為它反應了一時間數列長

期的自我相關趨勢關係。因此我們考慮以模糊關係矩陣來分析模糊時間數列的自

我相關程度。假設時間數列資料走勢為穩定並將之模糊化後，我們定義幾種模糊

關係矩陣 的計算方法如下： 
 

定義 2.5  VFAR 模糊時間數列模式的模糊關係 )[ abR 計算方法 

 

設 ，a ，為一 VFAR (p 模糊時間數列，其對

應之語言變數為 ，a ，其中 為第 個變量之語言變

數個數，隸屬度函數為{ }
k
,,L2, ， ，寫成

， ，a = 。則定義每一個

第 個變量之第 個語言變數對第 b個變量之第 個語言變數的第 l階模糊關係

， ， ， ， j ,,1= 的計算公式如下： 

 
一、普通矩陣乘法 ： 
 

。 

 
二、最大-最小法 (max-min) ： 
 

。 
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三、平均倍數法： 
 

( )[ ] ( ) ( ){ }ntXXtT tbjtaiijab ,,1,0| Lll l +=>⋅= − µµ ， 

( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]


 ∈

= −

otherwiseif

TtifXX
M ijabtaitbj

ijtab ,0

,
,

l
l

lµµ

( )[ ]
( )[ ]

( )[ ]

， 

( )[ ] ( )[ ]







=
∑

∈

otherwiseif

TifTM
R

ijabijab
Tt

ijtab

ijab ijab

,0

,, lll
l l

> 0
。 

(備註： 為使( )[ ijabT l ] ( ) ( )tbjtai XX µµ ⋅−l  不為0的 t所成的集合; ( )[ ]
ijtabM l,  為倍

數;  為平均倍數。) ( )[ ]ijab lR

 
四、相關係數 (負數取 0) 法： 
 

( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 































−⋅








−
















 −⋅






 −

=

∑ ∑∑ ∑

∑ ∑∑

+= +=
−

+= +=
−−−

+= +=
−

+=
−−−

0,max

1

2

1

1

1

2

1

1

1 1

1

1

1

n

t

n

t
tbjntbj

n

t

n

t
taintai

n

t

n

t
tbjntbj

n

t
taintai

ijab

XXXX

XXXX
R

l l
l

l l
lll

l l
l

l
lll

l

µµµµ

µµµµ

 
 
五、相關係數 (負數取正) 法： 
 

( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑ ∑

∑ ∑∑

+= +=
−

+= +=
−−−

+= +=
−

+=
−−−








 −⋅






 −
















 −⋅






 −
=

n

t

n

t
tbjntbj

n

t

n

t
taintai

n

t

n

t
tbjntbj

n

t
taintai

ijab

XXXX

XXXX
R

1

2

1

1

1

2

1

1

1 1

1

1

1

l l
l

l l
lll

l l
l

l
lll

l

µµµµ

µµµµ
 

 
定義 2.6  VFAR ( )qp, 模糊時間數列模式的預測 
 
給定一個 VFAR ( 模糊時間數列模式，其模糊關係矩陣為)qp, R。若已知觀

測值為{ }n,...,2tFX ta ,1|, = ，a q,,2,1 L= ，且未來真實值亦滿足該 VFAR 模

糊時間數列模式，則未來 期的預測值為： 

( )qp,

w

 12



 

1. 當 ， 1=w

( )
















+++ 1,1,21,1
ˆ,,ˆ,ˆ

nqnn XFXFXF L = 

( ) (
















−+−+−+ pnqpnpnnqnn FXFXFXFXFXFX 1,1,21,1,,2,1 ,,,,,,,, LLL ) R× ， 

 
2. 當 ， pw ,,3,2 L=

( )
















+++ wnqwnwn XFXFXF ,,2,1
ˆ,,ˆ,ˆ L = 

( ) (








+++−+−+−+ ,ˆ,,ˆ,ˆ,,ˆ,,ˆ,ˆ
1,1,21,11,1,21,1 nqnnwnqwnwn XFXFXFXFXFXF LLL )

)

 

( ) (








−+−+−+ pwnqpwnpwnnqnn FXFXFXFXFXFX ,,2,1,,2,1 ,,,,,,,, LLL R× ， 

 
3. 當 ， L,1+= pw

( )
















+++ wnqwnwn XFXFXF ,,2,1
ˆ,,ˆ,ˆ L = 

( ) (
















−+−+−+−+−+−+ pwnqpwnpwnwnqwnwn XFXFXFXFXFXF ,,2,11,1,21,1
ˆ,,ˆ,ˆ,,ˆ,,ˆ,ˆ LLL ) R× 。 
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例 2.6 
 

設一個双變量模糊時間數列{ }10,,2,1|, L=tFX ta ， 2,1=a ，滿足 VFAR

模式，其模糊關係矩陣為

( )2,3

R，且未來真實值亦滿足該模式，則未來 期的預測值

為： 

4

( ) ( ) ( FXFXFXFXFXFXXFXF ×















=

















8,28,19,29,110,210,111,211,1 ,,,,,ˆ,ˆ ) R

) R

)

， 

( ) ( ) ( FXFXFXFXXFXFXFXF ×















=

















9,29,110,210,111,211,112,212,1 ,,,,ˆ,ˆˆ,ˆ ， 

( ) ( ) ( ) RFXFXXFXFXFXFXFXF ×















=

















10,210,111,211,112,212,113,213,1 ,,ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ ， 

( ) ( ) ( RXFXFXFXFXFXFXFXF ×















=

















11,211,112,212,113,213,114,214,1
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ 。   

 

在多變量模糊時間數列模式的建構過程中，有許多的情況是需要注意的。我

們分別敘述如下： 

 

由於所收集的資料，其型態可能為數值的或屬性的資料、也有可能是語言值

(Linguistic Values)的資料（例如：透過品嚐所獲得的資料等等），針對這些型態的

資料，很難只利用傳統的時間數列方法來加以分析。因此，倘若能使用模糊集合

的方法，則不會受資料型態的影響，且更能建立合適的模式。 

 

在架構模糊論域集合時，其分割的次序集合數，應該要多少個才適當，目前

尚無定論。一般來說，分割的次序集合數越多，其準確度越高，然而運算的複雜

度也相對地增加。所以，準確度與複雜度的取捨就應視個人的需要而定。一般來

說，五個分割的次序集合數較多人使用。 
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在資料的模糊化方面，我們是使用三角形隸屬度分佈函數並將其模糊化。在

此過程中，其典型值的取得尚未有固定的方法，我們認為可以用每個次序分割集

合中其元素的中位數、平均數或分類的群落中心為其典型值。但是，若以群落中

心為其典型值，則易造成一集合中有多個典型值，此時該集合為梯形隸屬度函

數，將會使得轉換過程較為複雜。反之，若使用中位數或平均數為其典型值，則

每一個集合中其典型值只有一個，此時該集合為三角形隸屬度函數，轉換過程將

會較為簡單。一般來說，典型值使用中位數較多人採用。 

 

資料結構是否穩定，是模式建構過程中研究的重點。在本文探討的問題中，

其資料必須大致趨於穩定，才可進行模式建構步驟。若收集的資料走勢具有遞增

或遞減或均數不為零的傾向，其處理的方法是將原始資料逐次差分，使之達到穩

定狀態，然後才將已差分的資料模糊化，來進行模式的建構，最後再視問題需求

是否做反模糊化、反差分動作。反之，若所收集的資料已具備模糊結構，且檢定

出確有模糊趨勢 (模糊趨勢定義請參考吳柏林著『模糊統計導論』一書)，則目

前尚未有方法可加以解決。 

 

階次的認定在模糊時間數列分析上，佔著相當重要的地位。若我們能找到正

確的階次，才能掌握影響資料走勢的因素，進而建構符合實際狀況的數學模式。

在實務應用上，尤其是股票、匯率、期貨等資料，其時間數列走勢常呈現高者愈

高，低者愈低的非線性型態，且大部分金融市場上的運作情形皆符合馬可夫性質

(即一階性質)。因此，可藉由實際的狀況，來決定其階次的選取。階次的認定可

參考吳柏林著『模糊統計導論』一書。當選定模糊時間數列的階次後，結合影響

資料的多項因素，利用定義 2.5中所介紹的計算方法，並進而得到模糊關係矩陣

R。 
 

2.4 如何由模糊數進行屬性判別 

在多變量模糊時間數列中，如何將模糊數值(隸屬度函數)轉換成所屬的語言

變數(屬性)亦是一研究重點。文獻通常是以其最大隸屬度函數所在的位置來加以

判定。但若只取最大而捨去其他隸屬度函數可能會喪失重要資訊等風險，事實

上，一併考慮其他非最大隸屬度函數亦可以增加預測命中率，為此本文定義語言

向量指標函數來處理其他非最大隸屬度函數情形。 
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定義 2.7 語言向量指標函數 

 

給定一個 變量之模糊時間數列q { }ntFX ta ,...,2,1|, = ， qa ,,2,1 L= ，其對應

之語言變數為 ，a{ aai kiL ,...,2,1| = } q,,2,1 L= ，其中 為第 個變量之語言變數

個數，隸屬度函數為
ak
kin ,,2,1,,...,2,1 L

a
( )tai X{ }a| t ==µ ， qa ,...,2,1= ，寫成

( ) ( ) ( )( )tXakta X
atXataFX µµµ ,,, 2 L1, = ， nt ,,2,1 L= ， q,...,2,1a = 。令 

( )takt a
I ,,2 ,,L taItata IXF ,1, ,

v
= ， n,L,2,1= ， qa ,...,2,1= ，其中 

( ) ( ) ( ){ }




 >≥

= ≤≤

otherwiseif

XcXif
I

taikitai

tai
a

,0

max,1
1

,

µµ 0
， { }akc ,,1L∈ ， 

稱 為 之語言向量指標函數。 taXF ,

v
taFX ,

(備註： ( ) ({ taiki
Xc

a

)}µ
≤≤1

max 為取前幾大數字的函數，例如 1=c 表示取最大隸屬

度， 表示取最大及次大隸屬度。) 2=c
 

例 2.7 
 
設一個隸屬度標準化的單變量模糊時間數列 { }6,5,4,3,2,1| =tFXt ，滿足

VFAR 模式，其中 ( 1,1 )

1

=1FX (0.00，0.00，0.77，0.23，0.00) 
=2FX (0.00，0.00，0.00，1.00，0.00) 
=3FX (0.03，0.97，0.00，0.00，0.00) 
=4FX (0.00，0.11，0.89，0.00，0.00) 
=5FX (0.00，0.00，0.30，0.70，0.00) 
=6FX (0.00，0.00，0.56，0.44，0.00) 

 
取 ，得語言向量指標函數為 =c

=1XF
v ( )1,51,41,31,21,1 ,,,, IIIII =(0，0，1，0，0) 
v

=2XF ( )2,52,42,32,22,1 ,,,, IIIII =(0，0，0，1，0) 
v
=3XF ( )3,53,43,33,23,1 ,,,, IIIII =(0，1，0，0，0) 

v
=4XF ( )4,54,44,34,24,1 ,,,, IIIII =(0，0，1，0，0) 
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=5XF
v ( )5,55,45,35,25,1 ,,,, IIIII =(0，0，0，1，0) 
v

=6XF ( )6,56,46,36,26,1 ,,,, IIIII =(0，0，1，0，0) 
 

設{ }6,5,4,3,2|ˆ =tXF t 為{ }6,5,4,3,2,1| =tFXt 經模式計算後之隸屬度標準化

的模糊時間數列輸出值，其中 

=2X̂F
ˆ

(0.06，0.31，0.34，0.28，0.02) 

=3XF (0.19，0.24，0.23，0.34，0.00) 

=4X̂F (0.02，0.22，0.30，0.37，0.09) 

=5X̂F (0.02，0.32，0.36，0.27，0.03) 

=6X̂F (0.14，0.26，0.27，0.32，0.01) 
 
取 ，得語言向量指標函數為 2ˆ =c
v

=2X̂F ( )2,52,42,32,22,1
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ IIIII =(0，1，1，0，0) 

v
=3X̂F ( )3,53,43,33,23,1

ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ IIIII =(0，1，0，1，0) 
v

=4X̂F ( )4,54,44,34,24,1
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ IIIII =(0，0，1，1，0) 

v
=5X̂F ( )5,55,45,35,25,1

ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ IIIII =(0，1，1，0，0) 
v

=6X̂F ( )6,56,46,36,26,1
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ IIIII =(0，0，1，1，0)    

 
建構了多變量模糊時間數列模式及屬性判別之後，我們已經能順利的進行預

測。以下我們介紹如何經由語言向量指標函數來判斷輸出值是否命中真實值。 
 

定義 2.8 模糊命中 

 

令 ( )taktata a
III ,,2,1 ,,, L ，t ，an,,2,1 L= q,...,2,1= 為一模糊時間數列語言向量

指標函數 (真實值)，( )ta a ,aktat II ,2,1
ˆ,,ˆ, LÎ ， n,,1Lpt += ， qa ,...,2,1= 為經由

VFAR 模式輸出後所得的語言向量指標函數(輸出值)，k 為第 個變量之語

言變數個數，令 ，

( )qp,







=S tai ,0
,1

,

a a

=+

otherwiseif
IIif taitai

ˆ
,, 2

i ,2,1 L ak,= ， 








>

= ∑
=

otherwiseif

Sif
S

ak

i
tai

ta

,0

0,1
1

,
, ， npt ,,1L+= ， qa ,...,2,1= 。 

 17



若 ，則稱第 變量第 期之輸出值對真實值為模糊命中，否則為模糊不命

中。 

1, =taS a t

 
例 2.8 
 

承例 2.7，得 

( )2,52,42,32,22,1 ,,,, SSSSS =(0，0，0，0，0)， =0， 模糊不命中 2S

( )3,53,43,33,23,1 ,,,, SSSSS =(0，1，0，0，0)， =1， 模糊命中 3S

( )4,54,44,34,24,1 ,,,, SSSSS =(0，0，1，0，0)， =1， 模糊命中 4S

( )5,55,45,35,25,1 ,,,, SSSSS =(0，0，0，0，0)， =0， 模糊不命中 5S

( )6,56,46,36,26,1 ,,,, SSSSS =(0，0，1，0，0)， =1， 模糊命中    6S

 

以下我們引進模式配適度的概念，做為評斷配適程度高低的指標之一。 

 

定義 2.9 模式配適度 (Degree of Model Match) 

 

承定義 2.8，令 %1001
, ×





⋅
−

= ∑
n

taa S
pn

M
1  += pt

q，a ,...,2,1= ，稱 為第 變量

之模式配適度。 

aM a

 
例 2.9 
 

承例 2.8， %100
16

1 6

2
×







⋅

−
= ∑

=t
tSM =60%    

 
為了比較經由模式輸出的語言變數與實際的語言變數之間的誤差情形，於是

我們著手建立二個衡量的指標：預測誤差率與平均預測秩階準確度。 
 

定義 2.10 預測誤差率 (Forcasting Error) 

 

令 ( )taktata a
III ,,2,1 ,,, L ，t ，an,,2,1 L= q,...,2,1= 為一模糊時間數列語言向量

指標函數(真實值)，( )takta a
II ,,2
ˆ,,ˆ LtaI ,1 ,ˆ ， nt ,,2,1 L= ， qa ,...,2,1= 為經由模糊時

間數列模式輸出後所得的語言向量指標函數(預測值)，k 為第 個變量之語言變a a
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數個數， 

令 
( ) ( )

%100
ˆ

ˆ

1
1

1
,

1
,

1
,

1
,

, ×
⋅

−
⋅

⋅
−

=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=
a

a

a

a

k

i
tai

k

i
tai

k

i
tai

k

i
tai

a
ta

I

Ii

I

Ii

k
E ， nt ,,2,1 L= ， ， qa ,...,2,1=

稱 為第 變量第 期輸出值對真實值之預測誤差率。 taE , a t

( 為真實值語言向量指標， 為輸出值語言向量指標。) taiI , taiI ,
ˆ

 
例 2.10 
 

承例 2.7，得 

( ) ( )
%100

ˆ

ˆ

15
1

5

1
1,

5

1
1,

5

1
1,

5

1
1,

1 ×
⋅

−
⋅

⋅
−

=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

i
i

i
i

i
i

i
i

I

Ii

I

Ii
E =13% 

( ) ( )
%100

ˆ

ˆ

15
1

5

1
2,

5

1
2,

5

1
2,

5

1
2,

2 ×
⋅

−
⋅

⋅
−

=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

i
i

i
i

i
i

i
i

I

Ii

I

Ii
E =38% 

( ) ( )
%100

ˆ

ˆ

15
1

5

1
3,

5

1
3,

5

1
3,

5

1
3,

3 ×
⋅

−
⋅

⋅
−

=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

i
i

i
i

i
i

i
i

I

Ii

I

Ii
E =25% 

( ) ( )
%100

ˆ

ˆ

15
1

5

1
4,

5

1
4,

5

1
4,

5

1
4,

4 ×
⋅

−
⋅

⋅
−

=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

i
i

i
i

i
i

i
i

I

Ii

I

Ii
E =13% 

( ) ( )
%100

ˆ

ˆ

15
1

5

1
5,

5

1
5,

5

1
5,

5

1
5,

5 ×
⋅

−
⋅

⋅
−

=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

i
i

i
i

i
i

i
i

I

Ii

I

Ii
E =38% 

( ) ( )
%100

ˆ

ˆ

15
1

5

1
6,

5

1
6,

5

1
6,

5

1
6,

6 ×
⋅

−
⋅

⋅
−

=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

i
i

i
i

i
i

i
i

I

Ii

I

Ii
E =13%    
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定義 2.11平均預測秩階準確度 (Average of Forecasting Rank Accuracy) 
 

令 ( )taktata a
III ,,2,1 ,,, L ，t ，an,,2,1 L= q,...,2,1= 為一模糊時間數列語言向量

指標函數(真實值)，( )takta a
II ,,2
ˆ,,ˆ LtaI ,1 ,ˆ ， nt ,,2,1 L= ， qa ,...,2,1= 為經由模糊時

間數列模式輸出後所得的語言向量指標函數(預測值)，k 為第 個變量之語言變

數個數， 
a a

令 { } %100min11
1

2ˆ
,1

,,

×













−⋅−= ∑

=
=+

≤≤

n

t
II

kjia ji
n

AC
tajtai

a
， qa ,...,2,1= ， 

稱 為第 變量輸出值對真實值之平均預測秩階準確度。 aAC a

( 為真實值語言向量指標， 為輸出值語言向量指標。) taiI , taiI ,
ˆ

 
例 2.11 
 

承例 2.7，得 
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