
第二章   多項式空間的組合基底 

 
設多項式 之次數 ，稱 為一 )(nf k≤ ( )f n k −多項式，所以 可表示為 )(nf

01
11 ananana kkk

k ++++ −− ，其中 Raaaa kk ∈− 011 ,,,, …… ,我們知道所有 多項式形成 k −

一個向量空間稱 多項式空間 表示 為, ,以 , }  k − V 1,,,,{ 1 nnn kk − k −多項式空間的標準基底

事實上， 也為 

 

},,,{ 10
n
k

nn CCC k −多項式空間的基底 

定理 1： 為 多項式空間 的基底 , [3] 

 
明：(1)線性獨立: 

         假設

},,,{ 10
n
k

nn CCC k − V

證

011221100 =+++++ −−
n
kk

n
kk

nnn CCCCC ααααα      

         取 000 0
0
00 =⇒=⇒= αα Cn       ( ) 

         取

0Cn
k => 則如果 nk

0001 1
1
11

1
11

1
00 =⇒=⇒=+⇒= αααα CCCn  

         取 0002 2
2
22

2
22

2
11

2
00 =⇒=⇒=++⇒= ααααα CCCCn  

   同理  取 kkn ,1,,4,3 −=  
         0143 =====⇒ −k kαααα  

 },,,,{ 110
n
k

n
k

nn CCCC −         ∴ 線性獨  

生成: 

       f ∈∀ ) , 

可以把它想成 k個相異的球放入 個不同的箱子每個箱子不限球數的方法數 

     

立

(2)

n( V 01
1

1)( ananananf k
k

k
k ++++= −

−  

     ∵  kn n

∴ 所以方法數相當於只用到 1個箱子的方法數 

加上只用到 k個箱子 的方法數 
      
 

加上只用到 2個箱子的方法數 
加上只用到 3個箱子的方法數 
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0,0 01 nb C=  ∴

        

                 

CbCbCbn 22,311,300,3
3 ++=    

  
        

CbCbCbCbn ,22,11,00, ++++    [5] 

其中 

nn CbCbn 11,100,1 +=  

        nnn CbCbCbn 22,211,200,2
2 ++=

        nCb 33,3+            nnn

        
 

        k = n
kkk

n
k

n
k

n
k

        , ,
n

k i ib n C為 的k次方 的係數也就是 k個 恰好放入 i個箱子的方法數 

( ) ( )

( ) ( )

( ) (

k k

n n n n n n
k k k k k k k k k k k k

n n n

n
k k k k k k k k

n a n a

a b C b C b C a b C b C b C

a b C b C a b C

a b a b a b C a b a b a b

−

− − − − − −

− − − −

相異的球

1
1 1 0

,0 0 ,1 1 , 1 1,0 0 1,1 1 1, 1 1

1 1,0 0 1,1 1 0 0,0 0

,0 1 1,0 1 1,0 0 ,1 1 1,1 1 1,1

( ) k kf n a n a −∴ = + + + +

= + + + + + + +

+ + + +

= + + + + + + + 1 ,) n n
k k kC b C+ +

 

VCCCCspan n
k

n
k

nn =∴ − },,,,{ 110  

 

               },,,,{ 110
n
k

n
k

nn CCCC −∴   為 k −多項式空間的基底 

解 的形式，我們先看 組

理：     

 

接下來我們要去了 一個 合等式 ,k ib

n
j

jn
j

jn
j

n CCCCCC 1
1

111 +
++=  引

證明：假設現在有 n位同學要選 j人班隊及領隊一人，領  隊可以兼隊員

∴方法數為

但是我們可以把他想成領隊在隊員裡的方法數為 1

      及領隊不在隊員裡的方法數為  

所以我們可以得到  

n
j

nCC1  

  njCC  j

n
j

j CC 1
1

1 +
+  

n
j

jn
j

jn
j

n CCCCCC 1
1

111 +
++=  
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定理 2： )( ,11,1, ikikik bbib −−− +=  

證明： 

)n
k

n b C b C b C b C

b nC b nC b nC b nC

−
− − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

= + + + +

= + + + +

= + + + +

∵

 

 

1

1,0 0 1,0 1,1 1 1,1 1,2 2 1, 2 1, 1 1

1, 1

(0 1 ) (1 2 ) (2 3 ) ( 1) ]

0( ) 1( ) 2( ) ( 1)( )

( )

− − − − − −

− − − − − − − − − −

− −

= + + + + + + − +

= + + + + + + − +

+

1
1,0 0 1,1 1 1, 2 2 1, 1 1

1,0 0 1,1 1 1, 2 2 1, 1 1

1,0 0 1,1 1 1, 2 2 1, 1 1

( )

( ) ( ) ( ) (

k n n n n
k k k k k k k k

k n n n n
k k k k k k k k

n n n
k k k k k k k

n b C b C b C b C

n∴

1[1,0 0 1 1,1 1 2 1,2 2 3 1,∴ k n n n n n n n n
k k k k k k k

n n n n
k k k k k k k k k k

n
k k k

n b C C b C C b C C b k C kC

b C b b C b b C k b b C

k b C

 

 

證：

)( ,11,1, ikikik bbib −−− +=即  

)( ,11,1, ikikik bbib −−− +=  另

證明： 相當於現在有 個相異的球放入 個不同的箱子不允許空箱的方法數 

但是我們從另一個角度來想 
      可以把她想成第 個球自己一部分和第 個球與別人一部分 

第 個球自己一部分的方法數 
子另外的

,k ib k i

      
k k

       
k

    相當於第 k個球先去選一個箱 1k − 個球放入其他的 個箱子不允許空箱的1i −

方法數   所以方法數為   1, 1( )− −k ii b  

      

放入 箱子不允許空箱，第 個球再去選其中一個箱子 

      所以方法數為        

  b即

 
 
 

 
第 k個球與別人一部分的方法數 
相當於另外的 1k 個相異的球 個− i k

1,( )−k ii b  

)( bbi +=  ,1,1, ikikik −−− 1
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所以我們可以得到 

 
i=0 1 2 3 4 5 6 n-1 n 

ikb ,  
 

k=0 1  0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 0  0 1 2 0 0 0 0 0 0 
3 0 1 6 3! 0 0 0 0 0 0 

  4 0 1 14  36 4! 0 0 0 0 0 
  5  0 0 0 1 30 15 24 5! 0 0 0 0 
  6  0 60 00 0 1 62 54 15 18 6! 0 0 0 

                                             

  m-1 0 1       
  m 0 1       

 
 
 
 
例如： 

相當於有四個相異的球放入兩個不同的箱子，恰好用了兩個箱子的方法數 

      方法數為   (種) 

 
 

 

另外一方面來看， 

, 相當於 k個元素對到 i個元素的映成函數個數 

2,4b :

  3,1 3,22( ) 2(1 6) 14b b+ = + =

:相當於四個相異的球放入三個不同的箱子，恰好用了三個箱子的方法數 3,4b

        方法數為   (種) 3,2 3,33( ) 3(6 6) 36b b+ = + =

 

 
從

b ik
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定理

A,B為兩有限集合，其中

3： 

mA = , nB = 且 則由 A到 B的映成函數個數有 nm ≥ ,假設

∑
=

⎛
−

n
mi in

n
)(( 種  [7] 

證明

令 U為所有由 到 B 數

     

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝i i0

)1

： 
     假設 },,,{ A 的函 所成集合，即 21 nbbbB ……= ,

, mn=∴ U  }:{ 為一B→ 個函數AffU =

ia 表示 U中函數滿足值域不含 的條件ib , ni ≤≤1 ,     令 則由 A到 B的映成函數個數 
相當於 )( 21 naaaN       

 U 不 m n-1若 中函數需滿足值域 含 則相當於 個元素到 的元素的函數個數 

數有 個,所以 aN m
i ≤≤−= 1,)1)(  

U 當於

個,所以

根據排容原理 

ib ,

 個 in(mn )1( − n

 若 中函數需滿足值域不含 ib 且不含 jb ,則相 m的元素到 n-2個元素的函數 

mn )2( − njinaaN m
ji ≤<≤∀−= 1,)2()(  個數有

 同理 m
n

m
kji nnaaaNnkjinaaaN )()(,,1,)3()( 21 −=≤<<≤∀−= ……  

 
 

m
n

i n⎛
−

i

n

in
i

)()1(

2
21

0

21

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

=

−⎟
⎠

⎜
⎝

+⎟
⎠

⎜
⎝

∑
=

 

   
所以我們可以得到 

k

 
例如: 

  4 2 4 2 4
1 2

0
(2 ) 2 1 0 14

w
w C C

=
− = − ⋅ + ⋅ =  

mnmmm nnn
n

n
n

naaaN )()1()()1()( −−+−⎟
⎞

⎜
⎛

−⎟
⎞

⎜
⎛

−=

, 1 2 3

0

( 1) ( 2) ( 3) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( )

k i k i k i k w i k i i
k i w i

i
w i k

w
w

b i C i C i C i C i w C i i

C i w
=

= − − + − − − + + − − + + − −

= − −∑
 

  2 4
4,2 ( 1)w

wb C= −∑
2

 7



    36

們 以驗證  
w

3
3 4 4 3 4 3 4 3 4

4,3 1 2 3
0
( 1) (3 ) 3 2 1 0w

w
w

b C w C C C
=

= − − = − ⋅ + ⋅ − ⋅ =∑  

, 1, 1, 1

,
0

( )

( 1) ( )

k i k i k i
i

w i k
k i w

w

b i b b

b C i

− − −

=

= +

= − −∑
 這兩個式子是相等的 我 可

 
定理 4：         

), 1, 1, 1
0

( ) ( 1) (
i

w i k
k i k i k i w

w
b i b b C i w− − −

=
= + = − −∑  

證明： 

( 1) ( )

( 1) ( ) ( )

[( 1) ( ) ( 1) ( ) ]

( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) (

w k

w
i

w k

w k w k

w
i i

w k w k

w w

w
k i

i
i w

w

i
i w i w

w

i i
i w i i w w

w w

i i
i i w i w w

w w

i
i b i

w

=

−

− −

=

− −

= =

−

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − ⋅ − − − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ − − − − − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⋅ − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑

∑ ∑

1

1

1 1
1,

1

)

( 1) ( )

i
k

w
i

w k
k i

w

w w

i
i b i w w

w

−

=

− −
−

=

⋅

⎛ ⎞
= ⋅ + − − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑

 

,b
i

k i = ∑
0

1

0

1 1

0

1 1

0 0

1,

w
i
=

1! ( )!
1( )! ! ( 1)![( 1) ( 1)]!

i ii i i w i
w wi w w w w i w w

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
= = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∵  

原式∴  

           

1 1
1,

1
1

1
1,

0

1, 1, 1

1, 1, 1

1
( 1) ( )

1

1
( 1) ( 1 )

( )

i
w k

k i
w

i
w k

k i
w

k i k i

k i k i

i
i b i i w

w

i
i b i i w

w
i b i b

i b b

− −
−

=
−

−
−

=

− − −

− − −

−⎛ ⎞
= ⋅ + − ⋅ ⋅ −⎜ ⎟−⎝ ⎠

−⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅ − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
= ⋅ + ⋅

= +

∑

∑  
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我們現在再用另一種方法去求

相當於 k個相異的球放入 k-1個相異箱子，不允許空箱的方法數 

以把它想成   

ikb ,  

, 1k kb −

可

 

一個箱子用了兩個球其他的箱子都用一個球 有

所以方法數為 

2 ( 1)
1 !(

!

2

C k

k

⋅ −

=
 

相當於 k個相異的球放入 k-2個相異箱子，不允許空箱的方法數 

可以把他想成 

k

1)k −

 

, 2k kb −

 
所以方法數  為

2
2 2

3 ( 2)! ( 2)!
2!

( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)2)![ ]k k k k k k k− − − − −
+  (

3! 8

5)
24

k k
k C C

C k k

k

−
− + −

= −

−

 

相當於 k個相異的球放入 k-3個相異箱子，不允許空箱的方法數 

! ( 2)(3k k k= −

, 3k kb −

可以把他想成 
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以方法數為 所

2 4
3 2 2 23)! ( 2)! ( 3)!

k k k
k k C C C

C C k k
− −

−− + − + −4 3 2

2

(
3!

! 1 !( 3)![ ]
4!( 4)! 12 ( 5)! 48 ( 6)!

1 !( 3)(2 4 16 9 20)
48
1 !( 3)( 2)( 3)
48

kC k

k kk
k k k

k k k k k

k k k k

= − + ⋅ + ⋅
− − −

= ⋅ − + − + − +

= ⋅ − − −

 

個相異的球放入 k-4個相異箱子，不允許空箱的方法數 

可以把他想成 

! 1k

 

, 4k kb − 相當於 k

 
 
所以方法數為 

3 3 5 2 4 6
4 3 3 3 2 2 2 2 2 2

5 4( 4)!− +k kC k C 2

3 2

( 4)! ( 4)! ( 4)! ( 4)!
2! 2! 4!

1 !( 4)[48 120( 5) 80( 5) 120( 5)( 6) 15( 5)( 6)( 7)
2!4!5!

1 !( 4)[15 150 485 502]
2!4!5!

− − − − − −
− − + − + − + −

= − + − + − + − − + − − −

= − − + −

k k k k k k k k k
k C C C C C C C C CC k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k
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