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第五章 一些定理的證明 

 

定理 1 ：若 2 2k k× 等腰直角三角形路徑 ( )2 1 2 2, , ,k kT t t t= ，是由 k k× 正方形的檢

查點及路徑為 2(2 , )kk S 經由路徑轉換(轉換 1(i))得到的(即 2 2k kT S= )， 

則由此 2 2k k× 等腰直角三角形路徑 ( )2 1 2 2, , ,k kT t t t= ，經由路徑轉換(轉

換 2(i))得到 k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S 必為 2(2 , )kk S 。 

證明： k k× 正方形的檢查點及路徑為 2(2 , )kk S ，經由路徑轉換(轉換 1(i)) 

得到 2 2k k× 等腰直角三角形路徑為 2 2k kT S=  

        2 2k kT S=∵ 0 1 2( , , , )kP P p p p′∴ = = 並且 2 20 0k kp p′= ∴ =∵ ， 

        { }
0 2
max | 0 2jj k

c j p k
≤ ≤

′∴ = = = ， 

        此時 2 2k k× 等腰直角三角形路徑 2kT 經由路徑轉換(轉換 2(i))對應到

k k× 正方形的檢查點及路徑 2 2 2( , ) (2 , ) (2 , )k k kc S k T k S= = 2 2( )k kT S=∵ 。 

 

定理 2.1： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S 且 1 0cp + > ， max{ }jj c
M p+ >

= ， 

2kS 的部分和向量為 0 1 2( , , , )kP p p p= ， 

則 1jp i< + ， 1,2, ,i M += ， ( )( ) 1L i j L i≤ < + ，令 ( 1) 2 1L M k+ + = + 。 

證明：給定 i ， 1,2, ,i M += ， 

( ) ( 1)L i j L i≤ < +∵  

         ( 1)j L i∴ ≠ +  

         { }( 1) min | 1jj c
L i j p i

>
+ = = +∵  

         1jp i∴ ≠ + (即 1jp i> + 或 1jp i< + )， 

         (用反證法來證明 1jp i< + ) 
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      0cp =∵ ，若 1 0j cp i p> + > =  

, 1tt j t c p i∴∃ > > ⊃ = + →←   

{ }( ( 1) ( 1) min | 1 )jj c
L i j t L i j p i

>
+ > > + = = +∵ 且  

1jp i∴ < + ， 1,2, ,i M += ， ( )( ) 1L i j L i≤ < + ，令 ( 1) 2 1L M k+ + = + 。 

 

定理 2.2： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S 且 1 0cp + < ， min{ }jj c
M p− >

= ， 

2kS 的部分和向量為 0 1 2( , , , )kP p p p= ， 

則 1jp i> − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( )( ) 1L i j L i≤ < − ，令 ( 1) 2 1L M k− − = + 。 

證明：給定 i ， 1, 2, ,i M −= − − ， 

( ) ( 1)L i j L i≤ < −∵  

         ( 1)j L i∴ ≠ −  

         { }( 1) min | 1jj c
L i j p i

>
− = = −∵  

         1jp i∴ ≠ − (即 1jp i> − 或 1jp i< − )， 

         (用反證法來證明 1jp i> − ) 

         0cp =∵ ，若 1 0j cp i p< − < =  

, 1tt c t j p i∴∃ < < ⊃ = − →←    

{ }( ( 1) ( 1) min | 1 )jj c
t j L i L i j p i

>
< < − − = = −∵ 且  

1jp i∴ > − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( )( ) 1L i j L i≤ < − ，令 ( 1) 2 1L M k− − = + 。 

 

定理 3.1： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S 且 1 0cp + > ， max{ }jj c
M p+ >

= ，經路

徑轉換後，得到 2 2k k× 等腰直角三角形路徑 
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{ }2 2 2 1( , ) , maxk k k M jj c
T f c S S F F M p

+ + >
= = ⋅ ⋅⋅⋅ =  

2kS 的部分和向量為 0 1 2( , , , )kP p p p= ， 

2kT 的部分和向量為 0 1 2( , , , )kP p p p′ ′ ′ ′= ， 

則 2j jp p i′ = − ， 1,2, ,i M += ， ( )( ) 1L i j L i≤ < + ，令 ( 1) 2 1L M k+ + = + 。 

證明： 2 2 2 1( , )k k k MT f c S S F F
+

= = ⋅∵ ， ( ) 1L is = ， 1,2, ,i M += ， 

1 , ( ), 1, 2, ,
,

j
j

j

s j L i i M
t

s
+− = − = =⎧

∴ = ⎨
⎩

若

其它
， 

每多做一次的1改成 1− 的轉換(即 iF 轉換)，對 ( )L i 之後的部分和 jp 與 jp′  

之間的差會多 2 ， 

2j jp p i′∴ = − ， 1,2, ,i M += ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < + ，令 ( 1) 2 1L M k+ + = + 。 

(見 例 4.1)。 

 

定理 3.2： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S 且 1 0cp + < ， min{ }jj c
M p− >

= ，經路

徑轉換後，得到 2 2k k× 等腰直角三角形路徑

2 2 2 1( , )k k k MT f c S S F F
−−= = ⋅ ⋅⋅ ⋅ ， { }min jj c

M p− >
= ， 

2kS 的部分和向量為 0 1 2( , , , )kP p p p= ， 

2kT 的部分和向量為 0 1 2( , , , )kP p p p′ ′ ′ ′= ， 

則 2j jp p i′ = − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( )( ) 1L i j L i≤ < − ， 

令 ( 1) 2 1L M k− − = + 。 

證明： 2 2 2 1( , )k k k MT f c S S F F
−−= = ⋅∵ ， ( ) 1L is = − ， 1, 2, ,i M −= − − ， 

1 , ( ), 1, 2, ,
,

j
j

j

s j L i i M
t

s
−− = = = − −⎧

∴ = ⎨
⎩

若

其它
， 
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每多做一次的 1− 改成1的轉換(即 iF 轉換)，對 ( )L i 之後的部分和 jp 與 jp′  

之間的差會多 2− ， 

2j jp p i′∴ = − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < − ，令 ( 1) 2 1L M k− − = + ， 

(見 例 4.2)。 

 

定理 4.1： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S 且 1 0cp + > ， max{ }jj c
M p+ >

= ， 

2 2k k× 等腰直角三角形路徑 2kT 且 1 0cp +′ < ， 2

2
kpN−

′
= ， 

若 2 2 2 1( , )k k k MT f c S S F F
+

= = ⋅ ⋅⋅ ⋅ 且 2 2 2 1( , ) ( ) ( , )k k k Nc S g T c T G G
− −= = ⋅ ⋅⋅⋅ ， 

則 N M− += − 。 

證明： 2

2
kpN−

′
=∵ ， 

         (由定理 3.1) 

2j jp p i′ = − ， 1,2, ,i M += ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < + ， ( 1) 2 1L M k+ + = +令 ， 

( ) 2 2 1L M j k k+ ≤ = < +∵ i M +∴ = 且 2 0kp = ， 

2 2 2 2
2 2 2

k kp p M MN M+ +
− +

′ − −
∴ = = = = − 。 

 

定理 4.2： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S 且 1 0cp + < ， min{ }jj c
M p− >

= ， 

2 2k k× 等腰直角三角形路徑 2kT 且 1 0cp +′ > ， 2

2
kpN+

′
= ， 

若 2 2 2 1( , )k k k MT f c S S F F
−−= = ⋅ ⋅⋅ ⋅ 且 2 2 2 1( , ) ( ) ( , )k k k Nc S g T c T G G

+
= = ⋅ ⋅⋅ ⋅ ， 

則 N M+ −= − 。 

證明： 2

2
kpN+

′
=∵ ， 

         (由定理 3.2) 
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2j jp p i′ = − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < − ， ( 1) 2 1L M k− − = +令 ， 

( ) 2 2 1L M j k k− ≤ = < +∵ i M −∴ = 且 2 0kp = ， 

2 2 2 2
2 2 2

k kp p M MN M− −
+ −

′ − −
∴ = = = = − 。 

 

定理 5.1： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S ，且 1 0cp + > ， max{ }jj c
M p+ >

= 的轉

折點為 ( ) min{ | }jj c
L i j p i

>
= = ， 1,2, ,i M += ， 

2 2k k× 等腰直角三角形路徑 2kT ，且 1 0cp +′ < ， 2

2
kpN−

′
= 的轉折點 

為 ( ) 1max{ | 1}jj c
L i j p i−>
′ ′− = = − + ， 1, 2, ,i N−− = − − ， 

若 2 2 2 1( , )k k k MT f c S S F F
+

= = ⋅ ⋅⋅ ⋅ ，而 1 MF F
+

⋅ ⋅ ⋅ 為轉換函數 f 所對應的矩

陣，且 2 2 2 1( , ) ( ) ( , )k k k Nc S g T c T G G
− −= = ⋅ ⋅⋅⋅ ，而 1NG G

− −⋅⋅ ⋅ 為轉換函數 g 所

對應的矩陣， 

則 ( ) ( )L i L i′= − ， 1,2, ,i M += ( 1, 2, , )i N−− = − −或者 ， 

且 1 1 2N M kG G F F I
− +−⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ = ，  

1 1 2M N kF F G G I
+ − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ = 。 

證明： ( ) min{ | }jj c
L i j p i

>
= = ， 1,2, ,i M += ， 

( )L ip i∴ = ， 

( 3.1)由定理  

2j jp p i′ = − ， 1,2, ,i M += ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < + ， ( 1) 2 1L M k+ + = +令 ，

1 , ( ), 1, 2, ,
,

j
j

j

s j L i i M
t

s
+− = − = =⎧

= ⎨
⎩

若
並且 

其它
， 

( ) 2L ip i i′⇒ + =  
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( )L ip i′⇒ = −  

( )( 1)L it = −∵  

( ) 1 1L ip i−′⇒ = − + ， 

         由轉換 1(ii)的註，可得 1 0cp +′ < ， { }1( ) max | 1jj c
L i j p i−>
′ ′− = = − + ，

1, 2, , ( 4.1 )i N N M− − +− = − − = −∵由定理 得 ， 

( ) 1( 1)L ip i−′ = − +∵  

( ) ( )L i L i′⇒ − ≥ …(1)， 

         接著要證明 ( ) ( )L i L i′ − ≤ ： 

         (由定理 2.1) 

         1jp i⇒ < + ， 1,2, ,i M += ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < + ， ( 1) 2 1L M k+ + = +令 ， 

         ( 2 )j jp p i′ = −∵  

         2 1jp i i′⇒ + < + ， 1,2, ,i M += ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < + ， 

1jp i′⇒ < − + ， 1,2, ,i M += ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < + ， 

1jp i′⇒ < − + ， 1,2, ,i M += ， ( ) 2 1L i j k≤ < + ， 

(由定義 { }1( ) max | 1jj c
L i j p i−>
′ ′− = = − + ， 1, 2, ,i N−− = − − ) 

( ) ( )L i L i′⇒ − ≤ …(2) 

所以，由(1)和(2)得 

( ) ( )L i L i′ − = ， 1,2, , ( 1, 2, , )i M i N+ −= − = − −或者 ； 

 

( )
( )1

i L iF R −= ， 1,2, ,i M += ， 

( )
( )1

i L iG R −
− −= ， 1, 2, ,i N−− = − − ， 
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( ) ( )L i L i′ − =∵ ， 1,2, , ( 1, 2, , )i M i N+ −= − = − −或者 ， 

( 1) ( 1)
( ) ( )i L i L i iF R R G− −

′ − −∴ = = = ， 

並且 2i i i i kF G F F I−⋅ = ⋅ = ， 1,2, ,i M += ， 

2i i i i kG F F F I− ⋅ = ⋅ = ， 1,2, ,i M += ， 

 

1 1N MG G F F
− +−⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 2 2N MG G F F

− +−⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

 

N MG F
− +

= ⋅  

2kI=  

 

1 1 1 1 1 1M N M NF F G G F F G G
+ − + −− − + −⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

 

1 1F G−= ⋅  

2kI=  

       

 

定理 5.2： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S ，且 1 0cp + < ， min{ }jj c
M p− >

= 的轉

折點為 ( ) min{ | }jj c
L i j p i

>
= = ， 1, 2, ,i M −= − − ， 

2 2k k× 等腰直角三角形路徑 2kT ，且 1 0cp +′ > ， 2

2
kpN+

′
= 的轉折點 

為 ( ) 1max{ | 1}jj c
L i j p i−>
′ ′− = = − − ， 1,2, ,i N+− = ， 

若 2 2 2 1( , )k k k MT f c S S F F
−−= = ⋅ ⋅⋅⋅ ，而 1 MF F

−− ⋅ ⋅ ⋅ 為轉換函數 f 所對應的

矩陣，且 2 2 2 1( , ) ( ) ( , )k k k Nc S g T c T G G
+

= = ⋅ ⋅⋅⋅ ，而 1NG G
+
⋅ ⋅ ⋅ 為轉換函數 g
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所對應的矩陣， 

則 ( ) ( )L i L i′= − ， 1, 2, , ( 1,2, , )i M i N− += − − − =或者 ， 

且 1 1 2N M kG G F F I
+ −−⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ = ， 

1 1 2M N kF F G G I
− +− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 。 

證明： ( ) min{ | }jj c
L i j p i

>
= = ， 1, 2, ,i M −= − − ， 

( )L ip i∴ = ， 

( 3.2)由定理  

2j jp p i′ = − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < − ， ( 1) 2 1L M k− − = +令 ，

1 , ( ), 1, 2, ,
,

j
j

j

s j L i i M
t

s
−− = = = − −⎧

= ⎨
⎩

若
並且 

其它
， 

( ) 2L ip i i′⇒ + =  

( )L ip i′⇒ = − ， 

( )( 1)L it =∵  

( ) 1 1L ip i−′⇒ = − − ， 

         由轉換 1(iii)的註，可得 1 0cp +′ > ， { }1( ) max | 1jj c
L i j p i−>
′ ′− = = − − ，

1,2, , ( 4.2 )i N N M+ + −− = = −∵由定理 得 ， 

( ) 1( 1)L ip i−′ = − −∵  

( ) ( )L i L i′⇒ − ≥ …(1)， 

         接著要證明 ( ) ( )L i L i′ − ≤ ： 

         (由定理 2.2) 

         1jp i⇒ > − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < − ， ( 1) 2 1L M k− − = +令 ， 
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         ( 2 )j jp p i′ = −∵  

         2 1jp i i′⇒ + > − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < − ， 

1jp i′⇒ > − − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < − ， 

1jp i′⇒ > − − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( ) 2 1L i j k≤ < + ， 

(由定義 { }1( ) max | 1jj c
L i j p i−>
′ ′− = = − − ， 1,2, ,i N+− = ) 

( ) ( )L i L i′⇒ − ≤ …(2) 

所以，由(1)和(2)得 

( ) ( )L i L i′ − = ， 1, 2, , ( 1,2, , )i M i N− += − − − =或者 ； 

( )
( )1

i L iF R −= ， 1, 2, ,i M −= − − ， 

( )
( )1

i L iG R −
− −= ， 1,2, ,i N+− = ， 

( ) ( )L i L i′ − =∵ ， 1, 2, , ( 1,2, , )i M i N− += − − − =或者 ， 

( 1) ( 1)
( ) ( )i L i L i iG R R F− −
′− −∴ = = = ， 

並且 2i i i i kF G G G I− − −⋅ = ⋅ = ， 1,2, ,i N+− = ， 

2i i i i kG F G G I− − −⋅ = ⋅ = ， 1,2, ,i N+− = ， 

 

1 1N MG G F F
+ −−⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 2 2N MG G F F

+ −−= ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

 

N MG F
+ −

= ⋅  

2kI=  
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1 1M NF F G G
− +− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 1 1 1 1M NF F G G

− +− + −= ⋅⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅  

 

1 1F G−= ⋅  

2kI=  

 

定理 6.1： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S ，且 1 0cp + > ， max{ }jj c
M p+ >

= ， 

經路徑轉換後，得到 2 2k k× 等腰直角三角形路徑 

2 2 2 1( , )k k k MT f c S S F F
+

= = ⋅ ⋅⋅⋅ ， { }max jj c
M p+ >

= ， 

2kS 的部分和向量為 0 1 2( , , , )kP p p p= ， 

2kT 的部分和向量為 0 1 2( , , , )kP p p p′ ′ ′ ′= ， 

則 { }
0 2
max | 0jj k

j p c
≤ ≤

′ = = 。 

證明： ( ) min{ | }jj c
L i j p i

>
= =∵ ， 1,2, ,i M += ，並且 0cp = ， 1 0cp + > ， 

1 1cp +∴ = ， (1) 1L c= + ，  

(由定理 2.1) 

1jp i< + ， 1,2, ,i M += ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < + ，令 ( 1) 2 1L M k+ + = + ， 

(由定理 3.1) 

2j jp p i′ = − ， 1,2, ,i M += ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < + ， 

2 1jp i i′⇒ + < + ， 1,2, ,i M += ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < + ， 

1 2 1jp i i i′⇒ < + − = − ， 1,2, ,i M += ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < + ， 

0jp′⇒ < ， 1 (1) 2 1c L j k+ = ≤ < + ， 

又 ( )L i c>∵ ， 1,2, ,i M += j jp p′∴ = ， 1,2, ,j c= ， 

0c cp p′∴ = = ， 
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{ }
0 2
max | 0jj k

j p c
≤ ≤

′∴ = = 。 

註： 0jp′ <∵ ， 1 (1) 2 1c L j k+ = ≤ < + ， 

    所以在檢查點 c 之後的等腰直角三角形路徑， 

    都會落在 45 度對角線的右方。 

 

定理 6.2： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S ，且 1 0cp + < ， min{ }jj c
M p− >

= ， 

經路徑轉換後，得到 2 2k k× 等腰直角三角形路徑 

2 2 2 1( , )k k k MT f c S S F F
−−= = ⋅ ⋅⋅⋅ ， { }min jj c

M p− >
= ， 

2kS 的部分和向量為 0 1 2( , , , )kP p p p= ， 

2kT 的部分和向量為 0 1 2( , , , )kP p p p′ ′ ′ ′= ， 

則 { }
0 2
max | 0jj k

j p c
≤ ≤

′ = = 。 

證明： ( ) min{ | }jj c
L i j p i

>
= =∵ ， 1, 2, ,i M −= − − ，並且 0cp = ， 1 0cp + < ， 

1 1cp +∴ = − ， ( 1) 1L c− = + ， 

(由定理 2.2) 

1jp i> − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < − ，令 ( 1) 2 1L M k− − = + ， 

(由定理 3.2) 

2j jp p i′ = − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < − ， 

2 1jp i i′⇒ + > − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < − ， 

1 2 1jp i i i′⇒ > − − = − − ， 1, 2, ,i M −= − − ， ( ) ( 1)L i j L i≤ < − ， 

0jp′⇒ > ， 1 ( 1) 2 1c L j k+ = − ≤ < + ， 

又 ( )L i c>∵ ， 1, 2, ,i M −= − − j jp p′∴ = ， 1,2, ,j c= ， 

0c cp p′∴ = = ， 
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{ }
0 2
max | 0jj k

j p c
≤ ≤

′∴ = = 。 

註： 0jp′ >∵ ， 1 ( 1) 2 1c L j k+ = − ≤ < + ， 

所以在檢查點 c 之後的等腰直角三角形路徑， 

都會落在 45 度對角線的上方。 

 

定理 7.1： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S ，且 1 0cp + > ， max{ }jj c
M p+ >

= ， 

2 2k k× 等腰直角三角形路徑 2kT ，且 1 0cp +′ < ， 2

2
kpN−

′
= ， 

若 2 2 2 1( , )k k k MT f c S S F F
+

= = ⋅ ⋅⋅⋅ ，而 1 MF F
+

⋅ ⋅ ⋅ 為轉換函數 f 所對應的矩

陣，且 2 2 2 1( , ) ( ) ( , )k k k Nc S g T c T G G
− −= = ⋅ ⋅⋅⋅ ，而 1NG G

− −⋅⋅ ⋅ 為轉換函數 g 所

對應的矩陣， 

則 2( , )kc S 且 1 0cp + > 與 2kT 且 1 0cp +′ < 之間的對應關係為一對一且映成 

證明： 2 2 1( ( , )) ( )k k Mg f c S g S F F
+

= ⋅  

      (由定理 6.1 得知，檢查點 c 在路徑轉換的過程，並沒有發生改變) 

                   2 1 1( , )k M Nc S F F G G
+ − −= ⋅ ⋅  

(由定理 5.1 得知， 1 1 2M N kF F G G I
+ − −⋅ = ) 

                   2 2( , )k kc S I= ⋅  

                   2( , )kc S=  

 

         2 2 1( ( )) ( , )k k Nf g T f c T G G
− −= ⋅ (由定理 6.1 得知，檢查點 c 在路徑轉換 

                 的過程，並沒有發生改變) 

                 2 1 1k N MT G G F F
− +−= ⋅ ⋅  

                 (由定理 5.1 得知， 1 1 2N M kG G F F I
− +− ⋅ = ) 
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                 2 2k kT I= ⋅  

                 2kT=  

∴ 2( , )kc S 且 1 0cp + > 與 2kT 且 1 0cp +′ < 之間的對應關係為一對一且映成。 

 

 

定理 7.2： k k× 正方形的檢查點及路徑 2( , )kc S ，且 1 0cp + < ， min{ }jj c
M p− >

= ， 

2 2k k× 等腰直角三角形路徑 2kT ，且 1 0cp +′ > ， 2

2
kpN+

′
= ， 

若 2 2 2 1( , )k k k MT f c S S F F
−−= = ⋅ ⋅⋅⋅ ，而 1 MF F

−− ⋅ ⋅ ⋅ 為轉換函數 f 所對應的

矩陣，且 2 2 2 1( , ) ( ) ( , )k k k Nc S g T c T G G
+

= = ⋅ ⋅⋅⋅ ，而 1NG G
+
⋅ ⋅ ⋅ 為轉換函數 g

所對應的矩陣， 

則 2( , )kc S 且 1 0cp + < 與 2kT 且 1 0cp +′ > 之間的對應關係為一對一且映成。 

證明： 2 2 1( ( , )) ( )k k Mg f c S g S F F
−−= ⋅  

      (由定理 6.2 得知，檢查點 c 在路徑轉換的過程，並沒有發生改變) 

                   2 1 1( , )k M Nc S F F G G
− +−= ⋅ ⋅  

                   (由定理 5.2 得知， 1 1 2M N kF F G G I
− +− ⋅ = ) 

                   2 2( , )k kc S I= ⋅  

                   2( , )kc S=  

 

         2 2 1( ( )) ( , )k k Nf g T f c T G G
+

= ⋅ (由定理 6.2 得知，檢查點 c 在路徑轉換的 

                 過程，並沒有發生改變) 

                 2 1 1k N MT G G F F
+ −−= ⋅ ⋅  

                 (由定理 5.2 得知， 1 1 2N M kG G F F I
+ −−⋅ = ) 
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                 2 2k kT I= ⋅  

                 2kT=  

∴ 2( , )kc S 且 1 0cp + < 與 2kT 且 1 0cp +′ > 之間的對應關係為一對一且映成。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


