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第一章    緒論 

    數學的教學課程中，曾經提到凸 n 邊形的內角和的問題。對於這個問題，我

們利用凸 n 邊形內不相交的對角線，將凸 n 邊形分割成 )2( −n 個三角形，再由三

角形的內角和是 �

180 ，得知凸 n 邊形的內角和為 )2(180 −× n
� 。 

    進一步去深入了解，發現凸多邊形利用不相交的對角線分割成三角形的方法

不是只有一種方式，例如四邊形有二種方式，而五邊形則有五種方式；將凸 n 邊

形利用不相交的對角線分割出 )2( −n 個三角形的方法稱為凸多邊形的三角化，在

離散的課程中，利用生成函數的方式，計算凸 )2( +n 邊形三角化的方法數，求得

答案為
!!

)!2(

1

1

nn

n

n ⋅
⋅

+
=

n

nC
n

2

1

1

+
，這個數字是由比利時數學家 Catalan 在 1838 年解

決問題時候所提出，因此我們將它稱之為 Catalan number。 

在 nn × 的正方形街道中，由( 0 ，0 )→( n，n )走 n 步 i
�

，n 步 j
�

且沿途中 j
�

不

超過 i
�

的數目的捷徑走法，我們將它稱之為好路徑，其解答亦是 n

nC
n

2

1

1

+
，由於

好路徑方法數的計算，可透過簡單的組合運算得到(詳見附錄二)，但生成函數的

方法較為困難不易讓學生接受，所以興起了一個念頭，想找出這二者彼此間的一

對一的對應關係，來使學生容易接受這個解答，才促成了這篇論文。 

在第二章，我將先利用生成函數找到凸 )2( +n 邊形三角化的方法數的答案是

!!

)!2(

1

1

nn

n

n ⋅
⋅

+
，再建立二者之間彼此的對應關係，並透過對射函數的方式，證明對

應關係是可行的。 

在第三章，證明對應關係成立後，我們給予實例證明，利用對應關係將五邊

形的三角化和 33× 的正方形街道的好路徑做一對一對應，接著針對本篇論文文章

做簡單的感想和結語當做最後的總結。 
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第二章    凸多邊形的三角化和好路徑的對應 

2.1：凸多邊形的三角化 

    緒論中曾經提到凸多邊形的三角化的意義，因此我們在這裡正式定義： 

[定義 2.1]：將凸多邊形利用不相交的對角線，使凸多邊形內部分割成三角形的 

           方法，我們稱之為凸多邊形的三角化。 

由定義可知，四邊形的三角化方式會有二種方法，如下圖： 

 

 

 

 

而五邊形的三角化方式會有五種方法，如下圖： 

 

 

 

 

 

 

 

 

接下來，我們針對凸 )1( +n 邊形求解： 

假設凸 )1( +n 邊形的三角化有
1+nb 種方法 
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由圖形可知， ∑
=

+−+
⋅=

n

k

knkn bbb
2

21
 

再假設
1+

= nn ba 且令 11 =a ，可得到 ∑
=

+−−
⋅=

n

k

knkn aaa
2

11
 

再令 1−= ki ，則得到 ∑
−

=

−
⋅=

1

1

n

i

inin aaa  

同時我們令生成函數 ∑
≥

=

0

)(
n

n

n xaxA ， 00 =a  

則 ∑
≥

=

0

2
)(

n

n

n xAxA ，且 ∑
=

−
=

n

i

inin aaA
0

 

由 ∑
≥

=

0

2
)(

n

n

n xAxA ∑
≥

−
+⋅⋅⋅⋅⋅++=

0

0110
)(

n

n

nnn xaaaaaa  

       ∑
≥

−−
+⋅⋅⋅⋅⋅+=

2

1111
)(

n

n

nn xaaaa  

       ∑
≥

=

2n

n

n xa  

       xaaxA
10

)( −−=  

       xxA −= )(  

⇒ )()(
2

xAxxA =− ⇒ 0)()(
2

=+− xxAxA ⇒
2

411
)(

x
xA

−±
=  

另外，我們利用生成函數可推得廣義的二項式定理： 

 

同時我們定義 

 

 

因此， ∑∑
≥≥

−+=−=−=−

1

2

1

2

1

0

0

2

1

2

1

)4()4()41(41
n

n

n

n

n

n xCCxCxx  

            ∑
≥

−

−−⋅⋅⋅−−

+=

1

)4(
!

)]1(
2

1
[)2

2

1
)(1

2

1
(

2

1

1
n

n
x

n

n

 

            ∑
≥

−

−−⋅⋅⋅−−

+=

1

22)1(
!

)]1(
2

1
[)2

2

1
)(1

2

1
(

2

1

1
n

nnnn
x

n

n

 

            ∑
≥

−
−−⋅⋅⋅−×−

+=

1

2)1(
!

]1)1(2[)122)(12(1
1

n

nn
x

n

n
 







≥
−−⋅⋅⋅⋅−⋅−⋅

=

=
1      

!

)]1([)2()1(
0     1

n
n

nyyyy
n

C
y

n 當

當

是有理數   ,         )1(
2

210 nxCxCCx
nnnn

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅+++=+
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            ∑
≥

−
−⋅⋅⋅⋅⋅

+=

1

2)1(
!

)32(311
1

n

nn
x

n

n
 

            ∑
≥

−
−⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
+=

1

2)1(
)22(42!

)22)(32(43211
1

n

nn
x

nn

nn
 

            ∑
≥

−
−⋅

−
+=

1

2)1(
)!1(!

)!22(
1

n

n
x

nn

n
 

⇒
2

411
)(

x
xA

−±
= (*)

2

]2)1(
)!1(!

)!22(
1[1

1
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−
−

−
+±

=

∑
≥n

nx
nn

n

 

因 ∑
≥

=

0

)(
n

n

n xaxA ，且 00 =a ，所以 )(xA 第一項為 x ，因此上面的(*)中取負號 

⇒ ∑
≥

−

−
=

1

22

1

1
)(

n

nn

n xC
n

xA  

∴
22

1

1 −

−
=

n

nn C
n

a ⇒ 22

11

1 −

−+
==

n

nnn C
n

ab  

由生成函數知凸 )2( +n 邊形的三角化的方法數 n

nn C
n

b 2

2
1

1

+
=

+
為 Catalan number。 
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2.2：對射函數的建立 

    我們對一個任意的 kji xxx∆ ，將三邊依 kj xx ， ki xx ， ji xx 的逆字典順序將之

排序。若其中一邊為固定邊時，另外二邊排序在前的稱為 kji xxx∆ 的左邊，排序

在後的稱為 kji xxx∆ 的右邊。(其中 kji << ) 

例如：
321

xxx∆ ，三邊依序為 32 xx ， 31xx ，
21xx 。 

                圖(一)                           圖(二) 

   若
32 xx 為固定邊時，則稱

31xx 為
321

xxx∆ 為左邊，稱
21xx 為右邊，如圖(一)； 

   若
31xx 為固定邊時，則稱

32 xx 為
321

xxx∆ 的左邊，稱
21xx 為右邊，如圖(二)。 

 

[定義 2.2]：在(0 ， 0 )→( n ， n )的 nn × 正方形街道中，走 n 步 i
�

向右， n 步 j
�

向 

           上且沿途中 j
�

不超過 i
�

的數目的捷徑走法，我們稱之為捷徑走法的 

           好路徑。 

再來，我們令 

    :T 凸 )2( +n 邊形
2121 ++

⋅⋅⋅⋅⋅ nn xxxx 三角化的所有可能，所成的集合。 

    :P ( 0，0 )→( n，n )的 nn × 正方形街道中，捷徑走法的好路徑所成的集合。 

定義函數 PTf →: ，並依據下列的原則建構使得 )(TfP =  

  (1) 凸 )2( +n 邊形
2121 ++

⋅⋅⋅⋅⋅ nn xxxx 三角化後，以
21 ++

∆ nni xxx 為基準三角形，其 

     中( ni ≤≤1 )，以 21 ++ nn xx 當作固定邊，左邊 2+ni xx 代表 i
�

，右邊 1+ni xx 代表 j
�

， 

x
2x

3

x
1

固固固

左固 右固

左固 x
2

右固固固固

x
1

x
3
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將之分別對應到捷徑走法的第 1 步走 i
�

，即是由(0，0)→(1，0)，第 i2 步走 

j
�

且是由( i ， 1−i )→( i ， i )。 

  (2) 
21 ++

∆ nni xxx 將凸 )2( +n 邊形分成兩部分，和
21 ++

∆ nni xxx 共用左邊 2+ni xx 的凸 

     )1( +i 邊形
221 +

⋅⋅⋅⋅⋅ ni xxxx 稱為左半部，而和
21 ++

∆ nni xxx 共用右邊 1+ni xx 的凸 

     )2( in −+ 邊形
11 ++

⋅⋅⋅⋅⋅ nnii xxxx 稱為右半部。顯然，左右二半部也是凸多邊形 

     三角化的合格結果。 

  (3) 以共用邊 2+ni xx 為固定邊，將左半部的凸 )1( +i 邊形對應到(1，0)→( i， 1−i ) 

     的( 1−i )× ( 1−i )正方形街道的捷徑走法。(註) 

  (4) 以共用邊
1+ni xx 為固定邊，將右半部的凸 )2( in −+ 邊形對應到( i，i )→( n，n ) 

     的( in − )× ( in − )正方形街道的捷徑走法。(註) 

舉例說明： 

1. 

 

f  f  

x1

x4

x2

x3

f  

註：以共用邊為固定邊找到基準三角形 nml xxx∆ 。依照規則，左邊代表 i
�

，右邊代表 j
�

，將

之與好路徑對應。                    

                                       9 
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x5

x1

x2

x3

固固固

x3x1

x5

固固固

右固

左固

所以得到： 

 

2. 

 

 

 

 

x1

x4

x2

x3

x5 x4

x3

x2

x1

f  

f  

f  f  

f  
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x2

x1 x3

右固

固固固

左固

x5

x2

x6 固固固

右固左固

 

 

 

所以得到： 

 

3. 

 

 

x5 x4

x3

x2

x1

f  

f  

f  f  

x5
x6

x1
x4

x3x2
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x1

x6

x2

左固

固固固

右固

x2
x3

x4

x5

固固固

x5

x2 x3

固固固

右固

左固

x3

x4

x5

右固

左固

固固固

 

 

 

 

 

 

所以得到： 

f  

x5
x6

x1
x4

x3x2

f  

f  f  

f  
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x3

x1

x2固固固

左固 右固

P
k

(0，0)

(k+1，k+1)

2.3：函數 f 是 1 對 1 且映成的函數： 

    我們將證明定義的函數是 1 對 1 且映成的函數。 

[證明]：我們利用數學歸納法，對正方形街道的邊數 n 做討論 

 (1)當 1=n 時 

    

集合T 中只有一個元素
3

T = 

 

而 11× 的正方形街道中，好路徑的捷徑走法也只有一種 i
�

→ j
�

。 

 

 

即
1P = 

 

 

 所以 f 是 1 對 1 且映成的函數 

 (2)設 kn ,,3,2,1 ⋅⋅⋅⋅⋅= 時， f 均是 1 對 1 且映成的函數 

 (3)則 1+= kn 時， 

   針對
1+kP 的捷徑走法中第一次走到( i ， i )的該步 j

�

做討論( 11 +≤≤ ki ) 

    ○1 . 1+= ki ，則
1+kP = jPi k

��

..  

 

 

即
1+kP = 

       

 

(Ⅰ)若
133

)()(
+++

=′= kkk PTfTf ， 

   其中
3+kT =

2321 ++++
∪∆ kkkk Txxx ，

3+
′

kT =
2321 ++++

′∪∆ kkkk Txxx  
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P
k

(0，0)

(k+1，k+1)

 

 

 

即
3+kT =        且

3+
′

kT = 

 

 

因為 1+= ki ，所以在 kP 中的 j
�

所到達的點，均不超過( m ， 1−m )，其 

中 11 +≤≤ km 。所以
kP 也是一個好路徑的走法，因此由函數定義可知 

kkk PTfTf =′=
++

)()(
22

，再由(2)歸納假設可知
22 ++

′= kk TT ，得
33 ++

′= kk TT 。 

      所以 f 是1對1的函數 

      (Ⅱ)
1+

∀ kP = jPi k

��

.. ，
1+kP 的捷徑走法中第一次走到對角線為( 1+k ， 1+k ) 

          

 

         即
1+kP = 

 

 

 

         令
3+kT =

2321 ++++
∪∆ kkkk Txxx 使得

13
)(

++
= kk PTf  

 

 

即
3+kT = 

 

 

因為
1+kP 的捷徑走法中第一次走到對角線為( 1+k ， 1+k )，所以在 kP 中 

的 j
�

所到達的點，均不超過( m ， 1−m )，其中 11 +≤≤ km 。所以 kP 也 
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P
k

(0，0)

(k+1，k+1)

(1，1)

P
k

(0，0)

(k+1，k+1)

(1，1)

是一個好路徑的走法，由(2)歸納假設可知存在唯一的凸 )2( +k 邊形
2+kT  

使得
kk PTf =

+
)(

2
，得凸 )3( +k 邊形

3+kT 是唯一且
13

)(
++

= kk PTf 。 

      所以 f 是映成函數 

    ○2 . 1=i ，則
1+kP =

kPji ..
��

 

 

 

即
1+kP = 

 

 

 

      (Ⅰ)若
133

)()(
+++

=′= kkk PTfTf ， 

         其中
3+kT =

2321 +++
∪∆ kkk Txxx ，

3+
′

kT =
2321 +++

′∪∆ kkk Txxx  

 

 

即
3+kT =                                  且

3+
′

kT = 

 

 

         顯然， kP 是由(1，1)→(k+1，k+1)的一種好路徑。 

由函數定義可知 kkk PTfTf =′=
++

)()(
22

，因此由(2)歸納假設可知 

22 ++
′= kk TT ，因此得證

33 ++
′= kk TT 。 

      所以 f 是1對1的函數 

      (Ⅱ)
1+

∀ kP = kPji ..
��

，
1+kP 的捷徑走法中第一次走到對角線為(1，1) 

 

 

         即
1+kP = 
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P
k+1-i

(i，i)

P
i-1

(0，0)

(k+1，k+1)

         令
3+kT =

2321 +++
∪∆ kkk Txxx 使得

13
)(

++
= kk PTf  

 

 

         即 =
+3kT  

 

 

顯然， kP 是由(1，1)→(k+1，k+1)的一種好路徑，由(2)歸納假設可知 

存在唯一的凸 )2( +k 邊形
2+kT 使得

kk PTf =
+

)(
2

，所以得知凸 3+k 邊形 

3+kT 是唯一且
13

)(
++

= kk PTf 。 

      所以 f 是映成函數 

    ○3 . ki ≤≤2 ，則
1+kP = iki PjPi

−+− 11
...
��

 

 

 

即
1+kP = 

 

 

 

      (Ⅰ)若
133

)()(
+++

=′= kkk PTfTf ， 

         其中
3+kT = ikkkii TxxxT

−++++
∪∆∪

3321
，

3+
′

kT = ikkkii TxxxT
−++++

′∪∆∪′
3321

 

 

 

 

即
3+kT =                                 且  

3+
′

kT = 
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P
k+1-i

(i，i)

P
i-1

(0，0)

(k+1，k+1)

顯然，由○1 可知，因為
1+kP 的捷徑走法中第一次走到對角線為( i，i )， 

所以在
1−iP 中的 j

�

所到達的點，均不超過( m ， 1−m )，其中 im ≤≤1 。 

所以
1−iP 也是一個由(1，0)→( i， 1−i )的好路徑走法，由○2 可知道 ikP

−+1
 

是由( i ， i )→( 1+k ， 1+k )的一種好路徑。 

由函數定義可知
111

)()(
−++

=′= iii PTfTf 且 ikikik PTfTf
−+−+−+

=′=
133

)()( ， 

又 111 −≤−≤ ki ， 111 −≤−+≤ kik ，再由(2)歸納假設可知
11 ++

′= ii TT ， 

11 −+−+
′= ikik TT ，因此得

3\3 ++
′= kKk TT 。 

      所以 f 是1對1的函數 

      (Ⅱ)
1+

∀ kP = iki PjPi
−+− 11

...
��

，
1+kP 的捷徑走法中第一次走到對角線為( i ， i ) 

       

 

         即
1+kP = 

 

 

 

         令
3+kT = ikkkii TxxxT

−++++
∪∆∪

3321
 

 

 

         即 =
+3kT  

 

 

因為 111 −≤−≤ ki ， 111 −≤−+≤ kik ，且
1+kP 的捷徑走法中第一次走 

到對角線為( i，i )，所以在
1−iP 中的 j

�

所到達的點均不超過( m， 1−m )， 

其中 im ≤≤1 ，所以
1−iP 是一個好路徑走法，由○2 可知道 ikP

−+1
亦是一種 

好路徑。由(2)歸納假設可知存在唯一的一個凸 )1( +i 邊形
1+iT 和唯一的 

一個凸 )3( ik −+ 邊形 ikT
−+3

使得
11

)(
−+

= ii PTf 且 ikik PTf
−+−+

=
13

)( ，得凸 
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)3( +k 邊形
3+kT 是唯一且

13
)(

++
= kk PTf 。 

      所以 f 是映成函數 

綜合以上○1 、○2 、○3 證明可知：函數 f 是 1 對 1 且映成的函數。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


