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第三章  模型 

    根據上述討論，我們了解到臺灣壽險公司已逐年提高在國外的投資比例。接

下來本章將利用數學模型方式，建構出完備市場以及保險人的投資組合，找出最

適的投資策略。為簡化模型，本文將針對保險人所發行的利變型商品作探討。因

為利變型商品為保險人發行後，即對保戶宣告未來的利率。我們可以將之視為利

率固定，針對這一部分的商品，保險人可暫且先不考慮利率避險的問題。 

第一節 投資組合 

本文假設在整個經濟體系下，只有兩個大小規模完全一樣的國家---本國跟外

國。保險人的投資組合由一項無風險性資產---本國現金帳戶( dB )，和三項風險性

資產---外國現金帳戶( fB )、本國指數股票型基金帳戶( dS )和外國指數股票型基金

帳戶( fS )所組成。股票以各國股票的大盤指數為代表，以反應相對應國家的市場

風險，而非個股之公司風險。因為僅針對利變型商品作探討，所以考慮的投資標

的只有貨幣和股票。在此金融市場下，保險人可以無限制買賣這些資產，無放空

限制和交易成本。根據以上這些資產組合以及條件，我們可以建構出完備市場，

也就是說市場中任何風險可以被一個自我融資(self- financing)的投資組合所複

製。 本文利用 ))(   )(   )(()(  tdZtdZtdZtZd fde


表示投資組合中所具有的風險，

分別是匯率風險、本國市場風險和外國市場風險。皆為時間的函數，以下省略時

間 t 的符號。 

假設本國與外國的匯率動態過程為 

 
 

Zddtt
te

tde
ee


')(

)(
    

其中， )(te 為本國對外國的匯率， )(te 為匯率風險帶來的期望超額報酬，於本
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文推導過程假設其為線性函數 bta  (或二次多項式)。 )0,0,('

ee   為匯率風險的

波動度， )      (  fde dZdZdZZd


為標準布朗運動。 eba 、、 為已知數。 

其他保險人所擁有的各項資產之價格過程或報酬率過程將分述如下。本國的

現金帳戶為 

 dtr
tB

tdB
d

d

d 
)(

)(
  

其中， dr 為投資在本國現金帶來的期望超額報酬，即為本國國內短期利率。 

本國的股票帳戶利用 Sorensen(1999)，我們假設為 

 
 

Zddtr
tS

tdS
ddd

d

d


' )(    

其中， d 是投資在本國市場的期望超額報酬， ddd   ，即為本國市場風險波

動度乘上風險溢酬。 )0,,0('

dd   為本國市場風險的波動度，

)      (  fde dZdZdZZd


為標準布朗運動。 ddd  ,, 為已知數。 

    外國資產部分，與本國資產假設相同，只是改用下標符號 f 表示。外國現金

帳戶為 

 dtr
tB

tdB
f

f

f


)(

)(
 

fr 為投資在外國現金帶來的期望超額報酬，為外國國內短期利率。  

外國股票隨機過程為 

 

 
Zddtr

tS

tdS
fff

f

f


' )(    

其中， f 是投資在外國市場的期望超額報酬， fff   ，即為外國市場風險波

動度乘上風險溢酬。 ),0,0( ff  


為外國市場風險的波動度，

)      (  fde dZdZdZZd


為標準布朗運動。 fff  ,, 為已知數。 
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    建構出兩國資產之隨機過程後，利用匯率過程作轉換，將外國資產以本國貨

幣計價。外國現金帳戶轉以本國貨幣計價( eBB ff :ˆ )後， 由 Ito’s 引理得其隨

機過程為 

Zddtrt
tB

tBd
efe

f

f


'))((
)(ˆ

)(ˆ
   

外國的股票帳戶( eSS ff :ˆ )為 

 

 
Zddtrt

tS

tSd
fff

f

f


' ))((
ˆ

ˆ
    

其中  

effeeffefef ttt   )()()(  

),0,('

fef    

ef 為匯率風險與外國市場風險間的共變異數。 

第二節 帄賭方法 

    本文假設保險人擁有以下四種資產： 

資產 

本國現金帳戶

)(tBd  

外國現金帳戶

)(tB f  

本國指數股票

型基金 )(tS d  

外國指數股票

型基金 )(tS f  

風險 
  本國市場風險 外國市場風險 

匯率風險 

    保險人的投資組合中包含國內外的現金帳戶和指數股票型基金，則風險有匯

率風險和國內外市場的風險(以國內短期利率成長的現金投資屬無風險)。利用數

學式表達如下： 
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Zddtrt
tB

tBd
efe

f

f


'))((
)(ˆ

)(ˆ
   

 
 

Zddtr
tS

tdS
ddd

d

d


' )(    

 

 
Zddtrt

tS

tSd
fff

f

f


' ))((
ˆ

ˆ
   

  再假以矩陣的形式將投資組合的動態過程整理成： 





























































Zddtrt

Zddtr

Zddtrt

tS

tSd

tS

tdS

tB

tBd

fff

ddd

efe

f

f

d

d

f

f







'

'

'

 ))((

 )(

))((

)(ˆ

)(ˆ

)(

)(

)(ˆ

)(ˆ
 







 

P

 

      0        

0             0   

0        0        

)(

   

)(

                                                



























































f

d

e

fe

d

e

ff

dd

fe

dZ

dZ

dZ

dt

rt

r

rt













 

    Zdtt AA


)()(    

    由於本文嘗試使用帄賭方法來解決最適投資問題，所以根據理論我們需要找

出隨機折現因子，透過基準財(numeraire)和風險測度(risk measure)的轉換，得到

風險中立下的期末最適財富。首先，我們利用國內無險短期利率成長，可以把具

風險性資產寫為 

P

 

      0        

0             0   

0        0        

)(

         

)(

 

)(ˆ

)(ˆ

)(

)(

)(ˆ

)(ˆ
 





















































































f

d

e

fe

d

e

dff

d

dfe

d

f

f

d

d

f

f

dZ

dZ

dZ

dt

rrt

rrt

dtr

tS

tSd

tS

tdS

tB

tBd













 

    接著，透過 Girsanov 定理，我們可以找到 Radon-Nikodyn 導數，將不同測
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度下的布朗運動作轉換，即 dtdWdW  PQ 。Girsanov 定理指出，如果

 )]
2

1
[exp(

0

2dtE
T

t
成立的話，並令 

   











 
tt

dZdt
00 2

1
)(exp)( 


 

其中，  為各風險間相關係數矩陣，


















1      

    1    

      1  

dfef

dfed

efed







 。 

則在風險中立 Q 測度下，相對於訊息集合 tF ， )(t 的未來最好預測是現在的

)(t 。且透過下列的關係式轉換 

 
A

AF,ωAdPtAQ     )()()(   

dPtdQ )(  

)(t
dP

dQ
  

稱為 Radon-Nikodyn 導數。 

在這裡我們欲將原始風險測度 P 轉換為風險中立測度 Q，觀察可得上式中

的 )(t 等於 

 

        

         
)(

)(

          

)(

1
       0      

1
-

0       
1

       0  

 0         0      
1

  

)(

         

)(

      0        

0             0   

0        0        

'

1











 


























































































f

eff

d

d

e

dfe

dff

d

dfe

ff

d

e

dff

d

dfe

fe

d

e

rrt

rrt

rrt

rrt

rrt

t





































 

    於是我們找到 Radon-Nikodyn 導數，成功地將各項具風險性資產從風險測
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度 P 轉換到風險中立測度 Q。接著就可以透過期末財富折現後的期望值等於期初

財富的概念，解決最適化問題。 

第三節 最適化問題 

最適化問題是依保險人風險趨避程度不同將財富效果數量化。給定一期望效

用函數，在限制式下找出使保險人效用最大的投資組合。依照第二章文獻回顧，

並且考慮保險人的財富不會變成負的，我們使用 CRRA 效用函數。本文假設保

險人在 T 時刻的財富為 W(T)，財富帶來的效用為 U(W(T))。： 

                        

0 ),)(ln(            

1<γ<0  ,
)(

  ))((











TW

TW
TWU

 

其中 為保險人之風險趨避係數，越風險趨避者，趨避係數 越小。 

令保險人在 t 時的財富為 

f

SW

tf

BW

td

WS

td

WB

t SwBwSwBwtW ffdd ˆˆ)(
ˆˆ

  

)      (
ˆˆ

ffdd
SW

t

BW

t

WS

t

WB

tt wwwww  表示各項資產的投資權重。並且利用 Merton(1971)

和 Ito’s 引理，考慮自我融資的策略下，找出 t 時財富的微分式 

 
 

Zdtwdt
tW

tdW
A


)()(   

其中 )    ()(
ˆˆ' fdf S

t

S

t

B

t wwwtw  ，為各項風險性資產的投資權重。而 dt)( 為無關的函

數。 

由於本研究建構出完備市場，滿足市場無套利的假設，我們可以找到一個隨

機折現因子，使得期末財富在風險中立 Q 測度下，折現後實際價值之期望值等

於期初財富。依據 Merton(1992)，我們定義最適成長投資組合(optimal growth 

portfolio)--- )(t  

1)()()(  ttBt d   
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這樣一來，我們可以想像市場上所有的投資組合都以此隨機變數 )(t 之速度成

長。反之， 1)( t 為折現因子，記為 )(tM 。 

    根據上述條件以及所定義的折現因子，並利用 Cox & Huang(1989)的方法論

將動態最適問題轉換為靜態問題。保險人最適的跨國投資組合問題就變為 

 
 








)0()()(

10 ,))((max

WTMTWE

TWUE 
 

使用 Lagrangian theory 可得到最適化問題的一階條件解，推導過程如下：  

  )()()0(
)(

)),(( TMTWEW
TW

TWf  





 

 

     






























1
1

1

1

1
1

)()()()0(0)()()0(

)()(0)()(
















TMETMTWEWTMTWEW
f

f

TMTWTMTW
W

f
fW

 

最適財富 )),(( ttMW 在 t 時等於 
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1
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tM

TM
EtM

tMTMEttMW

  

接下來我們要解出 Lagrange 乘數(lagrangian multiplier)  和
























 1

)(

)( 



tM

TM
E 。 

關於我們可以利用邊界條件 t=0 時 

 

0

1
1

1

1
1

1

1

1

W         

 1)(0)(    1         

)0(

)(
)0()0(











































MTME

M
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EMW
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上式經過移項後可以得到



















































1

0

1)(

W

TME

。 

關於解
























 1

)(

)( 



tM

TM
E 的值，本文嘗試先求























C

tM

TM
E

)(

)(
的解之後，再用

1




C 代入。 

引理 1：

 





























































))(()(
2

1
)()(                       

)()(
6

1

exp
)(

)(

22

33

2

tTrDCBtTbtTaBA

btabTa
b

c
tM

TM
E

d

e

C


其中，
2

e

df rr
A




  

      
f

eff

e

ef

d

d

e

edB














 
  

      
   

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

f

eff

d

d

e

df rr
C















  

       
eff

d

d

f

df
D 










 

證明：附錄 A。 

透過引理 1，我們了解到資產以最適成長函數成長再折現後的任意常數次方

之期望值，不難看出其為時間的函數。 

有 Lagrange 乘數---和
























 1

)(

)( 



tM

TM
E 的結果之後，我們可以開始解最適投

資組合問題。解的過程是先找出期末最適財富的動態過程。 
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    dttdMtMttMdW )(exp)()(
1

1
),( 1

2

1

1




 



 








 

 
 
 

dt
tM

tdM

ttMW

ttMdW
)(

)(

)(

1

1

),(

),(






 (1) 

根據附錄 B，我們求得 

  Zdtdtr
tM

tdM
d


  )(

)(

)( 1
 

代回(1) 

 
 

  Zdtdt
ttMW

ttMdW 


  )(

1

1
)(

),(

),( 1


 

又因為 

 
 

Zdtwdt
tW

tdW
A


)()( 

 

所以在 t 時刻的投資權重為 

)(11 tww dB

t



 

)'    ()(
ˆˆ

fdf S

t

S

t

B

t wwwtw   
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 上述的理論解，即為能滿足保險人期末財富期望效用極大化之各項資產投

資權重。保險人可依照此投資權重，作為其跨期投資的比例參考。更進一步
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地，觀察上述的結果，我們可以看出各項資產的持有比例與相對應的風險溢

酬，以及保險人風險趨避程度( )有關。值得注意的是，外國現金帳戶、外國

股票以及本國的現金帳戶，皆與匯率的動態隨機過程之增量息息相關。


