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英 文 摘 要 ： In this research we treat the stability of positive 
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equations under nonlinear perturbation in bounded 

domain near blow-up solutions in n-space dimension. 

英文關鍵詞： stability, semi-linear wave equation, nonlinear 
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國國科科會會專專題題研研究究計計畫畫成成果果報報告告撰撰寫寫格格式式  
101 年 8 月 22 日本會第 367 次學術會報修正通過 

一、說明 

國科會基於學術公開之立場，鼓勵一般專題研究計畫主持人發表其研究成果，但主持

人對於研究成果之內容應負完全責任。計畫內容及研究成果如涉及專利或其他智慧財產

權、違異現行醫藥衛生規範、影響公序良俗或政治社會安定等顧慮者，應事先通知國科會

不宜將所繳交之成果報告蒐錄於學門成果報告彙編或公開查詢，以免造成無謂之困擾。另

外，各學門在製作成果報告彙編時，將直接使用主持人提供的成果報告，因此主持人在繳

交報告之前，應對內容詳細校對，以確定其正確性。 

成果報告繳交之期限及種類（期中進度報告及期末報告），應依本會補助專題研究計

畫作業要點及專題研究計畫經費核定清單之規定辦理。至報告內容之篇幅，期中進度報告

以 4 至 10 頁為原則，並應忠實呈現截至繳交時之研究成果，期末報告不得少於 10 頁。 

二、報告格式：依序為封面、目錄、中英文摘要及關鍵詞、報告內容、參考文獻、計畫成果自

評、可供推廣之研發成果資料表、附錄。 

(一)報告封面：請至本會網站（http：//www.nsc.gov.tw）線上製作（格式如附件一）。 

(二)中、英文摘要及關鍵詞 (keywords)。 

(三)報告內容：包括前言、研究目的、文獻探討、研究方法、結果與討論（含結論與建議）等。 

(四)計畫成果自評部分：請就研究內容與原計畫相符程度、達成預期目標情況、研究成果

之學術或應用價值(簡要敘述成果所代表之意義、價值、影響或進一步發展之可能性)、

是否適合在學術期刊發表或申請專利、主要發現或其他有關價值等，作一綜合評估，

並請至本會網站線上製作（格式如附件二）。 

(五)頁碼編寫：請對摘要及目錄部分用羅馬字 I 、II、 III……標在每頁下方中央；報告內

容至附錄部分請以阿拉伯數字 1.2.3.……順序標在每頁下方中央。 

(六)附表及附圖可列在文中或參考文獻之後，各表、圖請說明內容。 

(七)可供推廣之研發成果資料表： 

1.研究計畫所產生之研發成果，應至國科會科技研發成果資訊系統（STRIKE 系統，

https://nscnt66.nsc.gov.tw/strike/）填列研發成果資料表（如附件三），循執行機構行政

程序，由研發成果推廣單位（如技轉中心）線上繳交送出。 

2.每項研發成果填寫一份。 

(八)若該計畫已有論文發表者(須於論文致謝部分註明補助計畫編號)，得作為成果報告內

容或附錄，並請註明發表刊物名稱、卷期及出版日期。若有與執行本計畫相關之著作、

專利、技術報告、或學生畢業論文等，請在參考文獻內註明之。 

(九)該計畫若列屬「國際合作研究計畫」，應將雙方互訪及合作研究情況、共同研究成果及

是否持續雙方合作等，於報告中重點式敘明。 
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三、計畫中獲補助國外差旅費，出國進行移地研究、出席國際學術會議或因執行國際合作研究

計畫至國外機構執行合作研究者，每次均須依規定分別撰寫出國心得報告（其中，出席國

際學術會議者須另附發表之論文全文或摘要，但受邀專題演講或擔任會議主持人者不在此

限），並至本會網站線上繳交電子檔，出國心得報告格式如附件四、五、六。 

四、報告編排注意事項 

(一)版面設定：A4 紙，即長 29.7 公分，寬 21 公分。 

(二)格式：中文打字規格為每行繕打（行間不另留間距），英文打字規格為 Single Space。 

(三)字體：以中英文撰寫均可。英文使用 Times New Roman Font，中文使用標楷體，字體

大小以 12 號為主。 



 
□期中進度報告 

行政院國家科學委員會補助專題研究計畫
■期末報告 

附件一 

 

（計畫名稱）非線性擾動下高維有界域半線性波方式爆炸解之穩定性研究(I) 

Stability of slutions for semilinear wave equations in bounded domain under nonlinear 
perturbation near blow-up solutions in n-space dimension 

 

 

計畫類別：█個別型計畫   □整合型計畫 

計畫編號：NSC 100-2115-M-004-001 
執行期間：   2011 年 8 月 1 日至 2012 年 10 月 31 日 

 

執行機構及系所：國立政治大學應用數學學系 

計畫主持人：李明融 

共同主持人：謝宗翰 

計畫參與人員：李詠玄 姚信宇 姜林宗叡 

 

 

 

本計畫除繳交成果報告外，另含下列出國報告，共 _1_ 份： 

█移地研究心得報告 

□出席國際學術會議心得報告 

□國際合作研究計畫國外研究報告 

 

 

處理方式：除列管計畫及下列情形者外，得立即公開查詢 

            □涉及專利或其他智慧財產權，□一年█二年後可公開查詢 

 

中   華   民   國  102 年  12  月    日
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附件二  

國科會補助專題研究計畫成果報告自評表 

請就研究內容與原計畫相符程度、達成預期目標情況、研究成果之學術或應用價

值（簡要敘述成果所代表之意義、價值、影響或進一步發展之可能性）、是否適

合在學術期刊發表或申請專利、主要發現或其他有關價值等，作一綜合評估。

1. 請就研究內容與原計畫相符程度、達成預期目標情況作一綜合評估 
█達成目標 
□ 未達成目標（請說明，以 100 字為限） 

□ 實驗失敗 
□ 因故實驗中斷 
□ 其他原因 

說明： 
 
 
 
2. 研究成果在學術期刊發表或申請專利等情形： 

論文：█已發表 □未發表之文稿 □撰寫中 □無 

專利：□已獲得 □申請中 □無 

技轉：□已技轉 □洽談中 □無 

其他：（以 100 字為限） 
 
 
 
3. 請依學術成就、技術創新、社會影響等方面，評估研究成果之學術或應用價

值（簡要敘述成果所代表之意義、價值、影響或進一步發展之可能性）（以

500 字為限） 
兩篇文章已被 SCI 期刊所接受 
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附件三 

國科會補助計畫衍生研發成果推廣資料表 
日期：   年  月  日 

國科會補助計畫 
計畫名稱： 

計畫主持人：         

計畫編號：             領域： 

（中文） 

研發成果名稱 
（英文） 

成果歸屬機構 
 發明人 

(創作人) 

 

（中文） 
 
 
 

（200-500 字） 
技術說明 

（英文） 

產業別 

 

技術/產品應用範圍 

 

技術移轉可行性及預期

效益 

 

     註：本項研發成果若尚未申請專利，請勿揭露可申請專利之主要內容。 
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國科會補助專題研究計畫移地研究心得報告 

                                     日期：10 年 12 月 2 日 

計畫編號 NSC 100-2115-M-004-001 

計畫名稱 非線性擾動下高維有界域半線性波方式爆炸解之穩定性研究(I) 

Stability of slutions for semilinear wave equations in bounded domain under nonlinear 
perturbation near blow-up solutions in n-space dimension 

出國人員

姓名 李明融 
服務機構

及職稱 
國立政治大學應用數學學系 

出國時間 2012年 7月 31日至

2012 年 8 月 8 日 出國地點 德國 圖賓根大學 

附件四 

一、移地研究過程 

1. 七月三十一日(二) 晚間搭機(荷蘭航空) 至荷蘭阿姆斯特丹機場 

2. 八月一日(三) 自阿姆斯特丹轉機到德國斯圖佳特機場  轉公車至圖賓根大學已下午

三點 由於 G. Huisken 教授身負二職 只在週五於 Tübingen 大學數學系 因此 在八

月二日與八月三日兩天可準備將討論資料 

3. 八月二日(四) 準備資料並計算半線性波方程式爆破解之爆破集 

4. 八月三日(五) 檢查八月二日之計算結果與 G. Huisken 教授討論半線性波方程式爆

破解之爆破集獲其肯定 相約於八月六日(一)再會於 Tübingen 大學數學系 

5. 八月四日(六) 準備資料並計算 Emden-Fowler 型之半線性波方程式解之存在性 

6. 八月五日(日) 準備資料並計算 Emden-Fowler 型之半線性波方程式解之性質 

7. 八月六日(一) 與 G. Huisken 教授討論 Emden-Fowler型之半線性波方程式解之存在

性與其可能性質 

G. Huisken 教授表示此方程式解之存在性沒有問題但其解之性質 尚須仔細研究 

8. 八月七日(二) 整理行理準備回臺 
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二、研究成果 

1. 1-d 半線性波方程式爆破解之爆破集之測度 

2. 2-d 半線性波方程式爆破解之爆破集之測度 

3. 3-d 半線性波方程式爆破解之爆破集之測度 

4. n-d 半線性波方程式爆破解之爆破集之測度 

三、建議  

經費太少 每次赴德訪吾師幾自備經費 此次六萬元臺幣僅半數經費  聊勝於無 

若可與吾師多些時日討論  將有更多想法研究更有意義的問題  但經費過高  

我無法支付  若經費可達十八萬元臺幣將臻完善 

四、其他 

我師 G. Huisken 平時很忙  此次願花兩天與我討論  實在是很難得 很幸運 



Stability of positive solutions for some semi-linear wave 

equations under nonlinear perturbation near blow-up solutions in 

n-space dimension 

0=+−Δ− qp
tt uuuu λ  

Meng-Rong Li 

Department of Mathematical Sciences National Chengchi University 

 

 

 

Abstract In this research we treat the stability of positive solutions of some particular 
semi-linear wave equations under nonlinear perturbation in bounded domain near blow-up 
solutions in n-space dimension. 

 

 

Keywords: stability, semi-linear wave equation, nonlinear perturbation, blow-up solutions 

 

Introduction 

Consider the initial value problem for the semi-linear wave equation of the type 

( ) [ ) (
( ) ( ) ( 2.0,,0,,0

1.0,,00

10 uuuu
RTinuguu

t

n
tt

=⋅=⋅
×=−Δ− )

)  

n ≥ 3, where g: R→R is a real valued function, the initial data are given 

sufficiently smooth functions and △ is the Laplace operator. 

The linear case g(u) = m u, where m is a constant, corresponds to the classical 

Klein Gordon equation in relativistic particle physics; the constant m is interpreted 
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as the mass and is assumed to be nonnegative generally. To model also nonlinear 

phenomena like quantization, in the 1950s equations of (0.1) type with 

nonlinearities like ( ) 3uumug += , m ≥ 0; were proposed as models in relativistic 

quantum mechanics with local interaction. Solutions could be considered as real or 

complex valued functions. In the latter case it was assumed that the nonlinearity 

commutes with the phase; that is, ( ) ( )ugeueg ii ϕϕ ε=  for R∈ϕ  and that g(0)=0. In 

this case, g may be expressed g(u) = u f(|u|²), which gives the study of equation 

(0.1) [J]. In the non-coercive case it is easy to construct solutions of (0.1) with 

smooth initial data that blow up in finite time; for instance, for any α > 0 the 

function  solves the equation  ( ) ( ) mtxtu /11, −−=

( ) Nmuuuu m
tt ∈=++Δ− ,01 2αα  

and blows up at t = 1. Modifying the initial data off { x: |x| ≤ 2 }, say, we even 

posses a singular solution with data having compact support. −∞C

 

In this study we deal with the stability of positive solutions for the semi-linear 

wave equation 

( )1.1R,)T[0, in0 n⊂ΩΩ×=+−Δ− qp
tt uuuu λ  

with boundary value null and initial values ( ) ( ) ( ),,0 1
0

2
0 Ω∩Ω∈=⋅ HHuu ( ) ( )Ω∈=⋅ 1

01,0 Huu t , 

where p, q belong to (1,∞) and Ω is a bounded domain in Rⁿ. 

We will use the following notations: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )∫

∫

Ω

+

Ω

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

−=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=∇∇=

+
.,

1
2

1
2

,,,,,,,

112

2

1

xdxtu
q

u
p

uDtE

xdxtuta
x
u

x
uuuuDu

qp

n
t

λ

L

 

For a Banach space X and 0 < T ≤∞ we set 

kC ( 0, T, X ) = Space of - functions: [ 0, T ) → X, kC

H1:= C¹( 0, T, ( )Ω1
0H ) ∩ C²( 0, T, L²(Ω) ). 

The existence result to the equation (1.1) is proved [Li 3] and the positive solution 

blows-up in finite time if 0≤λ  [Li 2], this means that the positive solutions for 

the semi-linear wave equation 

 

( )2.1R,)T0,[ in n⊂ΩΩ×=Δ− p
tt uuu  

( ) ( ) ( ),,0 1
0

2
0 Ω∩Ω∈=⋅ HHuu  ( ) ( ,,0 1

01 Ω∈=⋅ Huu t )  

is stable under nonlinear perturbation  providing p > 1 , q > 1, λ< 0; but it is 

not clearly whether it is also true for any p > 1, q> 1, λ > 0 ? If so, we would want 

to estimate the blow-up time and the blow-up rate under such a situation. 

quλ

 

It is also important to study the asymptotic behavior of the Solution  ; the 

velocity and the rate of the approximation for λ approaches to zero. 

λu

Such questions are also not easy to answer even under the case for the ordinary 

differential equation 

( )
( ) ( ) .0,0,1,1,0',0

3.1,''

10 >>>>==
+=

λ
λ

cqpuuuu
uuu qp

 

We have studied the blow-up behavior of the solution for problem (1.3) and got 
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some estimates on blow-up time and blow-up rate [Li4] but it is difficult to find 

the real blow-up time (life-span). Further literature could be fund in [S], [R], [W1] 

and [W2]. 

In this study we will use our ideals in [Li 2], [Li 4], [Li5], [Li 7], [Li8], 

[LiLinShieh], [ShiehLi] and [SLLLW] dealing such problem (1.1) on our topics. 

Definition and Fundamental Lemma 

There are many definitions of the weak solutions of the initial-boundary problems 

of the wave equation, we use here as following. 

Definition 2.1: For p > 1,  is called a positive weakly solution of equation 

(1.1), if 

1Hu∈

( )( )( ) ( )∫ ∫∫ ∫ ΩΩ
∇⋅∇=++

tt qp
tt drxdxrudrxdxruuu

00
.,., ϕϕλϕ  

for each 1H∈ϕ  and  for each positive . ( ) ( )∫ ∫ ≥
Ω

t
drxdxru

0
0.,ψ [ )( )Ω×∈ ∞ TC ,00ψ

Remark 2.2: 

1) The definition 1.1 is resulted from the multiplying withϕ  to the equation (1.1) 

and integrating in Ω from 0 to t. 

2) From the local Lipschitz functions  p > 1, q > 1 the initial- boundary 

value problem (1.1) possesses exactly a solution in H1 [Li1].  

,qp uu λ+

We use the notations: 

( ){ }
{ } ( ) ( ) .1,:/sup

,:/sup/1
1
02

1
0221

>Ω∩Ω∈∇=

Ω∈∇==Ω

qLHuuu

HuuuC
q

qqγ

κ
 

In this study we need the following lemmas 
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Lemma 2.3: Suppose that 1Hu ∈λ  is a weakly positive solution of with 

 for p  > 1, q  > 1, then for ( ) ( ) 00 == λλ EtE ( ) 00 >a  we have: 

(i) a ( . ) C² [ 0, T ). ∈

(ii)  for all t( ) 0' >ta ∈ [ 0, T ),  provided ( ) .00' >a  

(iii)  for all t in (0,T), if ( ) 0' >ta ( ) .00' =a  

(iv) For , there exists a constant  with a '(t) > 0 for all t >  

and . 

( ) 00' <a 00 >t 0t

( ) 0' 0 =ta

Lemma 2.4: Suppose that  is a positive weakly solution in H1 of equation (1.1) 

with u(0, .) = 0 = u(0,.) in L² (Ω). For p > 1, q > 1, λ > 0, we have  in H1. 

λu

0≡λu

According to Lemma 2.4, we discuss the following theme 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .00'00'00,003 <≥>= aoraandaEλ   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .00'00'00,004 <≥>< aoraandaEλ  

Estimates for the Life-Span 

Estimates for the life-span of the solutions of (1.1) under null-energy 

We study the case that ( ) 0,1,1,00 >>>= λλ qpE  and divide it into two 

parts 

(i) a(0) > 0, a'(0) ≥ 0 and (ii) a(0) > 0, a'(0) < 0 

Remark 3. 1) The local existence and uniqueness of solutions of equation (1.1) in 

H1 are known [Li 2]. 

2) For λ = 0, p > 1 and , the life-span of the positive solution ( ) 00 =λE 1Hu ∈λ  of 

equation (1.1) is bounded. 
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Estimates for the Life-Span of the Solutions of equation (1.1) 

Under Negativ-Energy 

We use the following result and those argumentations of proof are not true for 

positive energy, so under positive energy we need another method to show the 

similar results. 

Lemma 3: Suppose that  is a positive weakly solution of equation (1.1) 

with a (0) > 0 and Eλ (0) < 0  for λ = 0. Then 

1Hu ∈λ

(i) for a'(0) ≥ 0, we have a'(t) > 0 for all t > 0. 
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5t

(ii) for a'(0) < 0, there exists a constant  with a'(t)> 0 for all t >  and  

a'( ) = 0. 

05 >t 5t

 

Stability of positive solutions of equation (1.1) near 

blow-up solutions under Negativ-Energy 

In this study we use our ideals used in [Li2], [Li4],[Li5],[Li7], [Li8], [LiLinShieh], 

[ShiehLi] and [SLLLW] to deal such problem (1.1) on our topics under negative 

energy and obtain the following results: 

Theorem 4.1: Suppose that 1Hu ∈λ  is a weakly positive solution of (1.1) with 

 for p > 1, q > 1, then for ( ) 00 ≤λE ( ) 00 >a  we have: 

The equation (1.1) is stable for ; this means that weakly positive solution 

 of (SL) blows up in finite time for  

−→0λ

λu .0−→λ

Theorem 4.2: Suppose that 1Hu ∈λ  is a weakly positive solution of (1.1) with 

 for p > 1, q > 1, then for ( ) 00 ≤λE ( ) 00 >a  we have: 



The equation (1.1) is stable for p > q,  ; this means that weakly positive 

solution of (1.1) blows up in finite time for p> q, . 

+→0λ

+→0λ

Theorem 4.3: Suppose that 1Hu ∈λ  is a weakly positive solution of (1.1) with 

 for p > 1, q = 1, then for ( ) 00 >λE ( ) 00 >a  we have: 

The equation (1.1) is unstable under suitable conditions; this means that weakly 

positive solution  of (1.1) exist for all t > 0 under suitable conditions λu

Theorem 4.4: Suppose that 1Hu ∈λ  is a weakly positive solution of (1.1) with 

 for 1 < p < q , then for ( ) 00 >λE ( ) 00 >a  we have: 

The equation (1.1) is unstable under suitable conditions; this means that weakly 

positive solution  of (1.1) exist for all t > 0 under suitable conditions. λu

 

Remark: The decade rate of the difference of life-spans of and  of , can not be 

estimated very well for λ; thus it will be a good topic on asymptotic behavior near the blow-up 
solutions. 

λT λu
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訪德國圖賓根(Tübingen)大學數學系 

胡思根 G. Huisken 教授報告 
 
 

1. 七月三十一日(二) 晚間搭機(荷蘭航空) 至荷蘭阿姆斯特丹機場 

2. 八月一日(三) 自阿姆斯特丹轉機到德國斯圖佳特機場  轉公車至

圖賓根大學已下午三點 
 
由於 G. Huisken 教授身負二職 只在週五於 Tübingen 大學數學系 因
此 在八月二日與八月三日兩天可準備將討論資料 
 

3. 八月二日(四) 準備資料並計算半線性波方程式爆破解之爆破集 

4. 八月三日(五) 檢查八月二日之計算結果  與 G. Huisken 教授討論 
半線性波方程式爆破解之爆破集  獲其肯定 

              相約於八月六日(一)再會於 Tübingen 大學數學系 

5. 八月四日(六) 準備資料並計算 Emden-Fowler 型之半線性波方程    
式解之存在性 

6. 八月五日(日) 準備資料並計算 Emden-Fowler 型之半線性波方程 
式解之性質 

7. 八月六日(一) 與 G. Huisken 教授討論 Emden-Fowler 型之半線性  
波方程式解之存在性與其可能性質 

G. Huisken 教授表示此方程式解之存在性沒有問題   
但其解之性質  尚須仔細研究 
 

8. 八月七日(二) 整理行理準備回臺 
 

本次討論實屬難得  平時非常忙碌的 G. Huisken 教授能願意挪出這

些時間與我討論  此行真的非常值得  非常感激他此次的討論 
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