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摘        要 

在這篇論文中，我們希望用不同角度來重新探討一個古典的數學問題；點、線、面

切割最多區域問題，雖然這個問題已經經由許多方法得到公式，例如：遞迴關係、差分

方程式、歐拉公式、標準 n 維空間切割系統等等，並延伸出其他方面的問題，可以運用

在很多地方，所以我們希望可以再找到更簡單易懂的論證方式，可以讓國中學生也能理

解。  

思考學生現有的數學觀念，我們發現利用不等式的數學觀念，藉由定義出一套有規

則的系統以及數學歸納法，可以以更直接，簡單的理論驗證出此數學公式，最後我們更

希望能將這理論推廣至 n 維度空間。 
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Abstract 

In this research, we will discuss a classical mathematical question from different aspects. 

The question of maximizing the number of regions made up by points, lines and planes has 

been proved and developed many formulas, using Recurrence Relations, Difference Equations, 

and Euler's Formula etc., which can extend to other questions and apply to many areas. 

Therefore, we hope to find an easier way to prove it which may help middle school students 

to understand better. 

We find that we can use the concept of inequality from what the students learn so far. By 

defining a logical system and using Induction, we can prove this mathematical formula in an 

easier and more direct way. Finally we hope it can be generalized to n-dimensional space. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

III 
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1. 緒論 

1.1 前言 

    在教學現場上，有次班上學生要開同樂會，學生訂了幾個大 pizza，當然每個人都

滿心期望能吃到幾塊?於是就趁機問問同學，如果只切四刀，如何把 pizza 切出最多塊(當

然大小不考慮在內)，能一分鐘內畫出來的同學，便能獲得一罐解渴的可樂。這問題對

於國中生而言是充滿挑戰性的，讓他們在同樂時還能動動腦！當然最後是有同學畫出來

的。但問他們為什麼，卻回答不出來，於是便請他們回家上網查查資料。 

    但這樣一問讓我聯想到以前看過平面上的切割問題，只記得公式，上網找了找，發

現證明的方法雖然有很多種，最常用也是最簡單的方法的便是利用遞迴數列的觀念解答，

但這樣的說法是否能讓國中的學生理解呢? 

隔天，果真幾個對數學較有興趣的孩子興致沖沖的跑來，他們有查到類似的數學問 

題，但看不懂，只知道有公式，問著公式怎麼來的呢?奇怪的數學符號 n
kC 又是什麼意思?

還有一位對數學比較興趣的學生天真的問，只有切 pizza 有公式嗎?如果切西瓜呢?可不

可以切最多塊?有公式嗎?這樣一問，也讓我在腦中一直思考著，想著如何用他們可以接

受的數學觀念解釋給他們聽，正巧課本正在教解一元一次不等式及圖解，看著黑板上，

一元一次不等式的解在數線上不是一點而是一段範圍，如果把數個不等式的解都畫同一

條數線上，看起來就好像把這條數線切割成了若干塊，如果用這樣的想法找到適合的標

記方式，或許可以延伸至坐標平面上，甚至三度空間中，也就可以讓現在的國中生接受

怎麼去切割出最多區域的公式了!! 

 

1.2 緒論  

首先我們知道三個典型的點線面切割出最多區域數學問題，已在許多的數學方法中

得到論證，例如：遞迴關係、差分方程式、歐拉公式、標準 n 維空間切割系統等等。所

以這篇文章中我們希望用另一種更簡單易懂的數學觀點來論證此問題，以比較直接的方

式呈現出來，進而希望推廣至更高階空間中。 
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    第二章先介紹利用遞迴關係的方式來論證此古典點線面切割數學問題，並證明此問

題的公式。 

   第三章以中學學生的觀點可以了解為想法，我們藉由圖形觀察到可以用較簡單直接

的不等式的數學觀念，重新定義出一套有系統規則的理論，再利用數學歸納法便可以更

加了解點線面切割問題公式的推導過程，使得此問題變得更加淺顯易懂。 

   第四章針對第三章所提出的定義、定理和標記方式加以解釋，並舉例說明。 

   第五章描述論文結論與問未來展望。 
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2. 典型的點線面切割最多區域問題 

2.1 描述三個典型點線面的切割問題 

我們將三個典型點線面的切割問題描述如下: 

Question 1:一維度直線上有 k 個點，則這相異 k 點可將此直線最多切割出幾段區域? 

    Question 2:二維度平面上有 k 條一維度直線，則這 k 條一維度直線可將此平面最多

切割出幾塊區域? 

    Question 3:三維度空間中有 k 個二維度平面，則這 k 個二維度平面可將此空間最多

切割出幾塊區域? 

 

2.2 用遞迴關係解 Question 1 

    假設在一維度直線 L 中有 k 個點，則這相異 k 點可將此直線最多切割出幾段相異區

域? 

      

直線 L  

    

    我們用遞迴關係的觀念找到此題解法: 

    假設此 k 個點， 1p ， 2p ，… kp ，在一維度直線 L 中，可將此直線最多切割出 ka 段

不同的區域，首先先在直線 L 線標上(k-1)個相異點，則此(k-1)個相異點可將此直線 L 最

多切割出 1ka 段區域，當標上第 k 個點在直線 L 上，此點必將直線 L 上的某段區域分割

為兩段相異區域，比之前(k-1)個相異點再多切割出一段，這樣 k 個相異點使得直線 L 切

割出最多段區域，由此可知，我們便可得到一個遞迴的關係式  

            








 1

1

1

0

kk aa

a
 

             

重複這樣的算式往前推至 1ka 、 2ka …可得到下列結果： 

 

 

1p 2p 3p 4p 5p kp
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k=1， 101  aa
 

            
k=2， 112  aa

 
             .    .   .  . 

             .    .   .  . 

            k=k， 11  kk aa
 

                   

              )1...11(0  aak  
                 

 0a  k 
               

  = kk CC 10̀   

 由此可知 ka kk CC 10   

2.3 用遞迴關係解 Question 2 

假設有 k 條直線在一個二維度平面上，則這 k 條直線可將此平面最多切割出幾塊區

域? 

我們一樣用遞迴關係的觀念找到此題解法: 

假設有 k 條直線 1L ， 2L ，… kL ，在一個二維度平面 P 上，可將此平面最多切割 kb 塊

相異區域，首先先在平面 P 上，標出其中(k-1)直線，則此(k-1)條直線可將此平面最多切

割出 1kb 塊相異區域，接著再插入第 k 條直線，為了使這 k 條直線切割出最多塊相異區

域，所以第 k 條直線必須和其他(k-1)條直線皆兩兩相交於新的一點，於是第 k 條直線上

共有(k-1)個相異交點。 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

第 k 條直線 

 

 

+) 

… 

平面 p 

1 
k-2 k-1 

第 k條線 

…. 1 2 3 4 k-2 k-1 … 

共有 k個 1 
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原本由(k-1)條直線所切割出最多塊的相異區域，並不因為插入第k條直線而不見，

而第 k 條直線上這(k-1)個相異交點，由前面 Question１可知，一直線上有相異(k-1)點可

將此直線切割出最多 1ka 段相異區域，這 1ka 段在平面上可延展出 1ka 塊相異區域，結合

上述的觀念，所以我們可以得到一個遞迴關係式為 
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kkk abb

b
 

k=1       1b  = 0b  + 0a  

k=2       2b  = 1b  + 1a  

k=3       3b  = 2b  + 2a  

.         .    .    . 

.         .    .    . 

.         .    .    . 

    k=k       kb  = 1kb  + 1ka  

               kb  = 0b  + 




1

0

ki

i ia  

且根據 Question1，將  kk

k cca 10  代入 

                  kb  = 0b  + 




1

0

ki

i ia  

                     = 1 + 









1

0

1

1

0

0

ki

i

i
ki

i

i cc  

然後，我們利用已知性質 

              1

1

21 ... 



  n

r

n

r

r

r

r

r

r

r CCCCC   詳見[2] 

得到          kk CCCCC 1

1

0

2

0

1

0

0

0 ....     

       kk CCCCCC 2
1

1
3
1

2
1

1
1

0
1 ....    

最後我們令 1 = kC0  

 kb  = 1 +  




1

0

0

ki

i

ic  + 




1

0

1

ki

i

ic  

                   = kkk CCC 210   

由此可知 kb ＝ kkk CCC 210   

+) 
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2 
1 

k-1 

…
. 

2.4 用遞迴關係解 Question 3 

假設有 k 個平面在一個三維度空間中，則這 k 個平面可將此空間最多切割出幾塊區

域? 

    我們一樣用遞迴關係的關係找到此題解法 

    假設有 k 個平面 1P ， 2P ，… kP ，在一個三維度空間中，則最多可將此空間最多切

割出 kc 塊相異區域，首先我們先在此空間中標上其中(k-1)個平面，則這此(k-1)塊平面可

將空間最多切割出 1kc 塊相異區域，接著再插入第 k 個平面，為了使這 k 個平面切割出

最多塊相異區域，如同前面 Question2 一樣，則第 k 個平面必須和前面(k-1)個平面皆兩

兩相交於一條新的直線，於是第 k 個平面上共有(k-1)條相異直線。 

 

第 k 個平面上(k-1)條線 

 

 

 

 

 

 

 

     

    我們觀察第ｋ個平面上這（ｋ－１）條相異直線，原本由相異（ｋ－１）個平面所

切割的最多區域並不因此不見，每一塊區域因為第ｋ個平面的插入而分為兩塊，所以這

（ｋ－１）條相異直線可將平面切割出幾塊區域，就表示會多出幾塊區域，由前面

Question 2 知道，（ｋ－１）條直線在一平面上，可將此平面最多切割出 1kb 塊相異區域，

綜合上述觀念，我們可以得到一個遞迴關係式為下： 
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k=1       1c  = 0c  + 0b   

k=2       2c  = 1c  + 1b   

k=3       3c  = 2c  + 2b  

    .         .    .    . 

    .         .    .    . 

    .         .    .    . 

+) k=k       kc  = 1kc + 1kb  

  

             kc  = 0c  + 




1

0

ki

i

ib  

且根據 Question1，得到 kb  = kkk CCC 210  代入 

             kc  = 0c  + 




1

0

ki

i

ib  

             kc  = 1 + 













1

0

2

1

0

1

1

0

0

ki

i

i
ki

i

i
ki

i

i CCC  

然後，我們利用已知性質 

              1

1

21 ... 



  n

r

n

r

r

r

r

r

r

r CCCCC   詳見[2] 

得到          kk CCCCC 1

1

0

2

0

1

0

0

0 ....     

                kk CCCCCC 2
1

1
3
1

2
1

1
1

0
1 ....    

                
kk CCCCCCC 3

1
2

4
2

3
2

2
2

1
2

0
2 ....  

 

最後我們一樣令 1 = kC0  

               kc  = 1 +  




1

0

0

ki

i

iC  + 




1

0

1

ki

i

iC  + 




1

0

2

ki

i

iC  

                  = kC0   +  kC1   +  kC2   +  kC3  

由此可知 kc  = kC0 + kC1 + kC2 + kC3  
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3. 以淺顯的觀點探討點線面切割最多區域問題 

    在這個章節中，我們將用另一個觀點重新探討這三個點線面切割最多塊區域問題，

甚至推廣至更高維度空間中，從上一章中，雖然我們已經藉由遞迴關係的推導，得到了

三個切割區域問題的公式： 

 有 k 個點，在一維度直線上，則這相異 k 點可將此直線最多切割出 kk CC 10  塊區域。 

 有 k 條一維度直線在一個二維度平面上，則這 k 條直線可將此平面最多切割出 

 kkK CCC 210  塊區域。 

 有 k 個二維度平面在一個三維度空間中，則這 k 個平面可將此空間最多切割出  

 
kkkk CCCC 3210  塊區域。 

    這三個公式比較之前的公式有規律且好運算，但由遞迴關係的推導中，我們仍是無

從得知為何會產生這樣有規律的公式，所以在這一章節，我們將重新用另一個角度來探

討這三個點線面切割最多塊區域問題，並了解公式的規則性。 

  

3.1 以不等式觀點重新探討 Question 1 

    回歸到 Question 1，有 k 個點， 1p 、 2p …
kp ，在一維度直線 L 上，則可將此直線 L

切割出最多段區域。 

【定義 3.1】直線上有相異有 k點，其中任一點 kp 皆可將直線分為兩段區域，分別標記

為 0 kpx 、 0 kpx ，k=1、2…，將  0
1






n

kn

n

pxx 的區域標記為 。 

k=1 時： 

直線 L 上一點 1p 可將此直線分為兩段區域 ，可用一元一次不等式的觀念來標記，

可以依序標記為 、 01px ；根據定義 3.1，可以將這兩塊區域依序標記為 ，

。 

                                      

 

直線 L 

 



01px

01px
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k=2 時： 

直線 L 上多插入一點 2p ， 12 pp  ，這樣直線 L 有相異兩點，所以這樣直線 L 則被

分為三段區域，為了讓切割出的區域有規律不混淆，所以我們將直線 L 上分成原本的區

域以及多出來的區域，這邊我們對於多出來的區域加以定義。 

【定義 3.2】在一維度直線 L 上，有(k-1)個相異點，插入第 k 個點 kp ，多出來的區

域為 0 kpx 的那段區域。 

所以我們將不改變其原本的區域標記方式，而根據定義 3.2 和不等式的觀念將多出

來的那一段區域，標記為 02px ，則這三段區域的標記如下： 

 

 

 

直線 L 

 

 

     

 

 

    如果我們再插入
3p ，可以將直線 L 切割為四段區域，我們一樣跟上述的方式一樣，

不改變原本的區域的標記方式，根據定義 3.1 和不等式的觀念，將多出來的那一段區域，

標記為 03  px ，所以這四段區域標記為 、 01  px 、 02  px 、 03  px ，以此類

推下，如果有 k 個相異的點在此直線上，可將此線最多切割出(k+1)段相異區域，再重複

用上述的觀念和定義 3.1，我們便可以將直線 L 上這(k+1)段區域標記為 、 01  px 、

02  px …、 0 kpx 。 

 

     

 

直線 L 

 

 

 

    這樣的標記方式，可以清楚且簡單標記各段相異區域，同時在這樣的推導下，我們

  

 

原本的區域 多出來的區域 

  

   

   … 

… 
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發現第一段都是用 表示，而有 k 段區域的標記方式，我們根據不等式的觀念，皆標記

為 0 npx ，n=1、2、...、k。 

   【定理 3.1】在直線 L 上有 k 個點，將直線 L 切割出最多 kk CC 10  段區域。                       

證明： 

    我們想要證明第一段為 ，其他區域則可標記為 0 npx ，n=1、2、...、k。由上述

定義 3.1 及圖示可清楚得知。 

    所以我們可以得到下列結果： 

    此段  0
1






n

kn

n

pxx ，n=1、2、、k 表示，標記成 。 

 

 
kk CC 10   

  

                 任取一點 kp ，必有一段區域可標記為 0 npx ，n=1、2、... 

                 所以此 k 段區去可標記為 01  px ， 02  px …， 0 kpx  

 

我們由這個最基本的點切割問題，搭配不等式的觀念，發現了這個更簡單容易的方

式，可以推導出公式，而且讓我們更了解公式 kk CC 10  所代表的意義，那麼其他兩個基

本的切割問題是不是一樣也可以用同樣的觀念來推導出公式呢? 

 

3.2 以不等式觀點重新探討 Question 2 

    由上一節中我們從另一個角度重新推導相異 k 點，可將一維度直線切割出最多幾段

區域的公式，於是我們想也可以用這樣的觀念來推導直線切割的問題，並了解 k 條直線

可將此平面切割出最多幾塊區域的公式。 

    Question 2：假設有 k 條一維度直線在一個二維度平面上，則這 k 條直線可將此平

面最多切割出幾塊區域? 

【定義 3.3】平面上有 n條直線，這邊我們定義 ，n=1、2、...、k，其

中任一條直線 0kL 皆可將平面分為兩塊區域，分別標記為 0kL 、 0kL ，k=1、2…，

nnnn cbyaxL 
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將  0),(
1






nnn

kn

n

cybxayx 的區域標記為 。 

k=1 時： 

    一個二維度平面上有一條直線 0111  cbyax ，明顯的可將此平面切割兩塊區域，

我們可以根據定義 3.3 並只用”大於”的觀點來標記這兩塊區域。 

     這邊我們定義 nnnn cbyaxL  ，n=1、2、...、k，所以此直線為 01 L ，將直線

上方標記表 01 L ，直線下方則標記為 ，表示如下：  

       

 

   

 

 

 

 

k=2 時：  

     在平面上多插入一條 0222  cbyax ，即為 02 L ，我們發現原本的兩塊區域皆

被切割，而多出了兩塊區域，所以平面上有四塊區域，為了讓這些區域有規律而不混淆，

所以我們將平面分成原本的區域和多出來的區域，這邊我們對多出來的區域加以定義。 

   【定義 3.4】在一個二維度平面上，有(k-1)條相異直線，插入第 k 條直線 0kL 後，

則原有的區域被切割，多出來的區域在 0kL 的上方也就是 0kL 的區域。 

    我們不改變原本的區域的標記方式，而根據定義 3.4 將多出來的區域加以標記，一

塊多出來的區域為切割 ，標記為








0

0

2

1

L

L ，而另一塊多出來的區域切割 ，因為我

們只用大於的觀點在標記，所以直接標記 02 L ，表示如下：  

 

 

 

 

 

 

 

 



0kL

 

 

 

 

 

 
 

 

 

  

原本的區域 

多出來的區域 
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    依此類推 k=3 時，平面再插入 03 L ，則此平面被切割為七塊區域，跟 k=2 時一樣，

我們根據定義 3.2，將直線 03 L 上方的三塊區域定為多出來的區域，直線 03 L 下方為

原本的區域，我們不改變原本的區域標記的方式，並根據不等式的觀念並只用大於的觀 

點將多出來的區域，分別標記為








0

0

3

1

L

L 、 








0

0

3

2

L

L 、 03 L ，表示如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    由上述 k=3，我們發現到，因為要切割出最多塊區域，所以最後插入的 03 L ，一

定與其他兩條直線皆相交於新的一點，如果 03 L 為通過原本區域的 ，且與其他兩直

線由下而上分別交於兩點，我們可以重新令第一個交點為 03 L 和 01 L 交點，第二個

交點為 03 L 和 02 L 的交點，再根據定義 3.2，這樣多出來的區域其標記方式就非常清

楚有規律。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

而且根據 Question 1，我們可以知道在一維度直線上有相異 3 點，則可將直線最多

切割出 3
1

3
0 CC  段區域，每一段在二維度平面上皆延伸為一塊區域，所以以此類推，我

為 L
3
=0 和 L

1
=0 的交點 

為 L
3
=0 和 L

2
=0 的交點 03 L

01 L









0

0

3

1

L

L

02 L









0

0

3

2

L

L 03 L

 

 

 

 

 

 

 

 

多出來的區域
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們再插入 04 L 、 05 L …我們皆可以方便算出平面上多切割出來的區域並且標記。 

更重要的的是我們也發現到三條相異直線在二維度平面上所切割出來的區域，根據

二元一次不等式觀念，可用最多兩條直線大於 0 的不等式來表示，其中最下面那一塊區

域則永遠用 表示。 

由上述的發現，如果我們再插入 04 L 、 05 L … 01 kL ，到平面上有相異 k 條

直線是否也可以跟上述一樣?我們用數學歸納法來證明。 

這邊我們先證明一個引理。 

   【引理 3.1】平面上有 n 條直線(n>1)切割出最多塊區域，一定能找到一條直線通過其

中任意(n-1)條直線所切割出來標記為 的區域。 

證明：利用數學歸納法(Induction)證明 

     n=2 時，必定成立! 

     假設 n=k-1 時成立，則 n=k 時：平面上有 k 條直線，我們先移開其中一條直線，

只剩(k-1)條直線在平面上，根據假設，一定有一條直線通過其中任意(k-2)條直線所切割

出標記為 的區域，令此直線為 01 kL 。 

     接著我們再將移開的直線放回，如果此直線已通過此 ，則令為 0kL ，則 n=k

成立!如果此直線不通過此，則我們將剛才直線 01 kL 令為 0kL ，則 n=k 成成立! 則

此引理由數學歸納法得證。 

【定理 3.2】假設有 k 條一維度直線在一個二維度平面上，則這 k 條直線可將此平面

最多切割出 kkk CCC 210  塊區域。  

證明： 

    我們想要證明每一塊區域可用最多兩條直線大於 0 的不等式來標記，其中最下面那

一塊區域則永遠用 表示，利用數學歸納法(Induction)來證明。 

    首先我們知道，因為要將平面切割成最多塊，所以這 k 條直線皆兩兩相交於一點，

所以第 k 條直線上必有(k-1)個相交交點，這邊我們定義 nnnn cbyaxL  ，n=1、2、…、

k。 
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   n=1 時，可知一條直線 01 L 可將平面最多切割成二塊區域，根據定義標記為 01 L 、

 ，所以成立。 

    接著我們假設 n=(k-1)成立；有(k-1)條相異直線將平面最多切割出 1

2

1

1

1

0

  kkk CCC

塊區域，且每一塊區域可用最多兩條直線大於 0 的不等式來標記，則根據定義最下面那

一塊區域則用 表示。 

    則 n=k時，平面有 k條直線時，因為要切割出最多塊區域所以兩兩直線相交於一點，

我們先任意移開一直線，使得平面上剩(k-1)條直線，則根據假設，這(k-1)條線所切割出

的區域每一塊區域最多可用兩條直線大於 0 的不等式來標記，其中最下面那一塊區域則

用 表示。 

    我們再把移開的直線放回，則根據引理 3.1，則平面上 k 條直線中，上述(k-1)直線

所形成的區域 ，我們一定會找到一條直線通過此 ，為我們將此直線令為 0kL ，且

0kL 和其他(k-1)條直線各交於新的一點，則 0kL 上有(k-1)個相異交點，那麼我們根

據定義 3.4 清楚知道多出來的區域在哪裡，如圖所示。 

 

 

 

 

 

     

     

 

 

 

 

我們根據前面 Question 1 的結果可以知道，一維度直線上相異 k 個點可將此直線最

多切割為(k+1)段區域，那麼在二維度平面上直線 0kL 上，有相異(k-1)個交點切割出 k

段區域，每一段可延展成一塊區域，所以會多出 k 塊區域。 

    且為了標記方便好記，我們將 0kL 由下往上的上第一交點令為 0kL 和 01 L 的交

 

． 
 

上有(k-1)個相異交點 

多出來的區域 

． 

． 

． …
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點，第二個交點令為 0kL 和 02 L 的交點，以此類推至第(k-1)個交點為 0kL 和 01 kL

的交點，而且由下而上每一個交點都會延展出一塊區域，所以我們可以知道每一塊在直

線 0kL 的上方，也就是 0kL 為多出來的區域，我們以不等式的觀念標記這多出來的

k 塊區域。
 

    多出的 k 塊區域，最下面一塊切割 的區域則標為 0kL ，其他分別為








0

01

kL

L 、









0

02

kL

L …








0

01

k

k

L

L 兩條直線大於 0 來標記，則我們可得到： 

 

 

 

 
     

     

    我們不改變原本由前面(k-1)條所切割出區域的標記方式，由假設可知每一塊區域可

用最多兩條直線大 0 的不等式來標記，其中最下面那一塊區域則根據定義用 表示，多

出來的區域則標記為 0kL 、








0

01

kL

L 、








0

02

kL

L …








0

01

k

k

L

L 。 

     

      

 

 

 

1 

2 

3 

k-1 
… 

 

 

 
． 

． 

． 

． 

… 

 

原本的區域，不改變

標記的方式 
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則我們可以得到下列結果： 

 

          

 

          

         
1

0

kC  + 
1

1

kC  + 
1

2

kC
 + {        +               } 

 

 

我們根據巴斯卡遞迴性質(Pascal Formula)      詳見[3]  

      n
k

n
k

n
k CCC  


 1

1
1

 

 可以得到 
kkk CCC 1

1
0

1
1  

 

           
kkk CCC 2

1
1

1
2  

 

最後我們們得到 
kkk CCC 210    

由此可知，n=k 時成立!由數學歸納法知道，定裡 3.2 得證。 

 

3.3 以不等式觀點重新探討 Question 3 

    由上二節中我們從另一個角度重新推導 Question 1、Question 2，於是我們想也可以

用這樣的觀念來推導平面切割問題，並了解相異 k 個平面在三維度空間中將平面切割出

最多幾塊區域的公式。 

Question 3：假設有 k 個平面在一個三維度空間中，則這 k 個平面可將此空間最多切

割出幾塊區域? 

【定義 3.5】空間中有 n 個平面，這邊我們定義 ，n=1、2、...、

k，其中任一個平面 0kP 皆可將空間分為兩塊區域，分別標記為 0kP 、 0kP ，k=1、

2…，將  0),,(
1






nnnn

kn

n

dczbyaxzyx 的區域標記為 。 

k=1 時： 

   一個三維度空間中有一個平面 01111  dczbyax ，明顯的可將此空間切割成兩塊

nnnnn dczybxaP 



1
0
kC 1

1
kC

 、 …  
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區域，一塊在平面的上方，一塊在平面的下方，我們可以根據定義 3.5，並且只用”大於”

的觀點來標記這兩塊區域，這邊我們定義 nnnnn dczybxaP  ，n=1、2、...、k，

所以此平面為 01 P ，則我們一樣可以將這兩塊區域標記為 01 P 、 ，表示如下：  

 

 

 

 

 

 

k=2 時： 

   在空間中多插入一個平面 02222  dczbyax ，為 02 P  我們發現原本的兩塊區 

域皆被切割，而多出了兩塊區域，所以空間中有四塊區域，為了讓這些區域有規律而不

混淆，所以我們跟上述的 Question 1、Question 2 一樣將空間分成原本的區域和多出來的

區域，並多出來的區域加以定義。 

【定義 3.6】在一個三維度空間中，有(k-1)個相異平面，插入第 k 個平面 0kP 後，

原有的區域則被切割，多出來的區域為 kP 的上方，也就是 0kP 的區域。 

則我們根據定義 3.6，將在 02 P 上方的兩塊區域定為多出來的區域，在其下方則

定為原本的區域，我們一樣不改變原本區域的標記方式，並利用不等式觀念標記多出來

的兩塊區域，分別標記為








0

0

2

1

P

P 、 02 P ，如下圖示： 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

和 的交線 
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    k=3 時，在空間中再插入一個平面 03 P ，因為要將平面切割出最多塊區域，所以

兩兩平面必相交於一條新的直線，則平面 03 P 與其他兩平面 01 P 、 03 P 分別相交出 

兩條直線，因此分別令為 01 L 、 02 L 根據前面 Question 2 得到的結果，平面上有兩條

相異直線可將此平面切割成四塊區域，分別標記為： 

 

 

  

平面 03 P    

      

 

     

我們可以知道插入平面 03 P 後，空間中原本的區域被切割，由平面 03 P 上相異兩

直線所相交出的四塊區域，可知道在三維度空間中為八塊空間區域，我們根據定義 3.3，

將在 03 P 上面的四塊區域定為多出來的區域，其下方定為原本的區域。 

    跟上述標記方式一樣並不改變原本區域的標記方式，而在平面 03 P 上， 01 L 為

01 P 和 03 P 的交線， 02 L 為 02 P 和 03 P 的交線，所以平面 03 P 上標記為








0

0

2

1

L

L 、

01 L 、 02 L 、，在三維度空間中我們把交線直接換成平面，則標記為








0

0

2

1

P

P 、 01 P 、

02 P 、 ，在 03 P 的下方為原本的區域，而多出來的四塊區域皆在 03 P 的上方，根

據不等式的觀念和大於的觀點，所以分別標記為














0

0

0

3

2

1

P

P

P

、








0

0

3

1

P

P 、








0

0

3

2

P

P 、 03 P ，如

下圖示。 

 

 

 

 

 

 

 

01 L02 L









0

0

2

1

L

L

01 L 02 L
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平面 下方為原本的區域： 、 、 、  

 

  

 

 

 

多出來的四塊區域 

 

平面   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由上述k=3可以知道，我們發現到在三維度空間中，因為要將空間切割出最多區域，

所以最後插入的 03 P 一定與其他兩平面各相交於一條新的直線，如果 03 P 通過原本區

域的 ，且與其他兩個平面分別交於兩條直線，再根據定義 3.3，這樣多出來的區域標

記方式則非常清楚有規律。 

而且根據 Question 2 的結果知道，我們知道在二維度平面中有兩條直線，可將此平

面最多切割出 2

2

2

1

2

0 CCC  塊區域，所以在平面 03 P 上的兩條直線則形成 4 塊區域，每

一塊區域在三維度空間中可延伸為一塊空間區域，所以由此可知，如果依序插入的 04 P 、

05 P …我們可以快速算出會讓空間多切割出幾塊區域並標記。 

更重要的是我們也發現到三個平面在三維度空間中所切割出來的最多區域，根據不

等式觀念，每一塊可用最多三個平面大於 0 的不等式來表示，其中最下面那一塊區域無

法用任何平面大於 0 表示的，則永遠用 來標記。 

我們在討論 k=4 時會不會也如同上述 k=3 所發現的結果一樣： 

    k=4 時，在空間中再插入平面 04 P ，我們將平面 04 P 通過 區域， 04 P 上則有

與其他三個平面所相交出的三條直線： 

 

 

 

 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

20 
 

上方為多出來的七塊區域 
 

 

 

 

 
  

平面

 

下方為原本的區域，由三個平面所切割出的八塊區域： 

、 、 、 、 、 、 、  

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

     

 

那麼由上圖示，我們可以清楚知道 k=4 時，可以將空間最多切割出 15 塊區域，且

如上列所述，每一塊可用最多三個平面大於 0 的不等式來表示，其中最下面那一塊區域

在最下方，則根據定義用 表示。 

    4

3C ：














0

0

0

3

2

1

P

P

P

、














0

0

0

4

2

1

P

P

P

、














0

0

0

4

3

1

P

P

P

、














0

0

0

4

3

1

P

P

P

 

    4

2C ：








0

0

2

1

P

P
、









0

0

3

1

P

P
、









0

0

4

1

P

P
、









0

0

3

2

P

P
、









0

0

4

2

P

P
、









0

0

4

3

P

P
 

    
4

1C ： 01 P 、 02 P 、 03 P 、 04 P  

    4

0C ：  

所以我們如果我們再插入 05 P 、 06 P … 01 kP ，到空間中有 k 個平面是否也可

以跟上述一樣?我們用數學歸納法來證明。 

這邊我們先證明一個引理。 

【引理 3.2】空間中有 n 個平面(n>1)切割出最多塊區域，一定能找到一個平面通過其

中任意(n-1)個平面所切割出來標記為 的區域。 
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證明：利用數學歸納法(Induction)證明 

     n=2，空間中有兩個平面相交於一直線，必定成立! 

    假設 n=k-1 時成立，則 n=k 時：空間中有 k 個平面，我們先移開其中一個平面，只

剩(k-1)個平面在空間中，根據假設，任意(k-2)個平面所切割出來標記為 的區域，一定

有一個平面通過此 ，令此平面為 01 kP 。 

     接著我們再將移開的平面放回，如果此平面已通過此 ，則令為 0kP ，則 n=k

成立!如果此平面不通過此 ，則我們將剛才平面 01 kP 再令為 0kP ，則 n=k 成立。

則此引理由數學歸納法得證!  

【定理 3.3】假設有 k 個二維度直線在一個三維度平面上，則這 k 個平面可將此空間

最多切割出 kkkk CCCC 3210  塊區域。 

證明:  

    我們想要證明證明每一塊區域可用最多三個平面大於 0 的不等式來標記，其中最下

面那一塊區域則用 表示，利用數學歸納法(Induction)來證明。 

    首先我們知道，因為要將空間切割出最多塊區域，所以這 k 個平面皆兩兩相交於一

直線，所以第 k 個平面上必有(k-1)條相交直線，這邊我們定義 nnnnn dczbyaxP  ，

n=1、2、…、k。 

    則 n=1 時，一個平面 01 P 可將空間最多切割出兩塊區域，分別標記為 01 P 、 ，

所以成立。 

    接著我們假設(k-1)平面時也成立；空間中有(k-1)個平面可將此空間切割最多

( 1

3

1

2

1

1

1

0

  kkkk CCCC  )塊區域，且每一塊可用最多三個平面大於 0 來標記，其中最

下方的區域無法用任何平面大於 0 表示，則標記為 。 

    則 n=k 時，空間中有 k 個平面， 01 P 、 02 P … 0kP ，且兩兩相交於一條直線，

先任意移開一個平面，使得空間中剩下(k-1)個平面，則根據假設，這(k-1)個平面所切割

出的區域每一塊區域可用最多三個平面大 0 的不等式來標記，其中最下面那一塊區域則
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用 表示。 

    我們再把移開的平面放回空間中，則空間中有 k 個平面，根據引理 3.2，上述(k-1)

個平面所切割形成的區域 ，我們一定會找到一個平面通過此 ，我們將此平面令為

0kp ，且平面 0kp 與其他(k-1)個平面皆相交於一條新的直線，則平面 0kp 上有 

(k-1)條直線， 01 L 、 02 L 、…. 01 kL ，兩兩相交於一點，則 01 kL 有(k-2)個交點，

仿照 Question 2，我們將第一個相交點令 01 L 和 01 kL 相交，第二個相交點令 02 L 和

01 kL 相交，以此類推下去。 

    

 

 

 

 

     

 

     

由 Question 2 我們已經可以快速清楚算出平面上有(k-1)條直線最多可將此平面切割成

1

2

1

1

1

0

  kkk CCC 塊區域，每一塊可用最多兩條直線大於 0 來標記。 

    根據定義 3.3，我們知道大於平面 0kP 的區域也就是說在此平面上方的區域為多

出來的區域，上述平面 0kP 上(k-1)條直線，切割出 1

2

1

1

1

0

  kkk CCC 塊區域，每一塊

在平面上的區域在三維度空間中可延伸為一塊區域，所以表示空間中 k 個平面時會多出

1

2

1

1

1

0

  kkk CCC 塊。 

 在平面上，這 1

2

1

1

1

0

  kkk CCC 可用最多兩條直線大於 0 標記；現在在三維度空間

中我們直接將相交直線改為平面來標記，如 01 L  01 P ，








0

0

2

1

L

L










0

0

2

1

P

P ，我們不

改變原本區域的標記方式，且根據定義 3.3 和不等式的觀念將此平面 0kP 上方多出來

的區域標記，如下圖所示： 

平面  

… 

和 的交線 

和 的交線 

和 的交線 

 

和 的交線 

k-2 

…
 

1 

2 

…
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整理如下： 

   1

0

kC ： 0kP 切過 區域，在 0kP 的上方         0kP  

   
1

1

kC ：這些區域在二維度平面上用一條直線大於 0 標記區域，在空間中 0kP
 

 

的上方，則用兩個平面大於 0 標記，








0

01

kP

P 、








0

02

kP

P 、…








0

01

k

k

P

P 。 

   
1

2

kC ：這些區域在二維度平面上用二條直線大於 0 標記區域，在空間中 0kP
        

        
的上方，則用三個平面大於 0 標記，















0

0

0

2

1

kP

P

P

、















0

0

0

3

1

kP

P

P

、…



















0

0

0

1

2

k

k

k

P

P

P

。
 

由此清楚知道多出來的區域最多用三個平面大於 0 標記。 

    在平面 0kP 下方為原本的區域，就是前(k-1)塊平面所切割的出的區域，根據假設

可用最多三個平面大於 0 標記，而多出來的區域，根據上述，一樣可用最多三個平面大

於 0 標記，如下列所示：   

 

 

 

        

 
1

3

1

2

1

1

1

0

  kkkk CCCC
 
+ { 1

0

kC  
   

+      
1

1

kC       +          
1

2

kC  }  

 

 

 
  

 

 

 … 

 









0

01

k

k

P

P

0kP 02 kP

02 P

01 P

01 kP

















0

0

0

1

1

k

k

P

P

P



















0

0

0

1

2

k

k

k

P

P

P
0kP

1 

2 

k-2 

在空間中 上方， 

用兩個平面大於 0標記 

的區域。 

在空間中 上方， 

用三個平面大於 0標記 

的區域。  
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我們由巴斯卡遞迴性質(Pascal Formula)      詳見[3] 

           n
k

n
k

n
k CCC  


 1

1
1   

可以得到： kkk CCC 1
1

0
1

1   ， kkk CCC 2
1

1
1

2   ， kkk CCC 3
1

2
1

3  
 

最後我們得到
kkkk CCCC 3210   

所以 n=k 時成立。 
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4. 點線面切割問題的探討與實例 

    由上一章節我們用比較簡單、容易了解的不等式觀念驗證出點線面切割問題的公式，

並由定理可以知道一維度直線、二維度平面、三維度空間，皆可以利用這樣的方式推導，

更重要的是我們也發現到這個論證方式更容易了解推導，國中的學生可以利用所學的代

數、幾何知識了解此切割問題，。 

    這邊進一步說明，在一維度直線上，有一點(k-1)個點，可將此直線最多出切割成

1

1

1

0

  kk CC 段區域，根據上章節，我們知道可以標記為 1px  、 2px  、…
1 kpx 、 ，

如果我們再隨意插入一點 kp ，雖然不知道這 k 個點的大小，我們一樣可以依照上述 3.1

定義找到多出來的區域，並以不等式的觀念標記。 

 

 

 

 

 

 

 

例 1：k=5，平面上有 5 個相異點，標記方式如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

     同樣想法，進一步說明，在二維度平面上，有(k-1)條直線可將此平面最多切割出

2

2

1

1

1

0

  kkk CCC 塊區域，每一塊區域可用最多兩條直線大於 0 標記我，並且一定有一

塊區域標記為 。 

我們如果再任意插入一條直線，根據上述的引理，我們必然能找到一條直線通過 ，

 

多出來的區域 

多出來的區域 

… 

 

 01  px 02  px 03  px

1p
2p

3p 4p

04  px05  px

5p
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令為 0kL ，雖我們並不知道這 k 條直線的斜率大小，但一樣可以依照上述 3.2 定義找

到多出來的區域，並以不等式的觀念標記，而原本的區域標記方式則不改變。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2：k=4，平面上有 4 條直線切割出最多塊區域，標記方式如下： 

     ( 04 L 為通過 的直線，下圖虛線色部份的 4 塊區域為插入 04 L 多出來的區域) 

  

     

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    同樣想法，進一步說明，在三維度空間中，有(k-1)個平面可將此空間最多切割出

1

3

2

2

1

1

1

0

  kkkk CCCC 塊區域，每一塊區域我們可用最多三個平面大於 0 去標記，並有

 

 

1 

…
 

k 

2 
3 

灰色區域為多出來的區域，有(k-1)個交

點，所以多出來 k塊區域。 

0kL

 

 

 

 

  

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 04 L

03 L

02 L

01 L









0

0

4

1

L

L









0

0

2

1

L

L

03 L









0

0

3

2

L

L









0

0

3

1

L

L









0

0

4

2

L

L









0

0

4

3

L

L

04 L

02 L

01 L

02 L
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一塊標記為 ，我們如果再任意插入一個平面，根據上述的引理，我們必然能找到一條

平面通過 ，令為 0kP ，雖我們並不知道這 k 個平面的截距高低，但一樣可以依照上

述 3.1 定義找到多出來的區域，並以不等式的觀念標記，而原本的區域標記方式則不改

變。 

例 3：k=4，空間中有 4 個平面所切割出最多塊區域。 

    (原本的 8塊區域在 04 P 下方，圖中只標示在 04 P 上方的多出來的 7塊區域。) 

 

 

 

 

 

 

例 3：k=5，空間中有 5 個平面所切割出最多塊區域。 

     (原本的 15塊區域在 05 P 下方，圖中只標示在 05 P 上方的多出來的 11塊區域。) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

平面  
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P
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5. 結論與未來展望 

   由上列章節的推導過程可下列結果： 

1. 一維度直線有 k 個點，可切割出最多 kk CC 10  塊區域，其中一塊標記為，其餘每段

區域可用一個 0 Kpx 的標記方式。 

2. 二維度平面上有 k 條直線，可切割出最多 kkk CCC 210  塊區域，其中一塊標記為 ，

其餘每塊區域可用最多兩條一維度直線大於 0 標記方式。 

3. 三維度空間中有 k 個平面，可切割出最多 kkkk CCCC 3210  塊區域，其中一塊標記

為 ，其餘每塊區域可用最多三個二維度平面大於 0 標記方式。 

    綜合所收集到的文獻，點線面切割最多區域這個古典的數學題目已經由許多的

數學方法驗證出來，雖然這些方法都漂亮驗證出此問題，並找到公式，但其中的過

程對於中學學生來說卻是艱難複雜的數學觀念及計算過程，所以在這篇論文中，我

用另一個更淺顯易懂的數學觀念驗證此公式，不僅可以讓更多學生了解，而且能理

解此問題的公式及推論過程。 

    在教學現場中，我們都知道推導出一道數學問題的答案，可以由不同的觀點切

入得到不同解題方法，但不管是哪一種方法都要真正深入了解，融會貫通，而不是

只是囫圇吞棗的背一堆公式；在生活中能實際運用，解決問題，這才是真正學習數

學的本質。 

 【未來展望】 

       那麼如果延伸上述點線面切割問題如果為：  

   在 n 維度空間中，有 k 個相異(n-1)維度超平面，可將此超平面空間最多切割出 

    kk CC 10 … k

n

k

n CC  1 塊區域，是否也可以證明出其中一塊可標記為，其餘每塊 

區域可用最多 n 個(n-1)維度超平面大於 0 標記方式。 

      我相信這個延伸問題勢必也可以用這麼淺顯易懂的方式推論出來，希望之後還有

時間能從這個方向再去努力。    
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