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中文摘要

本篇論文主要是在討論熱帶曲線上離散型的因子的秩，我

們發現直接由定義計算因子的秩時非常繁複，因此利用代數幾何中

的 “黎曼 -羅赫定理”(The Riemann-Roch Theorem)，藉由圖形的虧

格計算熱帶曲線因子的秩，大幅的簡化了我們在離散型熱帶曲線因

子秩的計算。
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Abstract

This paper mainly discussed how to calculate the rank of discrete

divisors on tropical curve. We find it is too complicated to calculate

it by definition so we use “The Riemann-Roch Theorem”on

calculating the rank of divisors on tropical curves. This paper

proved that we can apply the genus of the graph by “The

Riemann-Roch Theorem”to simplify the caculation effectively.
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第 1 章 緒論

熱帶幾何是由巴西數學家兼計算機科學家 Imre Simon 於 1980 年代提出，是代數

幾何的一支。熱帶數學是以熱帶半環為基礎，定義其運算方式發展出來的。

熱帶幾何是近幾年來熱門的研究議題之一，我們將代數幾何中所發展出來的性質

與結果應用於熱帶幾何中，本篇論文一開始先敘明熱帶幾何的定義及其運算方

式，利用熱帶曲線的對偶圖形，證明運可將代數幾何中的” 黎曼 -羅赫定理”(圖形

的虧格 (gens) 與次數 (degree) 用在熱帶曲線中證明代 The Riemann-Roch

Theorem) 可應用於熱帶數學中，利用此定理的結果討論熱帶區線圖形中的因子

的特性，藉此增加對於曲線的認識。
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第 2 章 熱帶幾何

在這個章節中，我們將介紹熱帶幾何的基本定義及其運算：

定義 2.1. 我們稱一個具有結合律的二元運算非空集合 S 為半群 (semigroup); 另

外集合中假如存在一個元素 e , 使得對於每一個 x ∈ S, e · x = x · e = x, 我們稱這

個元素 e 為單位元素, 此集合 S 稱為具單位元半群 (monoid)。

定義 2.2. 一個具有加法和乘法兩種運算元的集合 S = R ∪ {−∞} , 具有兩種運算

時, 我們稱這個集合為熱帶半環，其定義如下 [5][3][4]：

x⊕ y = max{x, y}

x⊙ y = x+ y

例 2.1.

3⊕ 8 = 8

5⊕ 2 = 5

例 2.2.

3⊙ 8 = 11
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11⊕ 8 = 19

例 2.3. 交換律 (commutative)

5⊕ 7 = 7⊕ 5 = 7

2⊙ 4 = 4⊙ 2 = 6

例 2.4. 結合律 (associative)

((3⊙ 4)⊕ 5) = 4⊙ 5 = 5

(3⊙ (4⊕ 5) = 3⊙ 5 = 5

例 2.5. 乘法對加法的分配律 (distributive)

(3⊙ (4⊕ 5)) = 3⊙ 5 = 8

(3⊙ 4)⊕ (3⊙ 5) = 7⊕ 8 = 8

例 2.6. 一元一次熱帶方程式：

(1) 若 3⊕ x = 3, 則 x 的解集合為 {x|x ≤ 3, x ∈ R}.

(2) 若 3⊕ x = 5, 則 x = 5.

(3) 若 3⊕ x = 1, 則 x 的解集合為 ϕ.

(4) 若 3⊙ x = 3, 則 x = 0.

(5) 若 3⊙ x = 10, 則 x = 7.

例 2.7. 一元二次熱帶多項式：

9
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(1)

f(x) = x2 ⊕ (a⊙ x)⊕ b

= max{2x, x+ a, b}

=


(x⊕ a)⊙ (x⊕ (b− a)), 2a ≥ b

(x⊕ b
2
)
2
, otherwise

(2)

f(x) = x2 ⊕ (4⊙ x)⊕ 3

= max{2x, x+ 4, 3}

= (x⊕ 4)⊙ (x⊕ (−1))

(3)

f(x) = x2 ⊕ (1⊙ x)⊕ 4

= max{2x, x+ 1, 4}

= (x⊕ 2)2

= x2 ⊕ 4

例 2.8. 在熱帶數學中，“Freshman’s Dreams” 成立.[5]

f(x) = x3 ⊕ 3x2y ⊕ 3xy2 + y3

= max{3x, 2x+ y, x+ 2y, 3y}

= (x+ y)3

= x3 ⊕ y3

定義 2.3. 在熱帶數學中，單變數多項函數

f(x) = anx
n ⊕ an−1x

n−1 · · · ⊕ a1x⊕ a0

= max{an + nx, an−1 + (n− 1)x, · · · , a1 + x, a0}

是一個 f: Rn → R 的函數。[5]
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例 2.9. 若 f(x) = x3 ⊕ 5 是一個熱帶多項式，則 x3 的係數是 0, x2 的係數是 -∞。

定義 2.4. 如果兩個多項式 f(x), g(x) 對所有 c ∈ R,f(c) = g(c), 則我們稱 f(x) 與

g(x) 等價。

一般來說，兩多項式如果相等，其各項係數均相等，但在熱帶數學中，兩多項式

等價，不一定各項係數均相等。

例 2.10. f(x) = x2 ⊕ 2x⊕ 4, g(x) = x2 ⊕ 1x⊕ 4, f(x) ̸= g(x). 但是 f(x) 與 g(x)

是等價的。

定義 2.5. 令 ai 是多項式 f(x) 的係數，對所有的 b > ai 而言，如果將多項式中

的係數 ai 代換成 b, 則 f(x) 就不會與 g(x) 等價，我們稱 ai 是 f(x) 的最大係數。

定義 2.6. 如果一個多項式的所有係數均為最大係數，我們稱此多項式為最大係

數多項式。

定理 2.1. 若熱帶多項式 f(x) = anx
n ⊕ an−1x

n−1 · · · ⊕ arx
r , 則存在一個最大係數

多項式 g(x) = bnx
n ⊕ bn−1x

n−1 · · · ⊕ brx
r , 其中

bi = max{ai ∪ aj(k−i)+ak(i−j)

k−j
| r ≤ j < i < k ≤ n}
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定理 2.2. 令熱帶多項式 f(x) = anx
n ⊕ an−1x

n−1 · · · ⊕ arx
r, 對所有

i = r, r + 1, · · · , n− 1, n, ai ̸= −∞ , 則 f(x) 是一個最大係數多項式, 若且唯若

di = ai−1 − ai, dn ≥ dn−1 ≥ · · · ≥ dn+1

定理 2.3. (熱帶代數基本定理)

古典幾何、代數中的定理可應用於熱帶幾何中，若

f(x) = anx
n ⊕ an−1x

n−1 · · · ⊕ arx
r

則 f(x) 可被唯一分解為

anx
r(x⊕ dn)(x⊕ dn−1) · · · (x⊕ dr+1), di = ai−1 − ai, r + 1 ≤ i ≤ n。[5]

定理 2.4. 若熱帶多項式 f(x) = anx
n ⊕ an−1x

n−1 · · · ⊕ arx
r =

anx
r(x⊕ dn)(x⊕ dn−1) · · · (x⊕ dr+1)di = ai−1− ai, r+1 ≤ i ≤ n則 dn, dn−1 · · · dr+1

是 f(x) 函數圖形中的 corner locus, 也是多項方程式 f(x) = 0 的根。

根據定理 2.1及定理 2.2 每一個熱帶多項式均等價於一個最大係數多項式。

根據定理 2.3 每一個熱帶多項式均可被因式分解。

根據定理 2.4, 從其因式分解的結果中，找出此多項函數圖形的 corner locus 及此

多項方程式的根。

12
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例 2.11. f(x) = 3x4 ⊕ x2 ⊕ 1 = max{3 + 4x, 1 + 2x, 1}, 根據定理 2.1及定理 2.2,

f(x) 等價於最大係數多項式,g(x) = 3x4 ⊕ 5
2
x3 ⊕ 2x2 ⊕ 3

2
x⊕ 1, 根據定理

2.3,g(x) = 3x0(x⊕ (−1
2
))4 = 3(x⊕ (−1

2
))4, 且 f(x)=0 的根為 −1

2
�

二次雙變數熱帶多項函數及其圖形

f(x) = a20x
2 ⊕ a11xy ⊕ a02y

2 ⊕ a10x⊕ a01y ⊕ a00

= max{a20 + 2x, a11 + x+ y, a02 + 2y, a10 + x, a01 + y, a00}[2]

以下是幾個二次雙變數熱帶多項函數的圖形，

例 2.12. f(x, y) = x2 ⊕ 2xy ⊕ 3 = max{1 + 2x, 2 + x+ y, 3}, 根據定義畫出函數圖

形 2.1

熱帶曲線的對偶圖形：我們利用代數性質將熱帶多項式的圖形作轉換：

定義 2.7. 令 S := R∪ {−∞}，我們定義加法 ⊕ : S× S → S 和乘法 ⊙ : S× S → S

為

x⊕ y := max{x, y}

x⊙ y := x+ y

這裡所定義的運算 ⊕ 即為熱帶幾何的加法，而運算 ⊙ 即為熱帶幾何的乘法。

而對於每一個 a ∈ S, a⊕ (−∞) = a, ∀x ∈ S, x⊙ 0 = x，所以 S 有加法單位元素

−∞，以及乘法單位元素 0。

13
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.
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.

(-1,2)

.

(1,0)

.

(1,-2)

Figure 2.1: 熱帶多項式 f(x, y) = x2 ⊕ 2xy ⊕ 3 的圖形

定義 2.8. 若一個代數結構 (R,+, ·) 符合以下的條件，那麼我們稱他為一個半環

(semiring)

(i) (R,+) 是一個交換半群，並且有單位元素 0

(ii) (R, ·) 是一個半群，並且有單位元素 1

(iii) 乘法運算對加法運算有分配律

(iv) R 中的任何元素對 0 做乘法運算皆為 0。

根據半環的定義可以得到：(S.⊕,⊙) = (R ∪ {−∞},max,+) 是一個半環。

定義 2.9. 對於所有的 an ∈ S, n ∈ N, k ∈ Z

定義熱帶幾何的指數

a⊙k
n := an × k

14
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y

.

(-5,-3)

.

(3,5)

.

(-5,-3)

.

(-8,-3)

.

(3,5)

.

(5,9)

Figure 2.2: 熱帶多項式 f(x) = −x2 ⊕ 2x⊕ 3 的圖形

定義連加
n⊕

i=1

ai := max{a1, ..., an}

定義連乘
n⊙

i=1

ai := a1 + ...+ an

由此可知，(S.⊕,⊙)�(R ∪ {−∞},max,+) 擁有相同的代數結構，因此我們可以找

到熱帶曲線的對偶圖形。

例 2.13. (1)f(x) = −x2 ⊕ 2x⊕ 3 = max{2x− 1, 2 + x, 3}, 根據定義畫出函數圖形

2.2

(2)f(x, y) = 3x2 ⊕ 4xy ⊕ 5y2 = max{3 + 2x, 4 + x+ y, 5 + 2y}, 沒有函數圖形。

(3)f(x, y) = y2 ⊕ 2xy⊕ 3y = max{2y, 2+ x+ y, 3+ y}, 根據定義畫出函數圖形 2.3
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Figure 2.3: 熱帶多項式 f(x, y) = y2 ⊕ 2xy ⊕ 3y 的圖形
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第 3 章 圖形中的因子

在這個章節中我們將介紹有關圖形因子 (divisor) 的定義及性質，首先介紹一些圖

型的相關定義：

定義 3.1. 若 G 是一個圖，則我們定義 V (G) 為這個圖形 G 中所有頂點 (vertex)

所成的集合，E(G) 為這個圖形 G 中所有邊 (edge) 所成的集合。

圖形中的每個頂點都連結著若干個邊，因此我們想計算邊的個數，並將同一個頂

點所連結的邊集合起來，構成一個集合。

定義 3.2.

若 v ∈ V (G)，則我們把 v 所連結的邊的個數記為 val(v)，而所有連接 v 這個點

的邊所成的集合記為 Ev(G)。

例 3.1.
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..v2 .

v1

. v3.

G

.

e3

.

e2

.
e1

Figure 3.1: V (G) = {v1, v2, v3}, E(G) = {e1, e2, e3}

..2 .

2

. 2.

G

.

v1

.
v3

.
v2

Figure 3.2: val(v1) = 2, val(v2) = 2, val(v3) = 2, Ev1(G) = {e2, e3}, Ev2(G) =

{e1, e2}, Ev3(G) = {e1, e2}
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從圖 3.2中可得

val(v1) = 2, val(v2) = 2, val(v3) = 2

Ev1(G) = {e2, e3}, Ev2(G) = {e1, e2}, Ev3(G) = {e1, e2}

定義 3.3. 因子 (divisor)

令 G 是一個擁有有限個頂點的圖，函數

D : V (G) → Z, D =
∑

v∈V (G) D(v) · v,D(v) ∈ Z 是整數, 我們稱 Div(G) 為 G 的所

有因子所成的集合。

因子的性質：

若將圖 G 的因子 (v) 的係數以 D(v) 表示. 則

(1)D ≥ D′ 的充要條件為對所有 v ∈ V (G), D(v) ≥ D′(v).

(2) 若一個因子的所有係數均為非負整數，則此因子為有效因子 (effective

divisor)，並以 Div+(G) 表示之。[1]

例 3.2. 若一個圖 G 的頂點以 V (G) 表示,

D1 = 3(v1) + 2(v2) + (−4)(v3) + 2(v4)− 5(v5),

D2 = 4(v1) + 5(v2) + (−3)(v3) + 3(v4) + 2(v5),

D3 = 2(v1) + 1(v2) + 3(v3) + 2(v4) + 3(v5),

19
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D1, D2, D3 均為圖 G 的因子, 且 D2 ≥ D1, 但只有 D3 ≥ 0，因此只有 D3 是一個

有效因子。

定義 3.4. 次數 (degree)

在圖 G 的因子中，我們將次數 (degree) 定義為每個頂點的係數的總和，也就是

說，若

D =
∑

v∈V (G)

D(v)(v), D ∈ Div(G)

deg(D) =
∑

v∈V (G)

D(v)

定義 3.5. 拉普拉斯算子 (Laplacian operator)

若 V(G) 是圖 G 上的頂點所成的集合，M(G) = hom(V (G),Z), f ∈ M(G)，我們

定義拉普拉斯算子 ∆(f) 如下：

∆ : M(G) → Div(G), f : V (G) → Z

∆v(f) = deg(v)f(v)−
∑

vw∈Ev(G)

f(w)

=
∑

vw∈Ev

(f(v)− f(w))

∆(f) =
∑

v∈V (G)

∆v(f)(v), v ∈ V (G)

20
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引理 3.1. 拉普拉斯算子的次數必為 0，也就是說，deg(f) = 0�

定義 3.6. 等價 (equivalent)

若圖 G 中任兩個因子 D,E 等價 (D ∼ E)，則一定存在一個拉普拉斯算子 f，使

得 D − E = f . 我們將所有與 D 等價的有效因子所成的集合用 |D| 表示. 也就是

說，|D| = {E ∈ Div(G)|E ≥ 0, E ∼ D} 即 |D| 表示所有與 D 等價的有效因子。

若圖形 G 上的兩個因子 D,E 等價，則這兩個因子的係數和必定相等, 也就是說

deg(D) = deg(E)。

定義 3.7. Chip-firing game

Chip-firing game 需滿足以下規則：

(1) 初始狀態中，每個頂點代表一個整數值，可表示成因子的形式

D(v) =
∑

v∈V (G)

D(v)(v), D(v) ∈ Z, D ∈ Div(G)�

(2) 負值表示負債。

(3) 每次移動以一個頂點為主，每次可向所有相鄰的點同時借一元或同時還一元，

因此，不論經過多少次的移動，所有點所代表的整數值的和維持不變。

(4) 當所有點所代表的值均為非負整數時，則贏得此遊戲。[1]
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定理 3.1. 令 N = deg(D), 則 f(x) 表示在 Chip-firing game 中所代表數值的總

和，

(1) 若 N ≥ g，則必獲勝。

(2) 若 N ≤ g − 1，則可能找不到獲勝的策略。

我們可以藉由 Chip-Firing game 的搬移，找出圖形中等價的因子，也可從這樣的

搬移中發現以下的性質：

引理 3.2. D,E 均為圖 G 上的因子

(1) 若 D,E 等價 (D ∼ E), 則 deg(D) = deg(E) 。

(2) 若 deg(D) = deg(E) = 0，則 D ∼ E�

定義 3.8. 虧格 (genus)

若圖 G 的的頂點數為 |V (G)|, 邊的個數為 |E(G)|，則圖 G 的虧格,

g = |E(G)| − |V (G)|+ 1。

定理 3.2. (1) 若圖形 G 的虧格數等於 0 時，G 上兩個次數相等的因子必等價.

(2) 若圖形 G 的虧格數大於 0 時，則必存在次數相等但不等價的兩個因子。

例 3.3. 如圖 3.3
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D1 = 2(v1)− 3(v2) + 4(v3)

D2 = −2(v1) + 8(v2)− 3(v3)

D1 −D2 = 4(v1)− 11(v2) + 7(v3)

則存在一個函數 (f),

f(v1) = 3, f(v2) = −2, f(v3) = 4,

∆v1(f) = (3 + 2) + (3− 4) = 4,

∆v2(f) = (−2− 3) + (−2− 4) = −11,

∆v3(f) = (4− 3) + (4 + 2) = 7,

∆(f) = (f) = 4v1 − 11v2 + 7v3,

即存在 f , 使得 D1 −D2 = (f), 因此 D1 與 D2 等價 (D1 ∼ D2)，且

deg(D1) = deg(D2) = 3。

例 3.4. 如圖 3.4

D1 = 3v1 + 2v2 − 4v3

D2 = 2v1 + 3v2 − 4v

D1 −D2 = v1 − v2 + 0v3
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..

G

.D1

.

D2

.2 .−3 .4.

v1

.

v2

.

v3

.

−2

.

8

.

−3

Figure 3.3: 圖 G(虧格為 1) 上等價的兩個因子

..2 .

3

. -4.

G

.

D1

.

v1

.
v3

.
v2

..3 .

2

. -4.

G

.

D2

.

v1

.
v3

.
v2

Figure 3.4: 圖 G(虧格為 1) 上兩個次數相等但不等價的因子
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若 D1 ∼ D2 ，則必存在一個函數 f，使得 D1 −D2 = f , 設

f = (f1)v1 − (f2)v2 + (f3)v3 = v1 − v2 + 0v3 , 其中 f1, f2, f3 須滿足下列三個方程

式：

2f1 − f2 − f3 = 1 (3.1)

−f1 + 2f2 − f3 = −1 (3.2)

−f1 − f2 + 2f3 = 0 (3.3)

由 (3.1)(3.2)(3.3) 可得,3f(v1)− 3f(v2) = 2, 但 f(v1), f(v2) 均須為整數，因此找

不到這樣的函數 f，所以 D1,D2 不等價。

定義 3.9. 秩 (rank)

我們將圖 G 上因子 D 的秩 (rank) 用 r(D) 來表示，

(1) 若 |D| = ϕ，則 r(D) = −1,

(2) 若 |D| ̸= ϕ，則

r(D) = max{n| 對於所有 E , deg(E) = n,E ≥ 0, 我們都有 |D − E| ̸= ϕ }

或

r(D) = min{m− 1| 存在一個 E , deg(E) = m,E ≥ 0, 我們有 |D − E| = ϕ}

定理 3.3. 若 D 為圖形 G 上的因子，且 deg(D) = d < 0，則 r(D) = −1�.
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證明：

設 deg(E) = 0 ，則 deg(D − E) = d < 0, |D − E| = ϕ, 因此，r(D) = −1�

例 3.5. 如圖 3.5

..3 .

−2

. −4.

G

.

v1

.

v2

.

v3

Figure 3.5: 次數為負的的因子

若 D = −2v1 + 3v2 − 4v3, deg(D) = −3, 因為 |D| = ϕ，所以，r(D) = −1�

如果我們利用這樣的方法找一個因子的秩 (rank)，有些困難，因此我們試圖利用

“The Riemann-Roch formula” 來找因子的秩。
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第 4 章 黎曼 -羅赫定理

黎曼 -羅赫定理（The Riemann-Roch Theorem）是數學中，特別是複分析和代數

幾何，一個重要工具，它可計算函數空間的維數。它將具有純拓撲虧格 g 的連通

緊黎曼曲面上的複分析以某種方式可轉換為純代數設置。我們發現在計算離散型

熱帶曲線因子秩時，如果經由定義來找非常繁複，因此，我們希望能將黎曼 – 羅

赫定理推廣至熱帶曲線上，以簡化計算的程序。

定義 4.1. 典型因子 (canonical divisor)

若 K ∈ Div(G), K =
∑

v∈V (G) (deg(v)− 2)(v), 我們稱 K 為圖 G 的典型因子。

定理 4.1. (1) 若 K 為圖 G 的典型因子，且 g 為圖 G 的虧格，則

deg(K) = 2g − 2。

(2) 若 f 為圖 G 的拉普拉斯算子, 則 deg(f) = 0。
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定義 4.2. 若圖 G 的虧格為 g，我們定義

N = {D ∈ Div(G)| deg(D) = g − 1, |D| = ϕ}

。

定義 4.3. ϵ(D)

對所有 D ∈ DivG, 我們定義函數 ϵ(D) : Div(G) → Z/2Z,

若 |D| ̸= ϕ, 則 ϵ(D) = 0,

若 |D| = ϕ, 則 ϵ(D) = 1。

定理 4.2. 黎曼 -羅赫定理

若 D ∈ Div(G),K 是圖 G 的典型因子，g 是虧格，則

r(D)− r(K −D) = deg(D) + 1− g (4.1)

若且唯若，下列兩個性質必成立：

(性質 1) 若 D ∈ DivG 且 deg(D) = g − 1，則 ϵ(D) + ϵ(K −D) = 0，其中 K 是

圖 G 的典型因子。

(性質 2) 若 D ∈ DivG，則存在 ν ∈ N , 使得 ϵ(D) + ϵ(ν −D) = 1。[1]

首先我們先證明：若黎曼 -羅赫定理成立，則 (性質 1) 及 (性質 2) 成立.

證明：
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(一) 由黎曼 -羅赫定理證明 (性質 1)

若黎曼 -羅赫定理成立，r(D)− r(K −D) = deg(D) + 1− g，若 deg(D) = g− 1 ，

代入 4.1可得 r(D)− r(K −D) = deg(D) + 1− g = 0，則 r(D) = r(K −D)。

(1) 若 r(D) = r(K −D) = −1，則 |D| = ϕ, 且 |K −D| = ϕ, 即

ϵ(D) = 1, ϵ(K −D) = 1, 可知 ϵ(D) + ϵ(K −D) = 1 + 1 = 0( mod 2)。

(2) 若 r(D) = r(K −D) ≥ 0，則 |D| ̸= ϕ, 且

|K −D| ̸= ϕ, ϵ(D) = 0, ϵ(K −D) = 0, 則 ϵ(D) + ϵ(K −D) = 0 + 0 = 0( mod 2) ,

故 (性質 1) 可得證。

引理 4.1. 若 D,D′ ∈ DivG, 且 D ≥ 0, D′ ≥ 0 , 則 r(D +D′) ≥ r(D) + r(D′)。

證明：若 E0 是圖 G 中任意一個有效的因子, deg(E0) = r(D) + r′(D), 設

E0 = (x1) + (x2) + ·+ (xxr(D)+r(D′)
), 令

E = (x1) + (x2) + ·+ (xxr(D)
), E ′ = (xr(D)+1) + (xr(D)+2) + ·+ (xxr(D)+r(D′)), 則

|D − E| ̸= ϕ 且 |D − E ′| ̸= ϕ, 令 D − E ∼ F,D − E ′ ∼ F ′, F ≥ 0, F ≥ 0 可以得

知, (D +D′)− (E + E ′) ∼ F + F ′ ≥ 0, 所以, r(D +D′) ≥ r(D) + r(D′)。

(二) 由黎曼 -羅赫定理證明 (性質 2)

根據引理 4.1 可知，r(D + (ν −D)) ≥ r(D) + r(ν −D), 即

r(ν) ≥ r(D) + r(ν −D), 因為 ν ∈ N, r(ν) = −1, r(D) ≥ −1, r(ν −D) ≥ −1, 所以

r(D) ≥ 0 及 r(ν −D) ≥ 0 不可能同時存在, 因此所有可能情況有下列兩種：

(1) r(D) ≥ 0, r(ν −D) = −1 , 則 |D| ̸= ϕ, |ν −D| = ϕ , 即

ϵ(D) = 0, ϵ(ν −D) = 1, 因此, ϵ(D) + ϵ(ν −D) = 0 + 1 = 1.
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(2) r(D) = −1, 設 deg(D) = d ≤ 0 , 存在有效因子

E ∈ Div(G), deg(E) = g − 1− d ≥ 0, E ≥ 0, 使得 r(D + E) = −1. 因為

deg(D + E) = g − 1, r(D + E) = −1, 所以,D + E ∈ N,

令 ν = D + E, 因此, 存在 ν ∈ N, 使得 r(ν −D) ≥ 0, 所以存在 ν ∈ N , 使得

ϵ(D) + ϵ(ν −D) = 1�

故 (性質 2) 得證。

引理 4.2. 設 g : A → A′, 是一個一對一且映成的函數, f : A → Z, f ′ : A′ → Z 是

兩個有下界的函數, 若存在一個整數 c 使得對所有 A 中的元素 a

,f(a)− f ′(g(a)) = c, 則

lim
a∈A

f(a)− lim
a′∈A

f ′(a′) = c

證明：因為 g : A → A′, 是一個一對一且映成的函數, 對所有 A 中的元素 a , 存在

唯一一個 A′ 中的元素 b , 使得 g(a) = b, 又因為 f(a)− f ′(g(a)) = c , 即

f(a) = f ′(b) + c 且 f, f ′ 均有下界, 所以, 對所有 A 中的元素 a ,

lim
a∈A

f(a)− lim
a′∈A

f ′(a′)

= lim
b∈A′

[f ′(b) + c)]− lim
a′∈A

f ′(a′)

= lim
b∈A′

f ′(b)− lim
a′∈A

f ′(a′) + c

= c

因此, 對所有 A 中的元素 a ,lima∈A f(a)− lima′∈A f ′(a′) = c。
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定義 4.4. 若 D =
∑

i ai(xi) ∈ Div(G), 我們定義

deg+(D) =
∑
ai≥0

ai

引理 4.3. 若 (性質 2) 成立, 則對所有 D ∈ DivG,

r(D) = ( min
D′∼D,ν∈N

deg+(D′ − ν))− 1

.

證明：

令

r′(D) = ( min
D′∼D,ν∈N

deg+(D′ − ν))− 1

(1) 設 r(D) < r′(D), 根據秩 (rank) 的定義可知, 存在有效因子 E, deg(E) = r′(D)

使得 |D − E| = ϕ, 即 r(D − E) = −1。

根據 (性質 2), 存在 ν ∈ N,E ′ ≥ 0, |D − E| = ϕ, |ν − (D − E)| ̸= ϕ

即存在有效因子 E ′ 使得 (ν − (D − E)) ∼ E ′, 則存在 D′ ∼ D,D′ − ν = E − E ′,

因此 deg+(D′ − ν)− 1 ≤ deg(E)− 1 = r′(D)− 1, 這個結果與 r′(D) 的定義矛盾。

因此,r(D) ≥ r′(D)。

(2) 若 D ∈ DivG, ν ∈ N, 存在有效因子 E,E ′, deg(E) = r′(D) + 1, 使得

D′ − ν = E − E ′. 因為 D − E ∼ ν − E ′, 且根據 (性質 2), 若 |E ′| ̸= ϕ, 則存在

ν ∈ N 使得 |ν − E ′| = ϕ, 所以 |D − E| = ϕ. 根據秩的定義可知

r(D) ≤ deg(E) = r′(D) + 1− 1 = r′(D),

由上述結果我們可以知道 r(D) = r′(D)。
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(三) 由 (性質 1)(性質 2) 證明黎曼 -羅赫定理

若 ν ∈ N, deg(ν) = g − 1, 根據 (性質 1) 可知 ϵ(ν) + ϵ(K − ν) = 0, 即

|ν| = ϕ, |K − ν| = ϕ.

令 ν̄ = K − ν , 因為 |ν| = ϕ, deg(ν) = g − 1, deg(K) = 2g − 2, deg(ν̄) =

deg(K − ν) = g − 1, |K − ν̄| = |ν| = ϕ, 因此 ν̄ ∈ N。

對任意 D′ ∈ DivG,D′ ∼ D, deg(D) = d, ν ∈ N , 令 ν −D′ = K −D′ − ν̄

deg+(D′ − ν)− deg+((K −D′)− ν̄)

= deg+(D′ − ν)− deg+(ν −D′)

= deg(D′ − ν)

= deg(D)− (g − 1)

= deg(D) + 1− g

因此，對所有 D′ 及 ν 可得 deg+(D′ − ν)− deg+((K −D′)− ν̄) = deg(D) + 1− g

是一個常數，

根據引理 4.2及引理 4.3可知，

r(D)− r(K −D) = deg+(D′ − ν)− deg+((K −D′)− ν̄) = deg(D) + 1− g , 故黎

曼 -羅赫定理可得證。

若 N1 = {u ∈ N |ϵ(D) + ϵ(u−D) = 1} ⊆ N

,N2 = {ū ∈ N |ϵ(D) + ϵ(ū−D) = 1} ⊆ N ,

f : N1 → Z, f ′ : N2 → Z, g : N1 → N2, D ∈ Div(G), D′ ∼ D
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對所有 u ∈ N1, ū ∈ N2,

我們定義：f(u)− f ′(ū) = deg+(D′ − u),

f ′(ū) = deg+((k −D′)− ū), g(u) = k − u = ū, 若 u1 ̸= u2, 則 f(u1) ̸= f(u2), 即

ū1 ̸= ū2(well-defined) 若 ū1 ̸= ū2 即 f(u1) ̸= f(u2), 則 u1 ̸= u2, (1-1) 對所有

ū ∈ N2,, 存在 u ∈ N1, 使得 ū = k − u (onto) 因此，f 是一個 1-1 且映成的函數.

根據引理 4.2 f(u)− f ′(ū) = c, c 是一個常數

f(u)− f ′(ū)

= deg+(D′ − u)− deg+((K −D′)− ū)

= deg(D) + 1− g

根據上述證明我們可以得知，我們將圖形的虧格、典型因子運用於” 黎曼 -羅赫”

定理中，很快的就可以計算出圖形的秩，藉以增進認識對圖形的認識，在以下例

題中，可以利用此定理快速的將圖形的秩計算出來。

例 4.1. 如圖 4.1 若 D = v1 − v2 + v3, deg(D) = 1,

..−1 .

1

. 1.

G

.

v1

.

v2

.

v3

Figure 4.1: 虧格是 1 且次數為 1 的一個因子
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(1) 設 deg(E) = 1, 則 E 可能的情況有下列三種：

E1 = v1 + 0v2 + 0v3,

E2 = 0v1 + 1v2 + 0v3,

E3 = 0v1 + 0v2 + v3,

D − E1 = −v2 + v3, �|D − E1| = ϕ,

而 E2, E3 與 E1 也有類似情形, 因此 r(D) ≤ 1

.[2cm] (2) 設 deg(E) = 0, 則 E = 0v1 + 0v2 + 0v3, |D − E| ̸= ϕ, 因此 r(D) = 0.

例 4.2. 如圖 4.2

..2 .

2

. −3.

v1

.

v2

.

v3

.

G

Figure 4.2: 虧格是 1 且次數是 1 的一個因子

D = 2v1 + 2v2 − 3v3, deg(D) = 1, g = 1

(1) 設 deg(E) = 0, 則 E = 0v1 + 0v2 + 0v3 , |D − E| = |D| ̸= ϕ, 因此 r(D) ≥ 0.
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(2) 設 deg(E) = 1, 則 E 可能的情況有下列三種：

E1 = v1 + 0v2 + 0v3, E2 = 0v1 + 1v2 + 0v3, E3 = 0v1 + 0v2 + v3,

D − E1 = 2v1 + v2 − 2v3, |D − E1| ≠ ϕ, (1v1 + 0v2 + 0v3)

D − E2 = 3v1 + 0v2 − 2v3, |D − E2| ̸= ϕ, (0v1 + 0v2 + 1v3)

D − E3 = 3v1 + v2 − 3v3, |D − E3| ≠ ϕ, (0v1 + 1v2 + 0v3)

因此 r(D) ≥ 1

(3) 設 deg(E) = 2, 令 E4 = 3v1 + 1v2 − 2v3, |D − E| = ϕ.

因此，r(D) = 1
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第 5 章 結論

經由以上證明及此例子我們可以看得出來，如果要找一個熱帶曲線上因子的秩

時，我們可以藉由圖形的典型因子、虧格數，在應用黎曼 – 羅赫定理很快的就可

以將秩計算出來，大幅的減低計算秩的複雜度。

在本篇論文中我們僅僅對於離散型因子做討論，將來仍可嘗試將黎曼 -羅赫定理

運用於連續型的熱帶因子中，做更深入的研究。
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