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摘摘摘摘  要要要要 

本研究主要是針對高中數學課程中「信賴區間」的這個單元，依據 99 課綱

中的課程規劃，設計出一套專題式的研究教材，並以筆者所任教高中的高二及高

三學生作為研究對象，進行專題性的課程授課，且對其學習成果進行評量。主要

研究結果如下： 

一、高三學生雖已進行過「信賴區間」及其先備知識之授課，但前測的成績並

不理想。 

二、高二與高三學生經由筆者授課教學後，其後測成績均較前測成績有非常明

顯之進步，不過高二與高三學生的後測成績並無顯著差異。 

三、高二自然組與高二社會組學生經由筆者授課教學後，其學習成效亦無顯著

差異，但社會組學生學習上普遍較為認真，後測成績稍高於自然組。 

四、高三自然組與高三社會組學生經由筆者授課教學後，其後測成績具顯著差

異，而進步成績的學習成效亦具有顯著差異，自然組優於社會組。 

五、依高中數學學習成就分成高分群、中分群與低分群三群，雖然在前測與後

測成績表現上顯著不同，但進步的成績則三群並無顯著差異。 

此外，筆者於本次研究中也對學生問卷調查一些筆者有興趣的相關議題，並

進行問卷分析，得到以下結果： 

一、對於本研究所編撰「信賴區間」之課程教材，學生普遍能夠接受且瞭解，

並知曉「信賴區間」在生活上的用處，且能解讀其資訊。唯實務面上，他

們對「信賴區間」之學習則持可有可無的態度。 

二、本次研究的授課方式對於自然組與社會組學生的接受程度是具有差異的，

其中自然組學生較能接受本次非傳統型的授課方式。 

三、學生普遍認為高中數學中，「非統計類數學課程」是比較有趣的，「統計類

數學課程」則在學習上具相對困難性。而在統計的課程中，「信賴區間」

倒是比較感興趣的這單元。 
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整體而言，本次研究對學生進行信賴區間的教學結果，是具有學習成效的。 

 

關鍵字：信賴區間、高中數學、99 課綱、統計 
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Abstract 

Based on the 99 Curriculum Guidelines for the Senior High School Math, a 

special set of study material for Confidence Interval was composed. Eleventh and 

twelfth grade students from a girl’s senior high school were recruited voluntarily and 

lectured, and their learning performance were evaluated before and after the 

completion of the lecture. The primary findings are as the following: 

1. Though twelfth grade students have already studied Confidence Interval before the 

lecture, their pre-test scores were still low. 

2. On the average, both eleventh and twelfth grade students performed better after the 

lecture, and no significant differences were observed between them. 

3. For the eleventh grade students, no significant differences were observed between 

social science and natural science groups. However, students in social science 

group appeared to work harder, and their post-test results were slightly better than 

those in natural science group. 

4. For the twelfth grade students, significant differences were observed between 

social science and natural science groups. Natural science group students appeared 

to outperform their counterparts in social science group.  

5. Among the top third, the middle third, and the bottom third of all the participating 

students, although their pre-test and post-test scores differed significantly, the 

differences between the two tests were not significant. 

In addition, some secondary issues were also explored, and the related findings 

are summarized as follows:  

1. Students showed appreciation for the study material, understood the concept of 

Confidence Interval better after the lecture and even realize how to apply the 
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concept to their daily life. Surprisingly, however, they didn’t think learning 

Confidence Interval would make any difference in their life. 

2. Students in the natural science group appeared to have greater acceptance toward 

the unconventional teaching method than those in the social science group. 

3. For the topics covered in senior high school math, students generally considered 

those unrelated to statistics more interesting, and thought that statistics-related 

topics were more difficult to learn. However, among the statistics-related topics, 

Confidence Interval was the most intriguing one. 

In conclusion, this study reveals that the experimental teaching approach 

concerning Confidence Interval are apparently positive and effective. 

 

Key words: Confidence Interval, Mathematics Courses in High School, 99 Curriculum, 

Statistics 
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1 緒論緒論緒論緒論 

1.1 研究背景與動機 

「信賴區間」這個主題，是在 95 暫綱才進入高中課綱，雖然經 99 課綱的課程變

動，但信賴區間這個主題仍然保留在高中數學課程內。雖然 95 暫綱將信賴區間擺在高

中數學第四冊的機率與統計（Ⅰ），而 99 課綱則將信賴區間擺在高中數學選修數學（上

冊）的機率與統計（Ⅱ）中，課程規劃的順序不大相同，但信賴區間都是 95 年以後，

高中數學的一個重要的主題。 

然而，對於授課教師而言，這也是一個非常新穎的課程內容，因此，當年 95 暫綱

出現後，全國便舉辦了多場的研習，而各校數學科也積極的找尋講師，以便了解這部

分課程的內容。在這個課程實行了一、二年後，99 課綱的規劃也開始進行。不同於 95

暫綱的編排方式，99 課綱將「信賴區間」從必修課程改為選修課程，此外此課程為社

會組（數學乙）的重點課程，卻為自然組（數學甲）的非重點課程，這也是課綱規劃

當中的很大不同之處。 

但不論這些政策是如何的改變或抉擇的，對於「信賴區間」這個議題，卻實實在

在會出現在生活的語言裡，身為教師，若能真的把這個主題的來龍去脈弄得清晰一些，

那麼在教授學生的時候，便能給出多一些資訊。 
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1.2 研究目的與待答問題 

一、研究目的 

99 課綱中的「信賴區間」的課題在高三選修數學的教科書中出現，而不同版本的

教科書中，對於「信賴區間」的討論仍然各有不同。本研究中，筆者另行設計編撰一

套比教科書內容更為詳細與完備的教材內容（完整內容請見附錄一），補充高中學生信

賴區間必要的先備知識（如二項分佈、常態分佈、大數法則與中央極限定理等），並且

以專題研究的方式授課，同時藉由前測與後測的成績數據，以及課後學生的問卷填寫，

進行一系列相關的統計推論，藉以探討研究學生理解與接受課程的程度，以及學生對

於信賴區間內容與課程教材的內容的學習狀況。 

此外，筆者藉由本次研究的過程，於課後對學生進行問卷調查，用以觀察與探討

在本次教學過程中，學生在學習上的接受程度以及學生學習狀況評估；並且對於高中

數學課程內的「一般數學課程（即非統計類）」與「統計類數學課程」，自然組學生與

社會組學生在學習上的異同比較，進而藉由這些問卷資料的分析提供筆者或其他教學

者在教授數學課程時的一個參考資料。 

二、待答問題 

根據前述研究目的，將本研究主要的待答問題列述於下： 

（一）高三學生已由學校授課，對於「信賴區間」及其先備知識的了解如何？ 

（二）高二學生與高三學生在筆者授課教學的前後，其前測成績與後測成績是否有差

異？又其學習成效是否有差異？ 

（三）高二自然組與高二社會組學生經由筆者授課教學後，這兩組學生間的學習成效

是否有差異？ 

（四）高三自然組與高三社會組學生經由筆者授課教學後，這兩組學生間的學習成效

是否有差異？ 

（五）若的將所有學生依學前數學學習成就（高中數學成績）分成高分群、中分群與
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低分群，則此三群學生間的學習成效是否有差異？ 

除了上述五個主要的待答問題之外，本次研究對於以下四個問題也有相當大的興

趣，因此對研究學生進行問卷以探討。 

（一）對於本研究所編撰之「信賴區間」課程教材，學生是否能夠接受並且理解其課

程內容？ 

（二）學生對於本次研究的專題課程安排，以及授課方式是否能夠接受？ 

（三）學生是否能夠瞭解對於「信賴區間」學習的價值，以解讀相關資訊？ 

（四）學生對於高中數學課程中的「非統計類數學課程」與「統計類數學課程」在學

習上的喜好及難易程度如何？而在高中統計類數學課程中，學生對於哪些單元

較有興趣？ 
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1.3 研究範圍與限制 

一、 研究範圍 

本研究之研究範圍（即抽樣的母群體）為一所國立的女子高中，屬小型學校（總

班級數為 33 班），取樣學生皆為女生。而本校入學基測 PR 值分佈廣泛（約 PR55 至

PR99），每次期中考數學成績除特殊班級（即非本校數理資優班、語文資優班，及美術

班）外，普通班平均依考題難易度成績約為 50 分至 65 分之範圍變動，而本次研究對

象為高二及高三普通班學生。 

二、取樣方法 

本研究之取樣學生為高二及高三學生，唯採學生自願式報名參加，共計高二學生

43 人，其中自然組學生 21 人，社會組學生 13 人；高三學生 23 人，其中自然組 12 人，

社會組學生 11 人。取樣人數不算多，僅能代表某部份的研究狀況。不過就這些取樣學

生而言，若以高中前四學期數學成績平均作為其在數學方面的學習成就之依據，則取

樣學生成績尚屬常態分佈。 

三、上課時間之限制 

本研究高二學生與高三學生上課時間不一致，高二學生為利用週末上課，每次 2

至 3 個小時；高三學生則利用平日學校上課時間上課，每次 2 節課，每節課 50 分鐘。

兩個年級總授課時數皆為 7 小時左右。 

四、課程範圍 

本研究之課程內容雖依據高中數學課程綱要所編撰，但本次研究課程屬一專題型

課程的完整規劃，其課程內容及範圍較現行高中此部分的課程內容廣泛，且對於講授

的方式也不同於一般數學課程授課方式。 

五、結論適用範圍 

本研究之取樣方法採自願且取樣人數不多，課程內容與授課型態為筆者針對本次

研究所設計，故本研究之研究結果未必能推論到所有高中數學一般性課程。 
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2 本研究的課程規劃與本研究的課程規劃與本研究的課程規劃與本研究的課程規劃與教材教材教材教材討論討論討論討論 

2.1 「信賴區間」在課綱及課程上的規劃 

一、「信賴區間」在 95 暫綱與 99 課綱上的課程規劃差異 

信賴區間這個主題在 95 暫綱才正式出現，繼課綱的修訂後，99 課綱仍保留了這個

在當時討論相當熱烈的主題，這無非是因為在生活上，這一主題仍然具有相當大的實

用性。不過 95 暫綱和 99 課綱的信賴區間介紹的模式卻是有些許不同的。 

表 2.1.1  95 課綱機率與統計的課程規劃表 

主題 機率與統計（Ⅰ） 

冊別 章節 內容重點說明 

第 

四 

冊 

︵ 

高 

二 

必 

修 

︶ 

3-1 事件與集合 
(1) 集合簡介。 

(2) 樣本空間與事件。 

3-2 機率的性質 
(1) 拉普拉斯古典機率。 

(2) 機率的性質 

3-3 數學期望值 (1) 數學期望值。 

3-4 統計資料的來源 

(1) 觀測研究、抽樣調查、實驗。 

(2) 介紹及使用亂數表。 

(3) 抽樣調查法：簡單隨機抽樣、系統抽樣、分

層抽樣、部落抽樣。 

3-5 分析一維數據 

(1) 統計圖表編製。 

(2) 數據集中趨勢：眾數、中位數、算術平均數。 

(3) 數據離散趨勢：全距、四分位距、標準差。 

(4) 整合集中與離散趨勢，以瞭解數據的全貌。 

3-6 信賴區間與信心

水準的解讀 

(1) 常態分配及 68-95-99.7 規律。 

(2) 信賴區間與信心水準的解讀。 

* 僅需處理二元資料，不必引進機率模型。 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

6 
 

主題 機率與統計（Ⅱ） 

冊別 章節 內容重點說明 

第 

五 

冊 

︵ 

高 

三 

選 

修 

︶ 

1-1 獨立事件、條件機

率與貝氏定理 

(1) 獨立事件 

(2) 條件機率與貝氏定理 

1-2 數學期望值與二

項分配 

(1) 伯努利試驗與二項分配的機率 

(2) 二項分配的期望值與標準差 

1-3 交叉分析 *  僅談兩個變數的情形，需與條件機率結合。 

1-4 分析二維數據 

(1) 散佈圖 

(2) 相關係數 

(3) 迴歸直線與最小平方法 

首先，95 暫綱中「信賴區間與信心水準的解讀」放在必修數學第四冊的第三章（機

率與統計Ⅰ），從集合、拉普拉斯古典機率一路引進後，加入大量的統計資料來源與資

料分析（一維數據），並將信賴區間獨立成一節，置於此單元末端，且課綱中強調不陳

述機率模型，並從課本中可發現避掉大數法則與中央極限定理的名詞出現（99 課綱則

為提出名詞，亦無深入討論），直接給定公式及使用說明。感覺上顯得只是特地加入這

個單元讓高中數學多些生活應用，而非經過周延思考後的教學規劃。 

在 95 暫綱中，除了避掉機率理論和統計學的基礎的大數法則與中央極限定理外，

直接利用突如其來的常態分佈的經驗法則來接續信賴區間的公式。也因並未將常態分

布與信賴區間背後的二項分佈關係作聯結，因此看起來像是兩個毫不相關的小單元。

針對這一部分（亦即常態分佈與二項分佈的結合，或信賴區間的結合），在高三選修數

學上冊的機率與統計Ⅱ的課程裡才出現。 

因此，99 課綱中，除了大改 95 暫綱課程綱要的順序與規劃外，對於「信賴區間與

信心水準的解讀」這個單元也重新審視。將機率的課程放在高一第二冊第二章中，而

統計課程的一維數據分析及二維數據分析則放在同冊的第四章內，加上同冊第三章的

條件機率與貝氏定理（含獨立事件），成為 99 課綱中機率與統計Ⅰ主題的課程內容。 
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高中數學在 99 課綱中特別注重教學上的螺旋式呼應，因此在第五冊選修數學上冊

作主題式的信賴區間全面探討，此時高三學生的先備知識中已有第二冊課程的平均

數、標準差，以及古典機率與獨立事件的學習經驗，便也不至於太陌生或混亂無章。 

而在教育部頒訂的《99 課綱指定科目考試數學甲、乙考科命題方向》一文中，對

於選修數學的數學甲與數學乙的命題方向分成一至三顆星1，也因此指定考試科目中數

學甲和乙命題重點也有所不同，例如「信賴區間」這個單元便在數學甲屬於一顆星非

命題重點內容，而數學乙則為三顆星的命題重點內容。 

下表 2.1.2 為 99 課綱中高中數學機率與統計的課程規劃。 

表 2.1.2  99 課綱機率與統計的課程規劃表 

主題 機率與統計（Ⅰ） 

冊別 章節 內容重點說明 

第 

二 

冊 

︵ 

高 

一 

必 

修 

︶ 

3-1 樣本空間與事件 (1) 樣本空間與事件 

3-2 機率的定義與性

質 
(1) 古典機率的定義與性質 

3-3 條件機率與貝氏

定理 

(1) 條件機率、貝氏定理 

(2) 獨立事件 

4-1 一維數據分析 
(1) 平均數、標準差 

(2) 數據標準化 

4-2 二維數據分析 

(1) 散佈圖 

(2) 相關係數 

(3) 最小平方法與迴歸直線 

*  可用計算工具操作，只談母體數據，不涉及抽樣。 

附錄：最小平方法 *  最小平方法的證明，不在命題範圍內。 

                                                 

1 標示「＊＊＊」的章節為各試題解題的主要概念；標示「＊＊」的章節不是主要的測驗範圍，但解題

時會用到此章節的基本概念或技巧；標示「＊」表示不在該考科的直接命題範圍內，但試題有多種解

法時，若用此章節的概念或技巧解題，仍可得分。 
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主題 機率與統計（Ⅱ） 

冊別 章節 內容重點說明 數甲 數乙 

第 

五 

冊 

︵ 

高 

三 

選 

修 

︶ 

1-1 隨機的意義 (1) 隨機的意義 

 

＊＊＊ 

 

＊＊＊ 

1-2 期 望 值 、 變 異

數、標準差 

(1) 期望值 

(2) 變異數與標準差 

1-3 獨立事件 (1) 獨立事件 

1-4 二項分佈 
(1) 重複試驗 

(2) 二項分佈、二項分佈的性質 

1-5 抽樣與統計推論 

(1) 抽樣方法：簡單隨機抽樣 

(2) 亂數表 

(3) 常態分佈 

(4) 信賴區間與信心水準的解讀 

＊ ＊＊＊ 

 

二、99 課綱中的「信賴區間」在選修數學甲、數學乙的差異 

筆者此次研究的主題「信賴區間」在 99 課綱的高中數學課程當中，是擺在選修數

學上冊（高三上學期），但雖然數學甲、數學乙皆有「信賴區間」此課程的內容規劃，

但是在參閱了《99 課綱指定科目考試數學甲、乙考科命題方向》後，便可明顯得知道

其規劃的主體架構雖然大致相同，但在數學甲與數學乙的在指定科目考試上的命題重

點則是不盡相同。 

對於「信賴區間及信心水準的解讀」的這個單元，數學甲屬於一顆星「＊」：為不

在該考科的直接命題範圍內，但試題有多種解法時，若用此章節的概念或技巧解題，

仍可得分。也就是說，雖然該課程在實際教學上會進行授課，但自然組學生在指考甲

的考題中，事實上是不必特地去處理「信賴區間及信心水準的解讀」的，勢必也就影

響了學生的準備考試上的讀書選擇，而在考試領導教學時，教學上面可能也就會避重

就輕的簡略帶過，對於自然組學生在此單元的學習上便可能有所忽略了。 

對於社會組學生而言，此單元在命題上屬三顆星「＊＊＊」的重點命題，也就是
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在指定考試科目上數學乙的命題上，「信賴區間」的命題是社會組考題中的主要解題概

念。也就因此對於高三學生而言，在「信賴區間」這個單元的學習取捨上，自然組學

生與社會組學生就有非常大的差異了。 

 

本節對於高中數學 95 課綱與 99 課綱中機率與統計的課程規劃，以及 99 課綱中數

學甲與數學乙的命題重點做了些討論，對於筆者本次研究中在對應現行課綱的規劃

下，針對已經學習過「信賴區間」課程的高三學生，以及尚未學習過「信賴區間」課

程的高二學生，參考現行高中數學各版本（龍騰版、翰林版、康熹版、南一版）的課

本及教師手冊，設計一套專題研究授課的課程教材，企圖能夠以一整個比較完備且延

續性的課程內容，從先備知識到「信賴區間」的主題內容皆能有完整的呈現。 

下節 2.2 便針對本研究設計的課程教材規劃探討說明之。 
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2.2 本研究課程教材的規劃 

一、課程教材名稱：「解讀民調：信賴區間的解讀」 

信賴區間的解讀，就現行高中生而言，最基本的就是用於解讀新聞媒體或報章雜

誌上的民調資訊。往往在選舉或者是重大議題上，皆有媒體進行民調，或許有些學生

曾經會好奇這些民調數據或資訊的取得來源或方法，因此這份教材的名稱開門見山就

告知學生教材的主旨就是要讓你學會民調資訊的基本解讀。 

為了讓解讀民調更為親近學生的記憶，於是我們在教材封面上提供一則遠見民調

中心的一篇民調資訊，並於課程結束後重新請學生解讀這則民調。此外我們也提供遠

見網路此則民調的出處，讓學生能夠上網去獲得更多關於這個民調的細部資訊。 

 

二、課程教材的規劃與簡介 

本研究的教材依據 99 課綱的數學課程作為規劃，唯因以專題方式介紹此「信賴區

間」的單元，由於（高二）學生已有的先備知識中，在統計上僅有平均數與標準差的

一維數據統計分析概念，在機率上則僅有古典機率及其延伸出的獨立事件，因此在建

構教材時為須顧及學生的學習狀況，從隨機談起後，將高一數據分析中的平均數與標

準差和此次的期望值、變異數與標準差做連結，使其感受較能貼近。為了希望學生們

對於期望值這個數學概念有較貼切的平實感，並且與平均數做出區分，因此並沒有做

太多機率上的期望值計算，多為建構價值觀念，並由生活上的實例去做結合，例如統

一發票的期望值的計算（學生沒有親自做計算，只是直接呈現計算流程），似乎反而能

夠更深刻得到期望值數學上的概念。 
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至於二項分佈與常態分佈這兩種主要機率模型的介紹，除了重新建構基礎概念

外，也針對此兩種機率模型是做一些必要性的計算及演練，但因本研究的主題為「信

賴區間」，所以對於此二個屬於「信賴區間」先備知識的機率模型而言，在此也不會做

過多偏頗的題目練習，僅強調能知曉性質並使用公式即可，藉由瞭解這兩種機率模型

的大致概念下，再利用圖形的呈現來解讀表達出離散型與連續型的不同機率模型概

念，並在此多些強調與區隔。 

而建構信賴區間之前，最基礎的理論基礎為大數法則與中央極限定理，這個部分

在一般高中教科書或課本會避重就輕的帶過，但在此份課程教材中則是稍有著墨，雖

然並沒有深刻介紹其理論，但對其主要理論的概念及取樣過程，利用實際取樣解釋流

程，以圖形呈現出感受，作為兩個理論的解讀，雖然仍然會有些許抽象，但相對而言，

學生們應該已能稍微知道這兩個理論的架構。 

當具備了大數法則與中央極限定理的理論基礎後，接著則討論如何將離散型的二

項分佈與連續型的常態分佈做近似的結合。這個近似的過程，在一般教科書中似乎有

些過於理所當然，而在此份教材當中，則分成兩個角度去陳述，一個是理論型的數學

式子上的近似推導過程，另一個則是以圖形來解讀這個近似的過程。通常以圖形來呈

現的近似過程，普遍是可以得到更強烈的感受外，因此也對於圖形的近似過程做出更

細部的說明與討論，便不同於目前教科書中較為簡易的陳述方式。 

最後，進入本次課程的主題「信賴區間」。在具備了前面七章的先備知識建構下，

信賴區間才能更為順遂的解讀。而信賴區間在高中數學教科書內，普遍著重於計算，

而此份課程教材中除了強調公式的解讀與計算外，也加深了更多信賴區間中概念性意

涵的傳達，並且根據各個可能影響信賴區間的因素做出討論與比較，這是一般教科書

上面比較少的討論。此外也在課程教材中針對實務面來討論實際進行民調時，其抽樣

人數的估算，以避免將信賴區間流於公式的使用而已。在整個課程內容結束後，實際

執行投擲硬幣的試驗活動，除了學生可已直接親自使用公式計算出信賴區間，更可以

藉此討論信賴區間與信心水準的真實理論下的實行。 

根據課程教材的章節規劃、頁數篇幅，以及預計授課時數，表列於下表 2.2.1。 
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表 2.2.1  本研究課程教材的章節規劃表 

章節名稱 頁數篇幅 預計授課時數 

1 隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數 

1.1 隨機現象 

1.2 隨機變數的機率分佈 

3 頁 

（第 1 頁至第 3 頁） 
0.5 小時 

2 期望值期望值期望值期望值、、、、變異數與標準差變異數與標準差變異數與標準差變異數與標準差 

2.1 期望值 

2.2 變異數與標準差 

2.3 期望值與變異數的性質（選讀） 

7 頁 

（第 4 頁至第 10 頁） 
1 小時 

3 二項分二項分二項分二項分佈佈佈佈 

3.1   二項分佈的機率模型 

3.2   二項分佈的期望值與變異數 

3.3   二項分佈的機率分佈圖 

8 頁 

（第 11 頁至第 18 頁） 
1 小時 

4 常態分常態分常態分常態分佈佈佈佈 

4.1   常態分佈的機率模型及其性質 

4.2   標準常態分佈 

5 頁 

（第 19 頁至第 23 頁） 
1 小時 

5 大數法則與中央極限定理大數法則與中央極限定理大數法則與中央極限定理大數法則與中央極限定理 

5.1 大數法則 

5.2 中央極限定理 

5 頁 

（第 24 頁至第 29 頁） 

1.5 小時 

6 二項分二項分二項分二項分佈佈佈佈近似常態分近似常態分近似常態分近似常態分佈佈佈佈 

6.1 二項分佈近似常態分佈 

6.2 二項分佈近似常態分佈的圖形解讀 

6 頁 

（第 30 頁至第 37 頁） 

7 信賴區間信賴區間信賴區間信賴區間的解讀的解讀的解讀的解讀 

7.1  信賴區間與信心水準 

7.2  抽樣樣本數的估算 

12 頁 

（第 38 頁至第 49 頁） 
2 小時 

合計合計合計合計 49 頁（不含封面） 7 小時 
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三、課程教材特色 

（一）課程教材具延續性及完備性。 

這是一份完整的教材，從最基本的先備知識開始慢慢建構，且對於先備知

識中的內容僅介紹需求性的部分，不做刁鑽的例題演練。由各個章節依序研讀

並連結，基本上可以得到一個具完備性的數學架構。 

但這也並不會是一份非常簡易的教材，雖然教材內容的文字敘述已經力求

白話、簡潔，畢竟這個主題「信賴區間」的先備知識與理論基礎是具有數學性

的，因此若要教材內容能夠適應所有學生，恐怕還是會有些難度存在。 

（二）課程教材強調概念的理解，並提供適當範例演練。 

除正常的課程理論之外，課程教材中亦著重概念的澄清，因此會有文字篇

幅來解釋數學背後的意涵，以及圖形呈現背後的一些概念上的解讀。 

（三）課程教材利用圖形呈現來解讀數學理論。 

圖形的呈現對於學習者而言是比較有記憶點的，因此對於複雜的數學式子

皆盡量簡要陳述或選讀。在一些理論過程的比較時，採用圖形上的比較，更能

容易明白其間的差異性。並於圖形呈現後再加入文字的敘述，以簡化探討理論

過程的繁複。 

（四）課程教材內容也提供自行選讀內容，可依照需求性研讀。 

因為本課程教材著重概念性的理解，因此對於絕大多數的證明過程，皆不

強調，但為保持數學的嚴謹性仍於教材內提供證明過程，唯以虛框標示出來，

表示此範圍為選讀內容，由學習者依照個人學習需求進行選讀。至於部分非本

研究主要探討內容的範例演練，亦以同樣方式處理，避免離題過遠。 

 

此份課程教材雖設計為專題形式，因此教材內容並非全然簡易，但筆者盡力以白

話且仔細的解釋，力求能夠清楚明白。現針對課程教材中的部分內容於 2.3 節內進一步

做說明。 
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2.3 本研究課程教材內容的重點討論 

編撰課程教材的時候，參酌了各版本的教科書與教師手冊，以課綱為規劃基礎，

進而延伸理論基礎，並詳加細說，其完整內容請見附錄一。以下僅針對本研究課程教

材比較不同於教科書的呈現方式或內容的部分，簡要的分成幾個主題敘述如下。 

一、大數法則 

（一）以實際例子來感受大數法則（以及期望值） 

投擲一枚公正的硬幣，我們可以知道其出現正面的理論機率值為 0.5。但在

做實際投擲試驗的時候，投擲 2 次，不一定剛好 1 正 1 反；投擲 10 次，也不一

定恰巧一定 5 正 5 反，那我們還可以宣稱這枚硬幣是公正的硬幣嗎？ 

在十八世紀法國科學家 Buffon 做投擲硬幣試驗，他投擲了 4040 次，其中

正面出現了 2048 次，即出現正面的相對頻率（次數）為
1048

0.5069
4040

≈ ；英國

統計學家 Karl Pearson 也做硬幣試驗，投擲 12000 次，得 6019 次正面，即出現

正面的相對頻率（次數）為
6019

0.5016
12000

≈ ；他繼續做另一次試驗，在 24000

次中得 12012 次正面，其即出現正面的相對頻率（次數）為
12012

0.5005
24000

≈ 。 

我們可以由上述的實驗發現：當我們投擲的次數越多次，則硬幣出現正面

的機率就會越接近期望值 0.5，這就是所謂的大數法則。 

（二）以組圖的圖形呈現大數法則 

將上述投擲公正銅板的問題，依不同的投擲次數 n，呈現在組圖 2.3.1 的六

個圖形當中，當投擲硬幣的次數 n愈大，則其成功比例 X 愈聚集在 0.5p = 的附

近。甚至當 10000n = 時，機率直方圖已經呈現針狀聚集在 0.5p = 附近。這便也

可以感受到大數量 n的大數法則。 
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圖 2.3.1  不同參數 n的二項分佈機率圖 

而且透過圖 2.3.1 的六個圖形來說明投擲公正銅板的情況，除了可以更清楚

呈現大數法則的原理，而透過講解圖形橫軸的改變，即橫軸原本是成功次數 X，

在此圖組中的橫軸已為成功比例
X

X
n

= ，其中 n為投擲次數。從圖形的橫軸改

變也可稍稍陳述大數法則本身的定理敘述。 

【大數法則】 

設 1X 、 2X 、…、 nX 為隨機變數。如果 1X 、 2X 、…、 nX 彼此互相獨立，

並且它們有相同的機率密度函數，則我們稱這些隨機變數是獨立且來自相

同分佈。現假設隨機變數 1X 、 2X 、…、 nX 是獨立且來自相同分佈的隨機

變數，且其期望值 ( )E Xµ = 存在。令
1

n

n k

k

S X
=

=∑ 是所有 kX 的和，則當 n 足

夠大時，平均值 nSX
n

= 會接近於期望值 µ。 

因此，在二項分佈的機率模型假定之下，假設每一次試驗成功之機率為 p

（即期望值），且試驗與試驗之間相互獨立。現重複該試驗 n次，若 n次試驗中

有 k次成功（
1

n

n k

k

k S X
=

= =∑ ， kX = 1 或 0，其中 1 表示成功，0 表示失敗），則

事件成功的相對頻率
k

X
n

= ，那麼在n足夠大時，這個相對頻率
k

X
n

= 就趨近於

期望值 p。 
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二、中央極限定理 

（一）利用組圖的圖形呈現結合大數法則與中央極限定理 

事實上，在上圖 2.3.1 中的六個機率直方圖裡，其實六個圖形的縱軸刻度單

位是不相同。若將其刻度調成一樣，如下圖 2.3.2 縱軸最高機率值皆調整為 0.3。 
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圖 2.3.2  不同參數 n的二項分佈機率圖（調整縱軸最高刻度為 0.3） 

這六個圖形隨著 n愈來愈大，機率直方圖高度愈來愈小，如在 10000n = 時，

甚至快變成一個點了。這是因為投擲次數 n愈大時，得到橫軸的成功比例 X 的

取值也愈來愈多，且此時每個取值
X

X
n

= 的機率值也都近乎 0（或極低）。 

圖 2.3.2 中的圖形隨著 n的增加而愈來愈小，若能想像將圖形局部放大，這

六個圖形便能隱隱約約的感受到其長相似乎跟鐘形的對稱分佈非常相似。前述

現象透過文字敘述便能得出中央極限定理，而這個愈來愈小的圖形，藉由標準

化的過程來達到局部放大的目的，便也是中央極限定理比較精確的定理內容了。 

【中央極限定理】 

當從平均數為 µ，標準差為σ 的母體中，隨機地抽取n個獨立樣本 1X 、 2X 、

⋯、 nX ，當樣本數樣本數樣本數樣本數n夠大時，其樣本平均 1 2 nX X X
X

n

+ + +
=

⋯
減掉母體平

均數µ ，再除以標準差
n

σ
後的機率分佈，將會趨近一平均數為0，標準差

為1的標準常態分佈 ( 0 ,1 )N 。 
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（二）以流程圖與文字敘述解讀中央極限定理 

中央極限定理對於高中生（甚至大學生）而言仍可能過於抽象。因此我們

進一步使用抽樣的流程圖 2.3.3 和圖 2.3.4 來做解讀及說明，並搭配已知數值來

解釋中央極限定理的形成過程。 

 

圖 2.3.3  中央極限定理抽樣流程圖（一） 

 

 

圖 2.3.4  中央極限定理抽樣流程圖（二） 

中央極限定理可以說明如下：若自某母體做隨機抽樣，第 1 次抽樣抽取

50n = 個樣本數，即抽取出 1X 、 2X 、…、 50X ，得第 1 個樣本平均數

1 2 50
1

50

X X X
X

+ + +
=

⋯
，再將這 50 個樣本放回。若我們重複這樣的抽樣過程

10000i = 次，便可得到 1X 、 2X 、⋯、 10000X ，利用這 10000 個樣本平均數可

畫出 X 的機率直方圖，此即隨機變數 X 的抽樣分佈。 

母體分佈母體分佈母體分佈母體分佈 

連續或離散型？ 

對稱或不對稱？ 

右偏或左偏？ 

單峰或多峰？ 

1X  

2X  

iX  

⋮  

母體母體母體母體資訊資訊資訊資訊 

 

母體數量為 N個 

母體平均數為µ  

母體標準差為σ  
⋮  

第第第第 1 次抽樣次抽樣次抽樣次抽樣：：：：抽取 n個樣本，得其樣本平均數 1X  

第第第第 2 次抽樣次抽樣次抽樣次抽樣：：：：抽取 n個樣本，得其樣本平均數 2X   

第第第第 i 次抽樣次抽樣次抽樣次抽樣：：：：抽取 n個樣本，得其樣本平均數 iX   

樣本樣本樣本樣本 X 的抽樣分佈近似常態分佈的抽樣分佈近似常態分佈的抽樣分佈近似常態分佈的抽樣分佈近似常態分佈 
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（三）統整中央極限定理的結論 

中央極限定理是統計學的基本定理，它的主旨在於說明樣本平均數的分佈

訊息。當抽取的樣本數 n 很大時，不管原來母體是什麼分佈，也不管母體資料

是連續型或離散型、是對稱或不對稱、是右偏或左偏，甚至是單峰或多峰都無

所謂，只要樣本數 n足夠大，則樣本平均數 X 相對次數直方圖（ X 的抽樣分佈）

會近似常態分佈，其中這個抽樣分佈 X 的平均數與原母體平均數相同，都是

µ ；但 X 的標準差則與原母體的標準差σ 不同，變成
n

σ
。 

因此，我們將隨機變數 X 的抽樣分佈，整理出以下的幾點性質： 

1. X 的平均數與原母體平均數相同，即 X 的期望值為µ 。 

2. X 的標準差為
n

σ
，與原母體的標準差σ 不同。 

3. X 的抽樣分佈會近似鐘形的常態分佈，即
2

~ ( , )X N
n

σ
µ 。 

4. 若將 X 標準化後，會近似標準常態分佈，即 ~ ( 0 ,1 )
X

N

n

µ
σ
−

。 

5. 抽樣的樣本數 n愈大，則 X 的標準差
n

σ
會愈小，則 X 會愈聚集在平均數 µ  

附近，即有愈多比例的 X 會集中在平均數 µ 附近。 

6. 中央極限定理告訴我們不管母體分佈的狀態如何，只要 n夠大，其抽樣分佈

會近似常態。只是若母體分佈愈接近鐘形，則所需樣本數 n較少，反之，母

體分佈本身即很不對稱時，那麼所需的抽樣樣本數 n愈多。 

三、二項分佈近似常態分佈的過程 

（一）數學性的式子的推導，輔以文字敘述說明 

對於只有成功和失敗二類的伯努利試驗而言，假定成功機率是 p，則每次

試驗獲得成功的期望值為 p，標準差為 (1 )p p− 。中央極限定理告訴我們，若

重複進行n次試驗，當試驗數 n 夠大時，樣本成功比率的分佈會趨近於平均數
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( )E X p= 及標準差為
(1 )

( )
p p

X
n

σ
−

= 的常態分佈。 

而上述隨機抽取 n個樣本的情況，基本上可以視同重複做伯努利試驗 n

次，因此當 n夠大時，隨機變數（亦即成功比例）
X

X
n

= 的機率分佈會近似於

常態分佈；經標準化
(1 )

X p

p p

n

−

−
後，便會近似於標準常態分佈 ( 0 ,1 )N ，即

~ ( 0 ,1 )
(1 )

X p
N

p p

n

−

−
，因此，可以繼續將其推衍得 

( 0 ,1 )
(1 ) (1 ) (1 )

X
p

X p X npn N
p p p p np p

n n

−− −
=

− − −
= ～  

也就是就成功機率為 p的伯努利試驗重複 n次獨立試驗，隨機變數 X為成

功次數的二項分佈，當 n 足夠大時，此二項分佈將會近似於平均數 npµ = ，樣

本標準差為 ( ) (1 )X np pσ = − 的常態分佈。而當 n 足夠大時，將二項分佈隨機

變數 X 標準化後，就會近似標準常態分佈 ( 0 ,1 )N ，這便是中央極限定理中比

較完備的敘述與使用。接著，便統整上述推導出來的成功次數 X 與成功比例 Y

兩種與二項分佈有關的隨機變數，並陳述其機率分佈近似常態分佈的性質： 

【成功「次數次數次數次數 X」的二項分佈與常態分佈】 

在參數是 ( , )n p 的二項分佈中（即重複進行成功機率為 p 的伯努利試驗 n

次），若以隨機變數 X  表示成功的次數，則 

（1） X 的期望值 ( )E X np= 。 

（2） X 的標準差 ( ) (1 )X np pσ = − 。 

（3）當 n足夠大時，將 X標準化後會近似標準常態分佈， 

即 ( 0 ,1 )
(1 )

X np
N

np p

−

−
～ 。 
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【成功「比例比例比例比例
X

Y
n

= 」的二項分佈與常態分佈】 

對於參數是 ( , )n p 的二項分佈，以隨機變數
X

Y
n

= 表示成功的比率，則 

（1）Y 的期望值 ( )E Y p= 。 

（2）Y 的標準差
(1 )

( )
p p

Y
n

σ
−

= 。 

（3）當 n足夠大時，將 Y 標準化後也會近似標準常態分佈， 

即 ( 0 ,1 )
(1 )

Y p
N

p p

n

−

−
～ 。 

（二）以圖形解讀二項分佈近似常態分佈 

事實上，中央極限定理的主要概念是陳述抽樣分佈在標準化以後將會近似

標準常態分佈 ( 0 ,1 )N 。而與二項分佈相關聯的隨機變數不論是成功次數 X 或

成功比率 Y，當 n 很大時皆會近似常態分佈；將它們標準化為 Z 後，則會近似

標準常態分佈。 

故將圖形進行標準化的動作，也就是將圖 2.3.2 的六個圖形標準化後，便可

以得到圖 2.3.5，另標註上標準常態分佈曲線。從組圖得知，當 n愈大時，其標

準化 Z的機率直方圖，確實愈來愈近似標準常態分佈曲線。 
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圖 2.3.5  二項分佈標準化後近似標準常態分佈 
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四、關於二項分佈近似常態分佈的標準化過程 

一般教科書中因為圖形的呈現能夠快速並且簡潔的理解各理論的概念，因此多半

都會採用圖示法的方式來說明中央極限定理的概念，然而對圖形本身並沒有進行確切

的討論。事實上，筆者在設計教材的過程中，也對於此部分內容有些困擾，因此覺得

既然以專題的方式呈現此部分，便也就把這些內容講得更清楚了。以下對於圖形標準

化的過程作以下的探討。 

（一）以隨機變數的取值討論 

1. 已知二項分配 X 的取值有 0、1、⋯、n，共 1n+ 個，則圖 2.3.1 與圖 2.3.2

中的
X

Y
n

= 便也有 0、
1

n
、⋯、1，共 1n+ 個取值，且應平均分散在橫軸上。

同理，當 Y 標準化後得
(1 )

Y p
Z

p p

n

−
=

−
亦應有 1n+ 個取值。可知若取值愈多，

則長條的寬度會愈小（即愈細），故當 10000n = 時其寬度已經細到無法呈現

長條，每個長條在肉眼觀察下頂多僅能看到一條條的細線，甚至密集成一片

黑色區域而已了。 

2. 在圖 2.3.5 中，看起來好像每個圖形長得非常類似，其實忽略掉了圖形標準

化以後的伸縮變化，因此橫軸已經不只是 0 到 1 之間了。也就是圖 2.3.5 中

的六個圖形呈現範圍是固定在橫軸的 ( 4, 4)Z ∈ − ，對於標準化後的圖形，便

只是局部呈現而已。而教科書上通常並不會加以解釋，容易形成誤解。 

3. 現以 100n = 為例， 0

0 0.5
10

0.5 0.5

100

YZ =

−
= = −

×
， 1

1 0.5
10

0.5 0.5

100

YZ =

−
= =

×
，其標準

化後的圖形全貌應如圖 2.3.6 所示。在 ( 10, 4) (4,10)Z ∈ − − ∪ 這個區域，仍有

Z的取值存在，只是其出現的機率值極低罷了，但教科書上的圖形會忽略掉

這些區域並未加以解釋，使得學生會以為所有標準化以後圖形皆為完全相同

的，而常態分佈無限延伸的概念便也消弭掉了。 
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圖 2.3.6  二項分佈的標準化後的圖形全貌（ 100n = ） 

（二）以機率的角度作討論 

1. 由於二項分佈是一離散型的隨機變數，我們探討的是點的機率值；而常態分

佈卻是一連續型的隨機變數，它的點是沒有機率值的，因此才需要藉由區間

內所對應的曲線下面積來定義其機率。現在中央極限定理將離散的二項分佈

以連續型的常態分佈來近似時，便必須以這些長條的區間面積來討論。例

如：以 10n = 的標準化前 X與標準化後 Z的圖形來說明。 
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圖 2.3.7(a)  10n = 的隨機變數 X         圖 2.3.7(b) 10n = 的隨機變數 Z 

（1） 圖 2.3.7(a)中 隨 機 變 數 X 的 以 離 散 型 方 式 計 算 其 機 率 總 和 ：

0.0010+0.0098+0.0439+0.1172+0.2051+0.2461+0.2051+0.1172+0.0439+0

.0098+0.0010=1.0001， 

而隨機變數的各取值的機率總和應維持為 1，此處總和 1.0001，其實是

因為取四位小數的近似值，在四捨五入後所產生的些微誤差，所以總

和應仍為 1 沒有問題。 

（2） 而圖 2.3.7(b)中隨機變數 Z所對應的長條分別來自隨機變數 X，而隨機

變數 Z各取值的標準常態分佈機率值（即圖上標準常態曲線上 ◆ 的機
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率值）與長條的高度是很接近，現若以標準常態分佈曲線上各取值的

機率，以離散型方式計算其總和為 

0.0027+0.0163+0.0659+0.1793+0.3266+0.3989+0.3266+0.1793+0.0659+

0.0163+0.0027=1.5805 

此處的 1.5805，究竟又是出了什麼問題？便是可以深入探討的問題。 

2. 事實上，因 X本身為離散型隨機變數，直接做機率的加總是不會有問題的。

而隨機變數 Z 為近似連續型的標準常態分佈，對於單一的點機率值是無意

義的，也就是
10 0.5

( ) ( ) ( )
10 0.5 (1 0.5)

i
i i

X
P Z P f Z

− ×
= ≠

× × −
，其中 f為標準常態分配

的機率密度函數，因此將 ( )if Z 視為 ( )iP Z 並直接做加總當然會出問題。 

3. 因此，以連續型的常態分佈區間面積表示其機率作以下討論： 

（1） 已知 X為離散型的隨機變數，其實可以令其每個長條的區間寬度為 1，

則其各長條的面積便可表示其各取值的機率，因此總機率為所有長條

的面積的加總，其值為 1。 

（2） 現假設離散型的二項隨機變數 X k= 時其機率值為 ( )P X k= ，則每一個

長條的上界為 0.5X k= +上界 ，下界為 0.5X k= −下界 ，其中 k 為隨機變

數為二項分佈的成功次數，故區間寬度為 1，因此，這個長條內區間面

積為 ( 0.5 0.5) ( ) 1P k X k P X k− ≤ ≤ + = = × 。 

（3） 若將 X上界 與 X下界 經標準化
X

Z
µ

σ
−

= 後，得
( 0.5)k

Z
µ

σ
+ −

=上界 ，

( 0.5)k
Z

µ
σ

− −
=下界 ，所得標準化 Z 後的每個長條的區間寬度變為

( 0.5) ( 0.5) 1 1

(1 )

X X
Z Z

np p

µ µ
σ σ σ

+ − − −
− = − = =

−
上界 下界 。 

（4） 因為離散型的隨機變數標準化的前、後其機率值是不會改變的，也就

是 長 條 的 區 間 面 積 是 不 會 改 變 的 ， 即 每 個 長 條 的 區 間 面 積

( Z ) ( 0.5 0.5) ( )P Z Z P k X k P X k≤ ≤ = − ≤ ≤ + = =下界 上界 。 

（5） 又承（3），標準化後長條的區間寬度改變，因此，其區間高度將變為
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( )
(1 ) ( )

1

(1 )

P X k
np p P X k

np p

=
= = − ⋅ =

−

長條區間面積

寬度
，便不會是近似的

常態分佈所對應的機率值了。 

4. 以下我們用 10n = 來具體的說明上述一般化的情形描述，可能較易理解。 
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0
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圖 2.3.8(a)  10n = 的隨機變數 X          圖 2.3.8(b) 10n = 的隨機變數 Z 

（1） 在圖 2.3.8 (a)中， ( 5) (4.5 5.5) 0.2461P X P X= = ≤ ≤ = ，即以寬度為 1

（ 5.5 4.5= − ）， 高 度 為 0.2461 的 區 間 面 積 為 0.2461。 當 X 以

10 0.5µ = × ， 10 0.5 (1 0.5)σ = × × − 的標準化後，得到圖 2.3.8(b)中的對

應區間為
4.5 5.5Xµ µ µ
σ σ σ
− − −

≤ ≤ ，即 0.31623 0.31623Z− ≤ ≤ 。 

（2） 因此圖 2.3.8(b)的區間寬度變為0.31623 ( 0.31623) 0.63246− − = ，但離散

形的長條標準化過程是不會改變機率值（區間面積），也就是保持

( 0.31623 0.31623) (4.5 5.5) 0.2461P Z P X− ≤ ≤ = ≤ ≤ = ，故圖 2.3.8(b)中

的對應長條的區間高度應變為
0.2461

0.3891
0.63246

≈ 。 

（3） 而此值 0.3891 與圖 2.3.8 (b)中常態分佈曲線的對應高度大致相當（實

際上，在標準常態分佈的情況下， 0Z = 所對應的密度函數值為

0.3989；而由圖知，在 0Z = 時曲線高度確實比長條高度是高些的）。 

5. 透過上述的過程說明，便能解釋在標準化過後，何以其二項分佈的直方圖的

總面積總和仍能保持為 1，也等同於其近似的標準常態分佈曲線下的面積。

（ 實 際 上 ， 若 將 先 前 利 用 ( )if Z 加 總 所 得 到 的 總 和 1.5805 乘 以
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0.63246
1 1

(1 ) 10 0.5 0.5np p
= =

− ⋅ ⋅
，便可以得到 0.9996，這基本上就等同

於 1 了）在此以 10n = 做說明所得機率總和便滿接近 1 了，若 n愈大，則近

似的效果便會愈發明顯（而將標準常態分佈曲線同時畫在標準化後的二項分

佈機率直方圖上也是可以得到這樣的感受，即圖 2.3.5）。 

四、信賴區間與信心水準的解讀 

若對於中央極限定理與二項分佈近似常態分佈的過程能夠有比較清楚的了解，那

在信賴區間的解讀上便會相對容易了。但信心水準卻總是會與機率的概念混淆，因此，

課程教材當中對於許多概念性上的解讀也都會特別提出來。至於這部分的課程設計比

較特別的是藉由透過實際投擲硬幣的實驗過程來作信賴區間的計算與信心水準的解讀

與比較。 

實驗設計的目的是除了可以讓學生真實的直接使用信賴區間公式作為練習，並當

下能夠檢驗答案是否正確，等於直接確認學生是否能夠學會信賴區間的程序性解題。

而在食記實驗的投擲體驗過程中，確實可以增加記憶點，並且能夠藉由實體數字演練，

以及體會每個人投擲（每次投擲）的結果均有可能不同，並且討論信心水準並非一種

機率的概念，這對於解釋不同信心水準的意義，以及不同信心水準所得到的信賴區間

的寬度，都能夠馬上獲得相當大的體悟。 

關於投擲硬幣 25 次的實驗流程，以下圖 2.3.9 呈現。 
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圖 2.3.9  投擲硬幣試驗的流程圖 

 

 

 

每個人實際投擲一枚硬幣 25 次 

實際計算出現正面的次數 

換算成出現正面的成功比例 

A 生投擲 25 次中得 10 次正面 

出現正面的比例為 0.4 

動筆計算 95%的信賴區間 95%的信賴區間為[ 0.204 , 0.596 ]  

是否包含正面機率期望值 0.5 

統計所有包含 0.5 的人數 

A 生的信賴區間包含 0.5 

計算包含到 0.5 的人數比率 

提供投擲 25 次硬幣的一個 95%信賴區間 

解釋 95%信心水準的意思 

重新計算 68%的信賴區間，並比較 68%區間寬度與 95%的區間寬度 

統計包含 0.5 的人數計算其比率，比較 68%與 95%信心水準的實質意義 
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3 研究方法研究方法研究方法研究方法 

本章共分四節，第一節為研究對象，第二節為研究架構，第三節為研究設計與流

程，第四節為資料分析；以此四個小節對於本研究之設計方法做出簡介與說明。 

3.1 研究對象 

參與本研究對象為某國立女子高級中學學生，分成高二與高三學生各 34 人及 23

人，其中高二自然組學生 21 人，社會組 13 人；高三自然組學生 12 人，社會組 11 人。

將研究對象列表整理如下： 

表 3.1.1  研究學生分類統計表 

 自然組 社會組 小計 

高二 21 13 34 

高三 12 11 23 

小計 33 24 57 

本研究中的高二、高三學生來源皆屬自願參與本研究者。高二學生為現任授課班

級中的自然組和社會組各一班的學生，採學生自願參加；而高三學生則為其高一時期

由筆者所任教之授課班級學生。本次主要授課時程為五月底至六月初，為不影響高三

指考學生，由已錄取大學之學生自願參加。也因學生採自願性參加本次研究，因此結

論僅作來筆者參考之用，並無法推論至本校學生，甚至全國學生。 

而對於高中數學課綱，本次研究主題「信賴區間」這個單元規劃於高三上學期的

選修課程內，因此，對於高二學生而言是尚未學習過的課程內容，而高三學生則是已

經學習過所有課綱內規劃的「信賴區間」課程相關內容。 

茲將進行前測及課程授課之前，研究對象中高二學生及高三學生的學習狀態，列

表陳述於下表 3-1.3。 
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表 3.1.2  研究學生前測前學習狀態說明表 

年級 組別 人數 研究對象狀態說明 

高二 

自然組 21 

1. 自願參加。 

2. 現任導師班及任課班學生。 

3. 尚未學習過此研究之單元。 

4. 提供課程教材自行研讀後進行前測。 

社會組 13 

1. 自願參加。 

2. 現任任課班學生。 

3. 尚未學習過此研究之單元。 

4. 提供課程教材自行研讀後進行前測。 

高三 

自然組 12 

1. 自願參加。 

2. 非現任任課班學生，但為學生高一時期的導師

班或任課班學生。 

3. 已錄取大學之準大學生。 

4. 已學習過此研究之單元。 

社會組 11 

對於這些自願參與這次研究的學生，首先筆者以學生高一、高二共四學期數學科

成績作為此批學生教學前的數學學習成就概況，並將數學學習成就概況分為高分群、

中分群、低分群；其中高分群為數學四學期平均 80 分（含）以上者，中分群為數學四

學期平均 70 分（含）至 80 分（不含）者，低分群為數學四學期平均 70 分（不含）以

下者。 

若以高中前四學期數學平均成績作為依據，則高二平均成績的高分群、中分群與

低分群的學生依序有 7 人、16 人、11 人，而高三平均成績的高分群、中分群與低分群

人數則依序有 6 人、9 人、8 人；若所有高二及高三學生合併後分為高分群、中分群、

低分群，人數則依序有 13、25、19 人。 

茲將研究學生分群的資訊整理如下表 3-1.2。 
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表 3.1.3  研究學生數學學習概況分群表 

研究學生 高二 高三 

小計 

分群類別 自然組 社會組 自然組 社會組 

高分群 5 2 6 0 13 

中分群 8 8 3 6 25 

低分群 8 3 3 5 19 

小計 21 13 12 11 57 

註：分群方法為研究對象高中四個學期的數學成績平均，高分群為平均 80 分以上，中分群為平均 70

至 80 分，低分群為平均 60 分以下。 

從上表 3-1.2 中可看出來，僅高三社會組學生中成績高分群人數為 0 人，但高三社

會組的成績中分群人數稍多。因此，此研究之研究學生雖皆為自願參加，但對於數學

科的學習成就而言，並沒有某一成績分群學生特別集中的狀況。 

現將高二學生與高三學生的四學期數學平均成績以成績次數分配直方圖、成績概

略分佈圖與盒狀圖呈現，如圖 3.1.1。而高二自然組與高二社會組的四學期數學平均成

績以成績次數分配直方圖、成績概略分佈圖與盒狀圖呈現，如圖 3.1.2。 

 

圖 3.1.1  高二學生與高三學生成績相關分佈圖 
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圖 3.1.2  高二自然組學生與高二社會組學生成績相關分佈圖 

由圖 3.1.1 與圖 3.1.2 可以看出來高二學生與高三學生成績分佈差異性不大，而高

二自然組與高二社會組學生的成績分佈大致而言其差異性不大，唯本次研究中高二社

會組人數是相對少的。由圖形分佈看出研究學生的學前數學學習成就大致相同，也就

是我們將視同二、三年級，以及高二自然組與社會組學生之數學學習狀況整體而言是

大致沒差異的前提，進行本研究的學習成效探討。 
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3.2 研究架構 

本次研究對象為高二與高三兩個年級的學生，但因高中數學 99 課綱中，對於「信

賴區間」這個單元是規劃在高三上學期的機率與統計（Ⅱ）的主題內，因此在本研究

進行的時程裡，高二的學生尚未習得過此課程的內容，而高三學生則已經由學校授課

習得。因此，於研究面上試圖比較高二與高三學生在學習成效上的異同，因此筆者設

計編撰一套課程講義，由高二學生以自學的方式自我學習後，進行前測，並以評估自

學課程教材的可行性。 

而本次研究的主要探討主軸是高中學生對於「信賴區間」單元的學習成就，因此

由筆者設計前測與後測試題，分別對高二（其中高二學生尚分成自然組與社會組）、高

三學生進行測驗，並且對於測驗後進行相關統計檢定，以下針對相關的統計分析做分

項逐步說明： 

一、對於高三學生的進行前測成績分析。 

因高三已學習過相關的「信賴區間」內容，因此以前測成績作為高三學生對

於「信賴區間」這個單元的延宕測驗成績，判斷高三學生是否能夠吸收或內化信

賴區間的內容。 

二、分別就高二學生與高三學生的其前、後測成績進行成對獨立樣本的統計檢定；以

及高二與高三學生前、後測成績差異的統計檢定。 

高二學生與高三學生在筆者授課教學前與授課教學後，分別以他們前測與後

測成績做成對樣本的統計推論，依據統計資料判斷他們學習成效是否能夠有所改

變（進步），又這個改變（進步）的差異對於高二學生與高三學生是否相同。 

三、分別就高二自然組學生與高二社會組學生的其前、後測成績進行成對獨立樣本的

統計檢定；以及高二自然組與社會組學生前、後測成績差異的統計檢定。 

高二自然組學生與高二社會組學生在筆者授課教學前與授課教學後，分別以

他們前測與後測成績做成對樣本的統計推論，依據統計資料判斷他們學習成效是

否能夠有所改變（進步），又這個改變（進步）的差異對於高二自然組學生與高二

社會組學生是否相同。 
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四、若高二學生與高三學生的前測成績無顯著差異，進行其後測成績的推論統計；同

理，高二自然組學生與高二社會組學生也以此方法進行推論統計。 

因高二學生與高三學生的剛開始學習狀況是不同的（高三已經學過，高二則

為自學），因此若前測成績推論為無顯著差異，再進行後測的推論統計，依據統計

資料判斷是否因為不同年級而對於此單元的學習而有不同。 

而高二自然組學生與高二社會組學生雖皆為自學，但可能因本身對數學的學

習狀況即有差異，因此若前測成績推論為無顯著差異，再進行後測的推論統計，

依據統計資料判斷是否因為不同組別而對於此單元的學習而有不同。 

除了上述對於學習成效的統計檢定與評估外，本次研究過程也於測驗後進行問調

查卷，請學生提供對於課程教材、授課方式、自身上課的狀況，與信賴區間的學習上

的意見，以提供筆者做問卷分析，藉此問卷得到所有研究學生之想法與意見外，並將

研究學生分成自然組與社會組兩組進行比例差的信賴區間推論分析，用以評估自然組

與社會組學生在此次研究之課程的學習，其看法是否一致。 

此外，同此問卷亦向研究學生詢問關於高中課程中的非統計類數學課程與統計類

數學課程的喜好，以及最喜歡高中統計課程中的哪個單元，勾選外並陳述文字意見的

敘述，以提供本研究之問卷中描述性的陳述。 

針對上述的研究架構與規劃流程，以研究架構圖 3.2.1 呈現。 
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圖 3.2.1  研究架構圖 

 

 

 

 

 

高

二

學

生 

社

會

組 

自

然

組 

高

三

學

生 

高二自然組與社會組 

後測成績的推論統計 

自 然 組 前 測 、 後 測 

成 對成 對成 對成 對 成 績 的 統 計 推 論 

社 會 組 前 測 、 後 測 

成 對成 對成 對成 對 成 績 的 統 計 推 論 

自然組

與社會

組前、

後測成

績差異

的統計

推 論 

高 二 學 生 前 測 、 後 測 

成 對成 對成 對成 對 成 績 的 統 計 推 論 

高 二 與 高 三 學 生 

後測成績的統計推論 

高 三 學 生 前 測 、 後 測 

成 對成 對成 對成 對 成 績 的 統 計 推 論 

高二與

高三學

生前、

後測成

績差異

的統計

推 論 

前測成績無顯著差異 

 

前測成績無顯著差異 

前測成績前測成績前測成績前測成績    後測成績後測成績後測成績後測成績    成績的推論統計成績的推論統計成績的推論統計成績的推論統計    

問卷問卷問卷問卷問問問問題題題題的的的的敘述與敘述與敘述與敘述與推論統計推論統計推論統計推論統計    問卷填寫問卷填寫問卷填寫問卷填寫    

課程教材 

授課方式 

個人上課觀感 

信賴區間學習 

研究

過程

問題 

統計類與非統計類數學課程分類比較 

全體學生 比例 的敘述統計 

自然組與社會組 比例差 的推論統計 
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3.3 研究設計與流程 

本研究主要分成三個階段，分別為研究準備階段、研究執行階段與研究分析階段，

實施項目與程序簡列於表 3.1.1，並於其後依序介紹其流程與步驟。 

表 3.3.1  研究階段與研究項目實施表 

研究階段 實施項目 

研究準備階段 

1. 選定研究主題，並蒐集相關資料。 

2. 選定研究對象。 

3. 研究工具的編撰與調整。 

研究執行階段 

1. 進行數學學習成就測驗：前測。 

2. 進行實際授課教學。 

3. 進行數學學習成就測驗：後測。 

4. 進行前測與後測試題講解。 

5. 進行問卷填寫。 

研究分析階段 

1. 資料彙整與統計分析。 

2. 問題研究與討論。 

3. 撰寫論文。 

一、研究準備階段 

（一）確立研究主題，並蒐集相關資料。 

目前高中統計的課程內容有「一維數據的分析（平均數、標準差）」、「二維

數據的分析（相關係數與迴歸直線）」，以及「信賴區間」。而「信賴區間」這個

主題，自從 95 暫綱出現在高中數學課程後，對於它的論文研究便陸續開始有人

在探討。筆者由臺灣博碩士論文知識加值系統中，搜尋到關於高中職數學課程

中「信賴區間」的論文共有 8 筆。而 99 課綱的「信賴區間」規劃於第五冊（高

三），且數學教科書逐年編撰，因此於民國 101 年 8 月高三教科書才正式公布並
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提供使用，故按年份推斷，此 8 篇論文皆以 95 暫綱中的「信賴區間」作為論文

的討論主體。以下列表 3.3.2 呈現此 8 篇論文名稱及論文摘要。 

表 3.3.2  近年信賴區間的研究論文簡介 

項

次 

研究者 

（年份） 
論文名稱 論文摘要 備註 

1 

鍾彥源 

（2011） 

高中數學教師對於

信賴區間課程認知

之研究 

本研究旨在探討高中數學教師高中數學教師高中數學教師高中數學教師

在教學時所遇到的教學問題，並

期盼本研究提供教科書之參考。 

教師教

學現況 

2 

藍汎群 

（2011） 

高職生對信賴區間

與信心水準觀念之

量表編制與診斷探

討 

本研究旨在編製一份良好的高高高高

職學生職學生職學生職學生信賴區間與信心水準迷

失概念評估量表。 

學生學

習成效

評估 

3 

張玫玲

（2011） 

高中數學信賴區間

教材設計與學習成

效之研究 

設計一套以「信賴區間」為單元

的實驗教學實驗教學實驗教學實驗教學（（（（探究教學法探究教學法探究教學法探究教學法）））），比

較探究教學法與傳統教學法兩

者在教學成效之差異。 

教學法

探討 

4 

葉裕益 

（2010） 

高三學生在信賴區

間與其先備知識的

學習表現與錯誤認

知 

探索高三學生在信賴區間與其

先備知識（機率、二項分配、常

態分配、抽樣分配四個單元）的

學習表現學習表現學習表現學習表現和錯誤認知錯誤認知錯誤認知錯誤認知，以及該單

元在95暫綱中各版本教科書的教科書的教科書的教科書的

分析比較分析比較分析比較分析比較。 

教材比

較、 

學生學

習成效

評估 

5 

李宛臻 

（2010） 

桃園縣高中職數學

教師信賴區間學科

教學知識之研究 

透過問卷調查桃園縣高中桃園縣高中桃園縣高中桃園縣高中職教職教職教職教

師師師師對於信賴區間教材內容的認

知程度及教學現況。 

教師教

學現況 
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6 

陳建州 

（2010） 

高中數學中信賴區

間的問題導向之研

究 

探討「問題導向問題導向問題導向問題導向（（（（問題本位學問題本位學問題本位學問題本位學

習習習習））））」的學習法，在「信賴區間」

此單元的教學教學教學教學法法法法。（研究對象為廣

設科學生） 

教學法

探討 

7 

邱婉嘉

（2009） 

台灣與美國高中信

賴區間單元教材內

容之分析比較 

比較與分析台灣與美國教科書台灣與美國教科書台灣與美國教科書台灣與美國教科書

中信賴區間單元的教材內容。 

教材比

較 

8 

陳彥良 

（2006） 

電腦教學實驗運用

在高中數學統計單

元教學之研究－以

「大數法則」、「常

態分佈」及「信賴

區間」等單元為例 

比較採用「「「「電腦實驗教學電腦實驗教學電腦實驗教學電腦實驗教學」」」」與「傳

統講述式教學」於大數法則、常

態 分 佈 及 信 賴 區 間 之 學 習 成

效，並藉作為電腦實驗教學在高

中數學科實施之參考。 

教學法

探討 

從上面表列的資訊亦可知道這些論文除了以 95暫綱的信賴區間為探討主體

外，分別以教學法探討（如項次 3、6、8），教材比較（如項次 4、7），教師教

學現況（如項次 1、5），學生學習成效評估（如項次 2、4），其中項次 4 與項次

6 研究對象為職科學生，而項次 1 與項次 5 研究對象則為教師。 

因此，筆者在選定主題時，便決定以 99 課綱中的信賴區間作為主體規劃，

加上研究對象（高二、高三）與研究對象學習狀況（高三已習得2、高二尚未習

得）等因素，決定以一個專題探討的方式來陳述「信賴區間」這主題，因此課

程內容相對於教科書的內容，則必須陳述更多訊息及意涵出來。除了可以探討

學生間的學習成效差異之外，並且對於此份教學教材也可以做一個評估。 

                                                 

2
 「信賴區間」在 99 課綱中的規劃在第五冊，即高三上學期；而研究者所任職學校本屆高三將此課程規

劃置於高三下學期第一次期中考的授課範圍，但仍在本次研究者進行研究之前已完成學校的一般性授

課，即研究對象中的高三學生已習得此課程的相關內容。 
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（二）選定研究對象。 

本研究之研究對象，以筆者任教班級學生作為研究對象，採學生自願方式

參加本研究，詳細已如本章第一節所陳述。 

（三）研究工具之編撰與調整。 

1. 「信賴區間」課程教材（詳見附錄一） 

本研究的對象為高二及高三學生，而「信賴區間」這個單元的課程規劃

在現行綱要中高三上學期（選修數學上冊），因此高三學生已經習得相關課程

內容，而高二學生則尚未接觸到相關課程內容，且研究主題將以專題探討形

式呈現，因此必須編寫一份教材當作課程教材。而教材編寫過程盡量保持以

下原則： 

� 編寫教材時，注意教材內容應具時代性與前瞻性。 

� 教材應具延續且完備之呈現。 

� 教材應注意先備知識的建構，並能銜接、統整和連結。 

� 教材之呈現應循序漸進，引發學習動機，在直觀與嚴謹之間取得平衡，

並兼顧從特例到一般例之推理。 

� 練習題要扣緊主題，在課文之後應有啟發深思的練習。 

課程教材的內容編寫，主要依據 99 課綱中的「信賴區間與信心水準的解

讀」單元作為編寫依據，並加深、加廣其信賴區間不同於課綱內的意涵。經

由多方資料參酌並與指導教授多次討論與校訂後完成。 

2. 電腦輔助教學教材（PowerPoint）與多媒體輔助教材（GeoGebra） 

（1）電腦輔助教學教材（PowerPoint）： 

根據筆者所編寫的課程教材，改寫為 PowerPoint 檔案，力求精簡扼

要，多以條列式文字說明，並搭配圖形的呈現與解讀。範例演練則僅列

出題目與部分過程，其餘回歸黑板板書的教學模式，方可以根據現況調

整解題步驟與說明，範例演練並提供課程教材頁碼搭配。對於定理或結

論亦與課程教材內表格相同。 
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以下以圖 3.3.1、圖 3.3.2 與圖 3.3.3 呈現部分 PPT 內容。 

  

圖 3.3.1  單元結論整理與範例演練 PPT 

  

圖 3.3.2  圖形比較介紹與組圖對照呈現 PPT 

  

圖 3.3.3  圖形呈現觀念與觀念問答 PPT 

（2）多媒體輔助教材（GeoGebra） 

GeoGebra 為一免費軟體，在此課程教學中僅使用其內建程式（機率

計算機）便可呈現出二項分佈 n與 p改變的動態呈現，常態分佈 µ 與σ 改
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變的動態呈現，以及常態分佈68 95 99.7− − 的經驗法則，甚至可以看出離

散型的二項分佈與連續型的常態分佈圖形上的差異。 

以下以圖 3.3.4、圖 3.3.5、圖 3.3.6，與圖 3.3.7 呈現 GeoGebra 介紹

的內容。 

 

圖 3.3.4  GeoGebra：二項分佈的圖形 

 

圖 3.3.5  GeoGebra：常態分佈的圖形 
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圖 3.3.6  GeoGebra：二項分佈的圖形，與區間機率的選擇 

 

圖 3.3.7  GeoGebra：常態分佈的圖形，與68-95-99.7經驗法則 

3. 學習成就測驗試題：前測、後測（詳見附錄二及附錄三） 

本研究之學習成就測驗前測、後測試題由筆者自編，試題依據 99 課綱之

教科書例題所編撰，前測與後測試題盡量陳述相同性質的觀念或程序性解題

方法，配分也盡量大致相同。前測、後測滿分皆為 100 分，其各主要命題概

念之配分如表 3.3.3。 

另雖本研究採專題探討之教學，但前測與後測中程序性知識的題目仍盡

量保持與課內相關的命題，因此以填充計算題作為命題類型；而測驗的命題

中出現相對多的概念性知識命題，即不需要太多繁雜的計算過程，只需要理

解各項主題的概念或觀念即可解題，因此以多重選擇題作為命題類型。以下

將後測的概念性知識與程序性知識分類配分表整理成表 3.3.4。其中，此表中

僅對於「信賴區間」與「非信賴區間」兩種類別做分類，而所謂「非信賴區

間」即表 3.3.3 中項次 1 至 5 的主題，也就是信賴區間的先備知識內容。 
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表 3.3.3  學習成就測驗主題配分表 

項次 主要命題概念 前測配分 後測配分 說明 

1 期望值與標準差 10 10 題目類似 

2 二項分佈 20 15 題目類似 

3 常態分佈 10 10 題目類似 

4 大數法則與中央極限定理 15 15 
題目幾乎相同，只改變

敘述或題號順序 

5 二項分佈近似常態分佈 10 10 
題目幾乎相同，只改變

敘述或題號順序 

6 信賴區間 35 40 題目類似 

 合計 100 100  

 

表 3.3.4  後測試題之概念性知識與程序性知識配分表 

主題 概念性知識 程序性知識 合計 

「信賴區間」的部分 20 20 40 

非「信賴區間」*的部分 30 30 60 

合計 50 50 100 

* 此處非「信賴區間」的部分乃指本次研究的課程教材中，「信賴區間」的先備知識，即表 3.3.3 的

項次 1 至 5 的課程內容。 

另前測、後測除了概念性知識與程序性知識佔了各半，但測驗題本上仍

提供所有相關需求的公式以供參考，即研究學生可以從直接使用公式，不會

因為忘記公式而無法作答。 

4. 問卷（詳見附錄四） 

本問卷由筆者編寫設計，並與指導教授討論後定案而成。本問卷主要分

成兩個部分，第一部分為「本次研究過程之上課感受」的方面，並再細分為

四個層面：關於「課程教材的感受」、「授課方式的感受」、「個人上課的觀感」，

以及關於「信賴區間的學習上的感受」，進而針對問卷分析後做更細部的研究
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與探討。其中所有題目選擇為單一勾選題（是與否），部分題目請學生加註原

因說明理由。下表 3.3.5 為問卷：第一部份「本次研究過程之上課感受」題目

的敘述及內容。 

表 3.3.5  問卷：第一部份題目列表 

主題層面 問題敘述 

一 關於課程教材 

1. 「信賴區間」上課前，教材是否太深？ 

2. 「信賴區間」上課後，教材是否太深？ 

3. 「信賴區間」課程內容是否需要教師講解？ 

二 關於授課方式 

1. 是否可以接受這樣的上課方式？ 

2. 是否喜歡這種上課方式甚過傳統上課方式？ 

3. 這種上課方式對於學習是否比較有價值？ 

三 
關於個人上課

的觀感 

1. 這次授課期間是否普遍認真？ 

2. 這次授課學習是否有所收穫？ 

3. 這次授課的課程內容是否具有難度？ 

四 

關於「信賴區

間」學習上的感

受 

1. 是否大致理解「信賴區間」的意涵？ 

2. 學習「信賴區間」，對於解讀民調是否有幫助？ 

3. 學習「信賴區間」，是否對生活具實質意義？ 

第二部分的問卷內容則為我們將高中數學概略二分為「非統計類數學課

程」及「統計類數學課程」，請學生針對在數學的學習過程中，對於這兩種不

同類別的高中數學內容，提供他們個人學習感受的意見與想法。此部分問卷

的問題皆為單一選擇的勾選題，並請學生進行開放性問答題，目的希望從文

字陳述中可以多瞭解學生的想法，進而對於學生所提供的想法進一步的探討

與研究。 

以下將問卷：第二部分「高中數學分類學習感受問卷題目」敘述列於表

3.3.6。 
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表 3.3.6  問卷：第二部份題目列表 

問題敘述 問題選項 

一 

高中數學課程中統計學的部分，你最

喜歡哪一個？ 

又喜歡的理由是：（（（（請請請請文字敘述文字敘述文字敘述文字敘述）））） 

（A）一維數據分析（平均數 

、標準差、四分位距） 

（B）相關係數 

（C）迴歸直線 

（D）信賴區間 

二 

若將高中數學課程概分成「非統計類

數學課程」及「統計類數學課程」兩

類，你比較喜歡或有興趣的是哪一

類？ 

又喜歡的理由是：（（（（請請請請文字敘述文字敘述文字敘述文字敘述）））） 

（A）非統計類數學課程 

（B）統計類數學課程 

三 

在「非統計類數學課程」及「統計類

數學課程」中，你覺得哪一類在學習

上比較困難？ 

（A）非統計類數學課程 

（B）統計類數學課程 

（C）上述兩類都很難 

二、研究執行階段 

（一）進行學習成就測驗：「前測」 

1. 測驗時間：約 1 小時。 

2. 施測目的：作為高二學生前測成績，為自學後學習狀況之評估；高三學生前

測成績為學校一般性授課教學（第一次）後學習成效之評估，以

及進行高二與高三學生前測成績之統計推論檢定。 

（二）進行實際專題授課教學 

1. 授課時間：高三學生為平日上課時間3，每次約 1 至 2 節課（每節 50 分鐘），

                                                 
3
 筆者所任職之學校高三學生於期末考後，將準大學生及指考學生進行分流授課，準大學生安排先修課

程或活動，指考學生則繼續授課或安排自習。筆者則是將準大學生拉出課堂進行本研究之授課。 
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共 5 次，合計約 7.5 小時。而高二學生授課時間則為週末，每次約

2 至 3 小時，共 3 次，合計約 7 小時4。 

2. 教學設備：電腦輔助教學設備、黑板。 

3. 講授方式：不同一般傳統上課方式，以電腦 PowerPoint 作為講授課程的主軸，

搭配黑板使用，以及多媒體的呈現。避掉太過繁複或細節的計算

過程，重視觀念的陳述與澄清以及例題的解析，以兼顧概念性知

識與程序性知識的統整與結合。 

4. 注意事項：此實驗教學時間為高三錄取大學之學生，及第二次期中考剛考完

的高二學生，可以避掉學生因準備考試而無心學習，進而影響學

習成效。而雖然所有學生皆採自願式參加，但也因沒有實際成績

壓力關係，可能無法形成學習上的壓力，因此，在授課過程中，

應避免太過繁複計算的例題演練。 

（三）進行學習成就測驗：「後測」 

1. 測驗時間：1 小時。 

2. 施測目的：作為高二學生授課教學後學習狀況之評估，高三學生則為進行授

課教學（第二次）後學習成效之評估；以及進行前測、後測等相

關統計推論分析。 

（四）進行前測與後測試題講解 

為使學生能夠瞭解錯誤的地方，以及前測、後測觀念上或題目上尚有不清

楚的地方，因此安排試題講解，也是對學生「信賴區間」觀念建構的最後執行

階段。 

（五）進行問卷填寫 

問卷題目雖然只是勾選或簡單的文字陳述，但避免學生隨便亂勾，給學生

不限制時間帶回家去填寫，擇定日期以後蒐集完成。 

 

                                                 

4 高二、高三學生的授課進度盡量維持一致，唯高三每次授課時間較短，每次尚需重新提示先備知識。 
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三、研究分析階段 

將研究期間所蒐集的資料、數據加以整理、探討、分析，提出結論與建議，撰寫

本研究之論文。其主要分析方法將於 3.4 節內做進一步的陳述，茲將本次研究過程的研

究流程圖整理如圖 3.3.8。 

 

圖 3.3.8  研究流程圖 

確立研究主題，選定研究對象 

編寫課程教材 設計前、後測試題 

修 正 、 校 對 

課 程 教 材 

修 正 、 校 對 

前、後測試題 

前     測 

高二授課 高三授課 

後    測 

設計問卷 

研

究

準

備

階

段 

批改前測、後測考卷 

問卷填寫 

問卷彙整 

分析資料 

問題研究與討論 

研

究

執

行

階

段 

撰寫論文 

提供課程教材

高二學生自學 

高 三 學 生 經 由

學 校 一 般 授 課 

修正問卷 

前 測 與 後 測 

試 題 講 解 
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究

分

析

階
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3.4 資料分析 

一、 統計資料分析方法 

本實驗資料利用 Microsoft Excel 2010 進行資料分析，其分析方法整理如下： 

（一）以平均數、標準差進行描述性統計，並輔以圖表解讀資料。 

利用數據的平均數與標準差來描述簡單的資料狀況，，並使用林炯伊於《如

何以自由軟體「R」輔助高中機率統計課程的學習》一文中所提供的程式套件，

將成績的數據資料做出次數分配直方圖、成績概略分佈圖與盒狀圖，以提供更

多訊息的呈現。 

（二）二獨立樣本 t 檢定（Two-sample T-test） 

1. 設第一組樣本的樣本數為 1n ，樣本平均數為 1x ，樣本標準差為 1S ， 

第二組樣本的樣本數為 2n ，樣本平均數為 2x ，樣本標準差為 2S ； 

則樣本平均數差的標準差為
1 2

2 2

1 2

1 2

x x

S S
S

n n−
= + 。 

2. 當母體變異數不相等時，其自由度為

2
2 2

1 2

1 2

2 2

1 1 2 2

1 2

( / ) ( / )

1 1

S S

n n

S n S n

n n

ϕ

 
+ 

 =
+

− −

，則在顯著水準α

下，其統計檢定方法與決策法則將列於表 3.4.1 做一併的說明。 

3. 在顯著水準 0.05α = 下，當 t 統計量達顯著水準，即 0.05P value− < ，表示兩

個樣本平均數的差異達到顯著水準，拒絕虛無假設 0H 。同前所述，這裡所謂

拒絕虛無假設 0H ，指的是依照現有的樣本數據統計分析，有足夠證據說明虛

無假設 0H 不成立。 
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表 3.4.1  二獨立樣本 t 檢定之檢定方法及決策法則 

 雙尾檢定 

統計假設 

虛無假設 0 1 2:H µ µ=  

對立假設 1 1 2:H µ µ≠  

臨界值法 

� 臨界值：
1 2

1 2
,

2

( )U x x
C t Sα

ϕ
µ µ

−
= − + ⋅ ， 

1 2
1 2

,
2

( )L x x
C t Sα

ϕ
µ µ

−
= − − ⋅  

� 決策法則：若 1 2 Ux x C− > 或 1 2 Lx x C− < ，則拒絕 0H 。 

標準檢定法 

� 檢定統計量：

1 2

1 2 1 2( ) ( )
*

x x

x x
t

S

µ µ

−

− − −
=  

� 決策法則：若
,

2

| * |t tα
ϕ

> ，則拒絕 0H 。 

P值法 

� 2 ( | * |)P value P t tϕ− = >  

� 決策法則：若P value α− < ，則拒絕 0H 。 

信賴區間法 

� (1 )%α− 信賴區間： 

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

, ,
2 2

( ) ( )
x x x x

x x t S x x t Sα α
ϕ ϕ

µ µ
− −

− − ⋅ ≤ − ≤ − + ⋅  

� 決策法則：若 0 落在此信賴區間外，則拒絕 0H 。 

（三）成對樣本 t檢定（Paired-sample T-test） 

1. 設成對的樣本的樣本數為 n，成對樣本差平均數為
D

D
n

=∑ ，成對樣本差的

標準差為

22

1
D

D nD
S

n

−
=

−
∑

；則成對樣本差平均數的標準差為 D

D

S
S

n
= 。 

2. 當母體變異數未知時，其自由度為 1df n= − ，則在顯著水準α 下，將其統計

檢定方法與決策法則列表於下表 3.4.2 做一併的說明。 
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表 3.4.2  成對樣本 t檢定之檢定方法及決策法則 

 雙尾檢定 

統計假設 

虛無假設 0 1 2: 0DH µ µ µ= − =  

對立假設 1 1 2: 0DH µ µ µ= − ≠  

臨界值法 

� 臨界值：
, 1

2

U D Dn
C t Sαµ

−
= + ⋅ ， 

, 1
2

L D Dn
C t Sαµ

−
= − ⋅  

� 決策法則：若 UD C> 或 LD C< ，則拒絕 0H 。 

標準檢定法 

� 檢定統計量： * D

D

D
t

S

µ−
=  

� 決策法則：若
, 1

2

| * |
n

t tα
−

> ，則拒絕 0H 。 

P值法 

� 12 ( | * |)nP value P t t−− = >  

� 決策法則：若P value α− < ，則拒絕 0H 。 

信賴區間法 

� (1 )%α− 的信賴區間： 

1 2
, 1 , 1

2 2

D Dn n
D t S D t Sα αµ µ

− −
− ⋅ ≤ − ≤ + ⋅  

� 決策法則：若 0 落在此信賴區間外，則拒絕 0H 。 

3. 在顯著水準 0.05α = 下，當 t 統計量達顯著水準，即 0.05P value− < ，表示兩

個獨立樣本的平均數差異達到顯著水準，拒絕虛無假設 0H 。同前所述，這裡

所謂的拒絕虛無假設 0H ，指的是依照現有的樣本數據統計分析，有足夠證據

說明虛無假設 0H 不成立。 

本研究對於學生學習成效的資料分析主要採取上述（一）至（三）的統計方法，

而對於本研究額外想要進一步探討學生學習狀況與喜好的問卷資料，則採用「二獨立

樣本比例差的 z 檢定」，唯因主要目的是想要知道對於不同學生的分類，他們之間差異

上的量化數據，因此採取「信賴區間法」的方式作統計分析，其統計分析方法與決策
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法則，整理列表如下表 3.4.3。 

表 3.4.3  二樣本比例差 z檢定之檢定方法及決策法則 

 雙尾檢定 

統計假設 

虛無假設 0 1 2: 0H p p− =  

對立假設 0 1 2: 0H p p− ≠  

信賴區間法 

� 設第一組樣本的樣本數為 1n ，樣本比例為 1p
∧

， 

 第二組樣本的樣本數為 2n ，樣本平均數為 2p
∧

； 

則樣本平均數差的標準差為 

1 2

1 1 2 2

1 2

(1 ) (1 )

p p

p p p p
S

n n
∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

−

− −
= +  

� (1 )%α− 的信賴區間： 

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

2 2

( ) ( )
p p p p

p p z S p p p p z Sα α∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∧ ∧

− −
− − ⋅ ≤ − ≤ − + ⋅  

� 決策法則：若 0 落在此信賴區間外，則拒絕 0H 。且

由 (1 )%α− 信賴區間可以得到第一組樣本與第二組樣

本間的區間差異量化數值。 

二、 統計資料的量化數據及問卷文字描述的解讀 

（一）量化數據的分析：學習成效測驗的成績分析 

依照前述的統計分析方法，根據我們所假設的研究問題進行統計資料量的

分析，也就是對於學生作前測與後測的學習成效上的一些統計分析。而以下是

我們主要想要知道的一些關於學習成效的評估問題。 

1. 高二、高三學生前測成績與後測成績之學習成效評估。 

2. 高二與高三學生其成對樣本的前、後測成績之學習成效評估。 

3. 高二自然組與社會組學生其前、後測成績之相關學習成效評估。 

4. 高三自然組與社會組學生其前、後測成績之相關學習成效評估。 
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5. 依高中數學成績將所有學生分為高、中、低三群，對於其前、後測成績之相

關學習成效評估。 

對於上述的五個主要研究問題，我們將詳述於本研究論文的第 4 章內。 

（二）問卷資料中的文字描述之解讀 

本研究之問卷內容設計有「本次研究過程之上課感受」以及「高中數學課

程之偏好」兩方面，其中「本次研究過程之上課感受」更細分為四個層面：「課

程教材的感受」、「授課方式的感受」、「個人上課的觀感」，與「信賴區間的學習

上的感受」，在這些問題的部分除了提供勾選外，多數題目皆另請學生以以開放

式的文字陳述作為個人的意見與想法的表達，進而讓筆者能夠藉由這些文字陳

述，甚至個人晤談中得知更多關於學生各方面問題上的想法，以作為進一步的

探討與研究。 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

51 
 

4 結果與討論結果與討論結果與討論結果與討論 

4.1 高二、高三學生前測成績之學習成效評估 

首先，在未經筆者正式授課前我們進行前測，並針對高二與高三學生的前測成績

進行學習成效的評估，以下分成三個部分進行討論，其討論如下： 

一、高二學生自學課程教材後之學習成效（前測成績）評估 

依本研究之時程，進行研究前高二學生並未學習過信賴區間的相關內容。因此提

供筆者所設計的課程教材，提供高二學生作為講義自學，此自學過程若有關於教材內

容上問題皆可向筆者詢問或討論。而規劃學生自行研讀時間為 1 週，且自學時程為本

校第二次期中考結束後，因此學生對於課程內容的自學過程不會有其他考試壓力而有

影響，唯仍尚須考慮學生自學的意願與能力在此無法評估。 

高二學生為 34 人，前測成績平均值為 28.03，標準差為 11.61。由此數據可以看出

高二學生的學習成效似乎不高，因此針對「信賴區間」與「非信賴區間」二類的得分

作數據分析，其中關於「信賴區間」試題內容的平均得分為 8.47，而「非信賴區間」

試題內容的平均得分為 19.55，因兩類總分不同，因此以得分比率計算，依序為 0.24

及 0.30，現將統計數據整理如下表 4.1.1。 

表 4.1.1  高二學生前測成績的描述性統計分析表 

類別 總分 平均數 標準差 得分比率** 

前測試題 100 28.03 11.61 0.28 

(信賴區間) 35 8.47 5.30 0.24 

(非信賴區間)* 65 19.55 8.11 0.30 

* 在此所謂的「非信賴區間」係指關於「信賴區間」內容的主要先備知識範疇，主要包含本課程教材中

規劃之期望值與變異數、二項分佈、常態分佈、大數法則以及中央極限定理等相關課程內容。 

** 得分比率為該列平均數除以該列總分。 

由上表 4.1.1 中的數據可得到「信賴區間」與「非信賴區間」其得分比率接近，因

此大致可說明並非某個單元較為困難而造成學習成效不理想。 
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二、高三學生經學校一般性授課後之學習成效（前測成績）評估 

筆者任職學校之本屆高三學生，對於選修數學上冊「信賴區間與信心水準的解讀」

的內容，已於本學期第一次期中考5（考試時間為 102 年 4 月 1 至 3 日）的範圍內授課

完成，因此筆者將前測視同高三學生經學校一般性授課後的學習成效，而前測時間為

102 年 5 月中旬，雖然距離學校授課結束已有一段時間，但測驗題本上皆附上參考公

式，且命題中以程序性知識與概念性知識平均命題，應該不會有因為忘記公式而無法

作答的問題。 

高三學生人數為 23 人，前測成績平均值為 35.35，標準差為 15.98。由此數據可以

看出高三學生的學習成效似乎也不高，因此針對「信賴區間」與「非信賴區間」二類

作數據分析，其中關於「信賴區間」試題內容的平均得分為 10.91，而「非信賴區間」

試題內容的平均得分為 24.43，因兩類總分不同，因此以得分比率計算，依序為 0.32

及 0.38，現將統計數據整理如下表 4.1.2。 

表 4.1.2  高三學生前測成績的描述性統計分析表 

類別 總分 平均數 標準差 得分比率** 

所有試題 100 35.35 15.98 0.35 

(信賴區間) 35 10.91 7.37 0.32 

(非信賴區間)* 65 24.43 10.19 0.38 

* 在此所謂的「非信賴區間」係指關於「信賴區間」內容的主要先備知識範疇。 

** 得分比率為該列平均數除以該列總分。 

由上表 4.1.2 中的數據可得到「信賴區間」與「非信賴區間」其得分比率接近，因

此可說明並非某個單元較為困難而造成學習成效不彰，但高三前測成績依然偏低，甚

至不甚理想。 

                                                 
5
 本次期中考高三自然學生考試範圍為選修數學上冊的「信賴區間與信心水準的解讀」及「三角函數Ⅱ」，

而高三社會組學生考試範圍則為選修數學上冊的「機率與統計Ⅱ」內所有課程，即雖然自然組與社會組

考試範圍不同，但「信賴區間與信心水準的解讀」皆在本次期中考的授課範圍內。 
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三、高二、高三學生前測成績平均數差的統計檢定 

依本研究之研究時程，高三學生已經在學校授課過程第一次學習到信賴區間的課

程內容，而高二學生則尚未接觸過本課程內的相關內容，但從這批高三學生的成績看

起來似乎與高二學生自學後的成績相去不遠，因此對於高二學生與高三學生進行前測

成績平均數差的統計檢定。此研究分析之自由度為 37，P 值為 0.0672，茲將所得統計

分析的數據整理如下表 4.1.3。 

表 4.1.3  高二與高三學生前測成績的二獨立樣本 t 檢定統計分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 自由度 P值* 

高二學生 34 28.03 11.61 

37 0.0672 
高三學生 23 35.35 15.98 

* 0.0672 0.05P value− = > ， 0.05P value− ≈ 。 

由表 4.1.3 的 P值為 0.0672 0.05> ，不拒絕高二學生前測成績與高三學生前測成績

相等的統計假設，即本研究分析顯示高二學生與高三學生在前測成績上面並無顯著差

異。但雖然 P值 0.0672 大於 0.05，卻仍相對靠近 0.05，因此後續在做高二、高三學生

後測成績平均數差的統計檢定時，我們雖然視高二、高三學生的前測成績是無顯著性

差異的，但在使用這個數據資料的時候仍必須小心這部分的顯著性其實仍須商榷。 

現在我們進一步的將高二、高三學生的前測成績以成績次數分配直方圖、成績概

略分佈圖以及盒狀圖呈現如圖 4.1.1。雖然我們可以從表 4.1.3 知道高三學生前測成績略

高於高二學生前測成績，但由圖 4.1.1 的圖組發現事實上高三成績的分散程度極大，高

三學生因已經學習過此部分課程內容，因此有成績相對高的高分群是能夠理解的，但

其低分群之人數似乎也不少。 

至於高二學生則成績普遍集中，但有高分離群值，顯示仍有高二學生能夠藉由自

學學習大部分的課程知識，且前測成績的最高分事實上是出現在高二的學生裡。而高

二與高三學生的前測成績中位數則是以高二學生為略低。 
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圖 4.1.1  高二、高三學生前測成績的次數分配直方圖、成績概略分佈圖與盒狀圖 

四、小結 

本研究高二學生採自學方式進行前測前的學習，但事實上所編撰的課程教材內容

在力求完備與專業性下，確實是相對有難度的，加上高二學生自學學習狀態是無法預

估，因此，筆者於前測試題上請高二研究學生寫上以下兩個問題： 

  （一）是否整本課程教材大略性的閱讀完一次？ 

  （二）自學過程中，大約花了多少時間在研讀此份課程教材？ 

筆者於回收試題以後發現，在高二學生中大約只有二成的學生（約 6 人）能將課

程教材大略性的翻閱完成，普遍學生皆未能閱讀完，因此也能說明高二學生的前測平

均成績不高的緣由了。但仍有高二學生達到前測成績的最高分，表示仍有高二學生極

為認真的在研讀課程教材內容，並且學習狀況不錯。 

事實上，高三前測成績的結果是出乎意料的，畢竟在已經學習過相關知識後的測

驗，而高二前測成績也並非很高，因此高三成績理應與高二成績有一些差異。且由高

三學生的四學期數學成績平均看來，參與研究的學生中，數學成就並非普遍低落，甚

至是不至於太低的，因此，筆者推測可能是學習的心態與時機不佳，因學校進行授課

的期間正逢各大學申請入學之際，可能當時所有學習的心思都耗費在準備大學第二階

段的面試上了，對於課業學習上面可能也就沒有特別付出心思了。 
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4.2 高二、高三學生後測成績之學習成效評估 

由 4.1 節中可知高二學生與高三學生於前測成績並無顯著的差異（但須小心此顯著

性沒有非常強烈），據此對於高二與高三學生的後測成績做學習成效的評估與比較，以

下將分成三個部分進行討論。 

一、高二學生經專題授課後之學習成效（後測）評估 

高二學生為 34 人，後測成績平均值為 50.97，標準差為 14.04，由此可知高二學生

後測成績高於前測成績。若進一步的針對「信賴區間」與「非信賴區間」二部分的得

分作數據分析，「信賴區間」試題的平均得分為 17.91，「非信賴區間」試題的平均得分

為 33.06，因兩類總分不同，因此以得分比率計算，依序為 0.45 及 0.55，「非信賴區間」

的得分比率稍高。現將統計數據整理如下表 4.2.1。 

表 4.2.1  高二學生後測成績的描述性統計分析表 

類別 總分 平均數 標準差 得分比率* 

所有試題 100 50.97 14.04 0.50 

(信賴區間) 40 17.91 7.27 0.45 

(非信賴區間)** 60 33.06 9.15 0.55 

* 得分比率為該列平均數除以該列總分。 

** 在此所謂的「非信賴區間」係指關於「信賴區間」內容的主要先備知識範疇。 

二、高三學生經專題授課後之學習成效（後測）評估 

高三學生人數為 23 人，後測成績平均值為 50.83，標準差為 20.74，由此可知高三

學生後測成績高於前測成績。若進一步的針對「信賴區間」與「非信賴區間」二類的

得分作數據分析，「信賴區間」試題的平均得分為 16.87，「非信賴區間」試題的平均得

分為 33.96，因兩類總分不同，因此以得分比率計算，依序為 0.42 及 0.57，「非信賴區

間」的得分比率稍高。現將統計數據整理如下表 4.2.2。 
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表 4.2.2  高三學生後測成績的描述性統計分析表 

類別 總分 平均數 標準差 得分比率* 

所有試題 100 50.83 20.84 0.51 

(信賴區間) 40 16.87 9.23 0.42 

(非信賴區間**) 60 33.96 13.27 0.57 

* 得分比率為該列平均數除以該列總分。 

** 在此所謂的「非信賴區間」係指關於「信賴區間」內容的主要先備知識範疇。 

三、高二、高三學生後測成績平均數差的統計檢定 

對於高二學生與高三學生進行後測成績平均數差的統計檢定，自由度為 35，P 值

為 0.9770，茲將所得統計分析的結果整理如下表 4.2.3。 

表 4.2.3  高二與高三學生後測成績的二獨立樣本 t 檢定統計分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 自由度 P值* 

高二學生 34 50.97 14.04 

35 0.9770 
高三學生 23 50.83 20.84 

* 0.9770 0.05P value− = >> 。 

由表 4.2.3 中的 P 值 0.9770 0.05>> ，不拒絕高二學生後測成績與高三學生後測成

績相等的統計假設，即本研究分析顯示高二學生與高三學生後測成績上面並無顯著差

異，且這個 P值呈現出來的則是非常強烈無顯著差異的。 

我們已於前述內容已得知高二、高三學生的後測成績無顯著差異，現進一步將高

二與高三學生的後測成績做成成績次數分配直方圖、成績概略分佈圖以及盒狀圖，如

圖 4.2.1。而由從圖 4.2.1 的組圖可看出高三學生的後測成績分佈極為分散，最低與最高

分佈在 10 分至 90 分之間，高二學生則除了兩個低分離群值外，成績普遍分佈在 30 分

至 85 分之間。其中後測成績在所有學生中，得分最高者與最低者皆為高三學生，而高

二與高三學生的成績中位數則大約相同。 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

57 
 

 

圖 4.1.2  高二、高三學生後測成績的次數分配直方圖、成績概略分佈圖與盒狀圖 

四、小結 

由前述對於高二學生與高三學生後測成績的評估與檢定，可以得到高二和高三學

生經過筆者專題授課教學後，其學習成效是無顯著差異的。而高二、高三學生後測成

績的平均數與中位數皆相差不遠。但高三學生的成績卻極為分散，由筆者授課時候的

個人感受，發現高三學生上課時，屬兩種極端的學習心態，部分學生上課時非常專注，

且能因感受與學校上課時的解讀上差異而愈發學習興致，而學習興趣低者，則顯得非

常無心，這也就是大致造成高三學生的後測成績極其分散的理由。 

至於高二學生的學習心態，由筆者個人的感受是普遍認真與積極，可能是短時間

內對於先備知識的建構相對吃力（例如：期望值、二項分佈與常態分佈），也因此需要

費更多心力才能銜接各個單元，也就顯得更為認真於學習上，這也就可以說明高二學

生的後測成績相對集中，且成績不輸高三學生的理由。 

下一小節中，筆者則想要探討高二學生與高三學生，在前、後測成績上的學習成

效分析與統計檢定。 
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4.3 高二與高三學生其成對樣本的前、後測成績之學習成效評估 

在前面兩節的內容中，已將高二、高三學生前測成績作統計檢定與比較分析，也

對於高二、高三學生後測成績作統計檢定與比較分析，而這個小節裡，我們將對於高

二學生以及高三學生，他們的前、後測成績的學習成效差異作統計分析，也就是進行

成對樣本差異的統計分析。並且進一步的對高二學生的學習成效差異與高三學生的學

習成效差異進行統計檢定。 

一、 高二學生前測與後測成績的成對樣本統計分析 

我們將針對高二學生的前測成績與後測成績進行成對樣本的統計推論，根據統計

分析方法得到相關係數為 0.59，成對樣本 t 檢定的自由度為 33，P 值則極小。將其成

對統計分析數據列表整理如表 4.3.1，其中此表中的 DS 乃是指成對樣本差的標準差，表

示高二學生前、後測成績改變量的標準差。 

表 4.3.1  高二學生前、後測成績成對樣本統計分析表 

高二學生高二學生高二學生高二學生 人數 平均值 標準差 *DS  相關係數 自由度 P值** 

前測成績 

34 

28.03 11.61 

11.87 0.59 33 7.4E-13 
後測成績 50.97 14.04 

* 此處
D
S 為成對樣本差的標準差。 

** 0.05P valu− << 。 

由表 4.3.1 中的 P值遠小於 0.05，拒絕高二學生前測成績與後測成績相等的統計假

設，即本研究分析顯示高二學生的前測成績與後測成績是有非常強烈的顯著差異。 

由表 4.3.1 可得相關係數為 0.59，為中度相關，現將高二學生的前測成績與後測成

績畫出散布圖 4.3.1，可以看出普遍學生成績都能進步，其中更有為數不少的前測低分

群學生的經由授課教學後，大幅的提升後測成績。 
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圖 4.3.1 高二學生前、後測成績散布圖（相關係數 0.59） 

二、高三學生前測成績與後測成績的成對樣本統計推論 

我們將針對高三學生的前測成績與後測成績進行成對樣本的統計推論，根據統計

分析得到相關係數為 0.71，成對樣本 t 檢定的自由度為 22，P 值則極小。將其成對統

計分析數據列表整理如表 4.3.2，其中此表中的 DS 乃是指成對樣本差的標準差，表示高

三學生前、後測成績改變量的標準差。 

表 4.3.2  高三學生前、後測成績成對樣本統計分析表 

高三學生高三學生高三學生高三學生 人數 平均值 標準差 *DS  相關係數 自由度 P值** 

前測成績 

23 

35.35 15.98 

14.59 0.71 22 4.52E-05 
後測成績 50.83 20.84 

* 此處
D
S 為成對樣本差的標準差。 

** 0.05P valu− << 。 

由表 4.3.2 中的 P值遠小於 0.05，拒絕高三學生前測成績與後測成績相等的統計假

設，即本研究分析顯示高三學生的前測成績與後測成績是有非常強烈的顯著差異。 

若我們將高三學生的前測成績與後測成績畫出散布圖 4.3.2，由圖 4.3.2 可以發現高

三學生後測成績主要高分群仍為前測高分群學生，而前測低分群仍為後測低分群，因

此相關係數 0.71 算是高度的相關。  
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圖 4.3.2 高三學生前、後測成績散布圖（相關係數 0.71） 

三、高二與高三學生其前、後測成績差異（進步成績）的統計推論 

由前面統計檢定得知高二學生與高三學生各自的前、後測成績檢定是有顯著差異

的，也就是前測成績與後測成績是不相同的。現進一步討論其前、後測成績的差異是

否有顯著差異，也就是我們想要知道這個進步的幅度，是否會因為是高二學生或高三

高學而有所差異。 

因此，將所有高二學生與高三學生進行二獨立樣本進行前、後測成績差異的平均

數差 t 檢定，得到自由度為 41，P 值為 0.0479。而高二學生前、後測成績差異的標準

誤為 2.04，高三學生前、後測成績差異的標準誤為 3.04。茲將上述的資料數據列於下

表 4.3.3 內。 

表 4.3.3  高二與高三學生的前、後測成績差異統計分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 標準誤 自由度 P值* 

高二學生 34 22.94 11.87 2.04 

41 0.0479 
高三學生 23 15.48 14.59 3.04 

* 0.0479 0.05P value− = < ，但 0.05P value− ≈ 。 

由表 4.3.3 中的 P值為 0.0479 0.05< ，拒絕高二學生前、後測成績差異與高三學生
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前、後測成績差異相等的統計假設，但此次檢定的 P值雖小 0.05，但卻非常接近 0.05，

因此，就 P 值而言，我們雖拒絕成績差異是相等的檢定假設，但這個顯著性並非非常

強烈。 

從前述的討論可以知道，不論高二或高三學生其後測成績顯然都高於前測成績，

因此，我們進一步的計算出高二與高三學生的進步分數的 95%信賴區間。由查表得

33,0.025 1.96t = ， 則 高 二 學 生 前 、 後 測 成 績 進 步 分 數 的 95% 信 賴 區 間 為

22.94 1.96 2.04 [18.94 , 26.94]± × = ；而查表得 22,0.025 2.074t = ，則高三學生前、後測成績

進步分數的 95%信賴區間為15.48 2.074 3.04 [9.18 , 21.79]± × = 。也就是高二學生約進步

18.94 分至 26.94 分，而高三學生約進步 9.8 分至 21.79 分。 

四、小結 

本節所探討的主要內容可以得到不管是高二學生或高三學生，其前測成績與後測成

績都是顯著不同的，且在顯著水準 0.05α = 下，成對差的平均數也不同於 0，也就是所

有學生皆有顯著性的進步。 

由本研究進一步的分析得到高二學生的進步成績和高三學生的進步成績差異是不

同的，以高二學生進步的成績多於高三學生，但是從統計檢定的 P 值接近 0.05，我們

並沒有非常強烈的顯著性來顯示他們的不同。而高二學生的平均進步成績的 95%信賴

區間為 18.94 至 26.94 分，高三學生的平均進步成績的 95%信賴區間為 9.18 至 21.79 分。 

就統計數值而言，高二學生的進步幅度比較大的，可能是高二學生的前測成績低

分族群相對具有願意學習，且對於上課的學習過程當中，仍能夠抱持積極學習的心態，

因此高二學生的後測成績比高三學生來得進步更多。 
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4.4 高二自然組與社會組學生其前、後測成績之學習成效評估 

前述三節已經探討了高二學生與高三學生對於前測、後測成績的學習成效評估，

筆者進一步對於高二學生不同類組在本次課程授課中的學習成效是否有差異，也就是

將高二依照自然組與社會組學生分組後，進行與前述大致相同的統計分析，以做出高

二自然組學生與社會組學生之學習成效的評估。 

一、高二學生自然組與社會組前測成績的統計推論 

高二學生皆採自學方式自行先研讀課程教材後進行前測，但自然組與社會組本身

在選組過程便可能參照學科成績來選擇類組，而數學成績則常常影響學生選組的意

願，因此不同類組中，他們數學能力上也通常可能會有些差異，筆者便對高二自然組

與高二社會組學生進行前測成績的統計推論。 

高二自然組學生前測成績平均值為 30.71，標準差為 11.44，而社會組學生前測成

績平均值為 23.69，標準差為 10.92。自由度為 27，P 值為 0.0848，茲將上述統計數據

列於下表 4.4.1。 

表 4.4.1  高二自然組與社會組學生前測成績的二獨立樣本 t 檢定分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 自由度 P值* 

高二自然組 21 30.71 11.44 

27 0.0848 
高二社會組 13 23.69 10.92 

* 0.0848 0.05P value− = > ，但 0.05P value− ≈ 。 

由表 4.4.1 中的 P值為 0.0848 0.05> ，不拒絕高二自然組學生前測成績與高二社會

組學生前測成績相等的統計假設，但此 P 值雖大 0.05，但相對接近 0.05，即雖然我們

將視高二自然組與高二社會組學生的前測成績是相等的，但事實上這個顯著性並非非

常強烈，是在使用數據資訊時要特別注意的。 

我們進一步的將高二自然組學生與社會組學生的前測成績以成績次數分配直方

圖、成績概略分佈圖以及盒狀圖呈現，如圖 4.4.1，我們從圖 4.4.1 可以知道自然組學生
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前測成績雖然略高於社會組學生前測成績，但除了自然組的高分離群值外，自然組與

社會組的成績分佈狀況差不多，唯社會組學生成績稍微偏低，其中前測成績的平均數

與中位數皆以自然組學生為高。 

 

圖 4.4.1  高二自然組與社會組前測成績的次數分配直方圖、概略分佈圖與盒狀圖 

二、高二學生自然組與社會組後測成績的統計推論 

依前述統計推論數據，若暫且視同自然組學生前測成績與社會組學生前測成績相

同，現探討他們在後測成績的平均數上的統計推論，也就是高二自然組學生與社會組

學生經筆者授課教學後，其後測成績是否有差異。 

高二自然組學生後測成績平均值為 50.71，標準差為 12.56，而社會組學生後測成

績平均值為 51.38，標準差為 16.70。自由度為 20，P 值為 0.9021，茲將上述統計數據

列表於下表 4.4.2。 

表 4.4.2  高二自然組與社會組學生後測成績的二獨立樣本 t 檢定分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 自由度 P值* 

高二自然組 21 50.71 12.56 

20 0.9021 
高二社會組 13 51.38 16.70 

* 0.9021 0.05P value− = >> 。 
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由表 4.4.1 中的 P 值為 0.9021 0.05>> ，不拒絕高二自然組學生後測成績與高二社

會組學生後測成績相等的統計假設，且顯著性非常強烈。 

若將高二自然組學生與社會組學生的後測成績以成績次數分配直方圖、成績概略

分佈圖以及盒狀圖呈現，如圖 4.4.2。我們可以從圖 4.4.2 知道自然組學生於後測成績上

出現高分離群值與低分離群值外，成績相對集中，而社會組學生在後測成績上有低分

離群值，且成績相對分散，其中高二學生中後測成績最高者為社會組學生。 

但兩個類組學生後測成績平均數與中位數接近，以數值而言，是社會組稍高於自

然組。由盒狀圖更顯示社會組學生後測成績的中間 50%的學生，其成績普遍是比自然

組高的。 

 

圖 4.4.2  高二自然組與社會組後測成績的次數分配直方圖、概略分佈圖與盒狀圖 

三、高二自然組學生前測成績與後測成績的成對樣本統計推論 

前述的部分得到高二自然組與高二社會組在前測成績與後測成績上都無顯著差

異，而現在我們將針對高二自然組學生的前測成績與後測成績進行成對樣本的統計推

論，根據統計分析得到相關係數為 0.73，成對樣本 t 檢定的自由度為 20，P值則極小。 

現將其成對統計分析數據列表整理如表 4.4.3，其中此表中的 DS 乃是指成對樣本差

的標準差，表示高二自然組學生前、後測成績改變量的標準差。 
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表 4.4.3  高二自然組學生前、後測成績成對樣本統計分析表 

高二自然組高二自然組高二自然組高二自然組 人數 平均值 標準差 *DS  相關係數 自由度 P值** 

前測成績 

21 

30.71 11.44 

8.94 0.73 20 2.1E-09 
後測成績 50.71 12.56 

* 此處
D
S 為成對樣本差的標準差。 

** 0.05P valu− << 。 

由表 4.4.3 中的 P值遠小於 0.05，拒絕高二自然組學生前測成績與後測成績相等的

統計假設，即本研究分析顯示高二自然學生的前測成績與後測成績是有非常強烈的顯

著差異。 

若將高二自然組學生的前測成績與後測成績畫出散布圖 4.4.3，可以看出少數幾個

前測成績低分群者經由授課教學後，有提升較多的後測成績，其他成績雖普遍有進步

但幅度較小。表 4.3.3 可得相關係數為 0.73，為高度相關。 
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圖 4.4.3 高二自然組學生前、後測成績散布圖（相關係數 0.73） 

四、高二社會組學生前測成績與後測成績的成對樣本統計推論 

將高二社會組學生學生的前測成績與後測成績進行成對樣本的統計推論，根據統

計分析得到相關係數為 0.51，成對樣本 t 檢定的自由度為 12，P 值則極小。茲現將其

成對統計分析數據列表整理如表 4.4.4，其中此表中的 DS 乃是指成對樣本差的標準差，
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表示高二社會組學生前、後測成績改變量的標準差。 

表 4.4.4  高二社會組學生前、後測成績成對樣本統計分析表 

高二社會組高二社會組高二社會組高二社會組 人數 平均值 標準差 *DS  相關係數 自由度 P值** 

前測成績 

13 

23.69 10.92 

14.64 0.51 12 1.85E-05 
後測成績 51.38 16.70 

* 此處
D
S 為成對樣本差的標準差。 

** 0.05P valu− << 。 

由表 4.4.4 中的 P值遠小於 0.05，拒絕高二社會組學生前測成績與後測成績相等的

統計假設，即本研究分析顯示高二社會學生的前測與後測成績是有強烈的顯著差異。 

而將高二社會組學生的前測成績與後測成績畫出散布圖 4.4.4，可以看出前測成績

低分群者經由授課教學後，後測成績可大幅提升至與前測成績中、高分群者相同。而

由表 4.3.4 可得相關係數為 0.51，為中度相關。 

由 4.2 節的高二與高三學生前、後測成績的討論，與高二自然組前、後測成績的討

論，可以知道影響高二成績的主要因素可能來自於高二社會組學生後測成績的進步。

唯高二社會組研究人數較少，因此對於此統計數據的陳述，僅來自於少數樣本的資訊，

或許不一定符和母體真實情形。 
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圖 4.4.4 高二社會組學生前、後測成績散布圖（相關係數 0.51） 
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五、高二自然組與社會組學生前、後測成績差異（進步成績）的統計推論 

由前面統計檢定得知高二自然組學生與高二社會組學生的前、後測檢定是有顯著

差異的，也就是前測成績與後測成績是不相同的，現進一步討論其前、後測成績差異

的統計檢定，也就是進步的幅度差異是否會因為自然組或社會組而有所差異。 

將所有高二自然組學生與高二社會組學生學生進行二樣本前、後測成績差異的平

均數差 t 檢定，得到自由度為 18，P 值為 0.1049。高二自然組學生前、後測成績差異

的標準誤為 1.95，高二社會組學生前、後測成績差異的標準誤為 4.06。茲將上述數據

列於下表 4.4.5。 

表 4.4.5  高二自然組與社會處學生的前、後測成績差異統計分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 標準誤 自由度 P值* 

高二自然組 21 20 8.94 1.95 

18 0.1049 
高二社會組 13 27.69 14.64 4.06 

* 0.1049 0.05P value− = > 。 

由表 4.3.5 中的 P值為 0.1049 0.05> ，不拒絕高二自然組學生前、後測成績差異與

高二社會組學生前、後測成績差異相等的統計假設，也就是高二自然組與社會組前、

後測的成績差異我們可以認為是相等的。 

因後測成績顯然高於前測成績，現進一步計算出高二自然組與高二社會組學生的

進步分數的 95%信賴區間。由查表可得 20,0.025 2.086t = ，高二自然組學生前、後測成績

進步分數的 95%信賴區間為 20 2.086 1.95 [15.93 , 24.07]± × = ；查表可得 12,0.025 2.179t = ，

高 三 社 會 組 學 生 前 、 後 測 成 績 進 步 分 數 的 95% 信 賴 區 間 為

27.69 2.179 4.06 [18.84 , 36.54]± × = 。也就是高二自然組學生約進步 15.93 分至 24.07

分，而高二社會組學生約進步 18.84 分至 36.54 分。 
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六、小結 

由本節一至五的統計分析與討論可以知道，雖然社會組在前測的數學學習成就比

自然組稍低，但經過授課教學後，事實上，社會組的學生學習成效並沒有比自然組低，

甚至高二的最高分也是落在社會組的學生裡，而以後測成績平均數而言，社會組成績

甚至是略高於自然組的。因此不管是自然組或者是社會組，這些學生的學習狀況並沒

有因為學習性向（自然組或社會組），而影響學習狀態或成效。 

而就學生學習素質來看，以高中前四學期的數學平均而言，本研究的高二研究對

象而言，自然組與社會組的學前狀態應該不至於差異太大，也因此可以推測只要在學

習的過程能夠認真，社會組學生應該也能有好的學習表現與成就。而事實上，就問卷

的學習狀態自我評估中「對於此次上課期間是否普遍認真？」的這個問題，自然組普

遍認真的比例為 0.52，而社會組則為 0.69，由此可以得知高二社會組學生在這次授課

過程中，是相對於自然組更為認真的。唯比較可惜的是社會組學生的樣本人數較少，

因此要用此統計結果作為依據不一定妥適，仍然需要更多樣本去證實這件事情。 

對於 4.3 節中，高二與高三學生成績的分析結果，可以得到高二學生與高三學生的

前、後測成績差異是有顯著差異的，也就是高二進步的分數與高三進步的分數是有差

異的，而本節得到高二自然組與社會組學生進步分數則是無顯著差異，因此，由本研

究之學習成效之評估可知，造成這一批研究對象成績差異的是年級，而不是類組。當

然也可能在高三的類組裡面造成這次研究的影響，但因高三的取樣的樣本人數已經相

對少，因此也無法再對高三學生作細分為自然組與社會組討論了。但高三學生的學習

心態與學習狀況，也因為高三學生皆已不是筆者所任教之班級學生，因此也不容易作

出更進一步的評估與探討。 
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4.5 高三自然組與社會組學生其前、後測成績之學習成效評估 

上一節已經討論高二自然組與社會組的前、後測成績之學習評估，現針對高三自

然組與社會組亦進行相同一系列的學習成績評估，唯高三的研究對象人數較少，自然

組人數為 12 人，而社會組人數為 11 人。 

一、高三學生自然組與社會組前測成績的統計推論 

本次研究的高三學生皆已錄取大學，並經學校課程分流後由學生自願參與本次研

究。而對於本次研究的主題：「信賴區間」，高三自然組或社會組學生皆於其高三下學

期時進行學校課程的相關內容授課（約三月底），距本次研究的前測約有 2 個月的時間，

亦即高三學生於前測之前皆已經接觸過本研究主題的課程內容。 

筆者針對高三自然組與高三社會組學生實行前測後，進行成績的統計推論。高三

自然組學生的前測成績平均值為 38.75，標準差為 18.49，而社會組學生的前測成績平

均值為 31.64，標準差為 12.51。二獨立樣本 t 檢定的自由度為 21，P 值為 0.2968，統

計數據呈現於表 4.5.1。 

表 4.5.1  高三自然組與社會組學生前測成績的二獨立樣本 t 檢定分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 自由度 P值* 

高三自然組 12 38.75 18.49 

21 0.2968 
高三社會組 11 31.64 12.51 

* 0.2968 0.05P value− = > 。 

由表 4.5.1 中的 P值為 0.2968 0.05> ，不拒絕高三自然組學生前測成績與高三社會

組學生前測成績相等的統計假設。事實上，就平均值來看，自然組的成績略高於社會

組，不過自然組學生的前測成績標準差也略大，較為分散。我們進一步的將高三自然

組學生與社會組學生的前測成績以成績次數分配直方圖、成績概略分佈圖以及盒狀圖

呈現，如圖 4.5.1。從圖 4.5.1 可以知道自然組學生前測平均成績雖然略高於社會組學生
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前測成績，但自然組的成績較為分散，呈現 M 字形分佈，而低分群成績甚至較社會組

低，可見自然組內的成績差異很大。 

 

圖 4.5.1  高三自然組與社會組前測成績的次數分配直方圖、概略分佈圖與盒狀圖 

二、高三學生自然組與社會組後測成績的統計推論 

依前述統計推論數據，自然組學生前測成績與社會組學生前測成績可以視為相

同。現針對他們後測成績的平均數進行統計推論，也就是高三自然組學生與社會組學

生再經過一次筆者的授課教學後，其後測成績平均值是否有差異。 

高三自然組學生後測成績平均值為 59.92，標準差為 19.81，而社會組學生後測成

績平均值為 40.91，標準差為 17.77。二獨立樣本 t 檢定的自由度為 21，P值為 0.0250，

茲將上述統計數據列表於下表 4.5.2。 

表 4.5.2  高三自然組與社會組學生後測成績的二獨立樣本 t 檢定分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 自由度 P值* 

高三自然組 12 59.92 19.81 

21 0.0250 
高三社會組 11 40.91 17.77 

* 0.0250 0.05P value− = < 。 
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由表 4.5.2 中的 P值為 0.0250 0.05< ，拒絕高三自然組學生後測平均成績與高三社

會組學生相等的統計假設。由平均成績可以看出自然組與社會組成績差異很大，有將

近 20 分的差距，而標準差則差不多。 

現將高三自然組學生與社會組學生的後測成績以成績次數分配直方圖、成績概略

分佈圖以及盒狀圖呈現，如圖 4.5.2。我們可以從圖 4.5.2 知道自然組大部分的學生於後

測成績高於 60 分，甚至最高分達 92 分，而低分者的人數也較少，整個成績分佈呈左

偏分佈；至於社會組學生在後測成績上有低分離群值，且成績偏於 30 至 60 分之間，

且無相對高分者，致使後測成績對於自然組與社會組具有差異。 

 

圖 4.5.2  高三自然組與社會組後測成績的次數分配直方圖、概略分佈圖與盒狀圖 

前述部分的統計分析可得到高三自然組與社會組在前測成績上並無顯著差異，但

後測成績則拒絕自然組與社會組成績相等的統計假設，其中並以高三自然組平均成績

明顯高於社會組平均成績。 

現在我們將依序對高三自然組學生及高三社會組學生的前測成績與後測成績進行

成對樣本的統計推論。 
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三、高三自然組學生前測成績與後測成績的成對樣本統計推論 

根據高三自然組學生前、後測成績成對樣本的統計分析得到相關係數為 0.69，成

對樣本 t 檢定的自由度為 11，P值為 0.0005。將成對統計分析數據列表整理如表 4.5.3，

其中此表中的 DS 乃是指成對樣本差的標準差，表示前、後測成績改變量的標準差。 

表 4.5.3  高三自然組學生前、後測成績成對樣本統計分析表 

高三高三高三高三自然組自然組自然組自然組 人數 平均值 標準差 *DS  相關係數 自由度 P值** 

前測成績 

12 

38.75 18.49 

15.03 0.69 11 0.0005 
後測成績 59.92 19.81 

* 此處
D
S 為成對樣本差的標準差。 

** 0.0005 0.05P valu− = < 。 

由表 4.5.3 中的 P值小於 0.05，拒絕高三自然組學生前測成績與後測成績相等的統

計假設，即本研究分析顯示高三自然學生的前測成績與後測成績具有顯著差異。 

由表 4.5.3 也可得知前、後測成績的相關係數為 0.69。將高三自然組學生的前測成

績與後測成績畫出散布圖，可得圖 4.5.3，從散布圖可以觀察出前測高分群普遍於後測

表現上仍為高分群，而前測的低分群普遍也能有進步，甚至有一個前測低分者其後測

成績也達後測高分群。 

 

圖 4.5.3 高三自然組學生前、後測成績散布圖（相關係數 0.69） 
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四、高三社會組學生前測成績與後測成績的成對樣本統計推論 

將高三社會組學生的前測成績與後測成績進行成對樣本的統計推論，根據統計分

析得到相關係數為 0.75，成對樣本 t 檢定的自由度為 10，P 值為 0.0259。茲現將其成

對統計分析數據列表整理如表 4.5.4，其中此表中的 DS 乃是指成對樣本差的標準差，表

示高三社會組學生前、後測成績改變量的標準差。 

表 4.5.4  高三社會組學生前、後測成績成對樣本統計分析表 

高三高三高三高三社會組社會組社會組社會組 人數 平均值 標準差 *DS  相關係數 自由度 P值** 

前測成績 

11 

31.64 12.51 

11.77 0.75 10 0.0259 
後測成績 40.91 17.77 

* 此處
D
S 為成對樣本差的標準差。 

** 0.0259 0.05P valu− = < 。 

由表 4.5.4 中的 P值小於 0.05，拒絕高三社會組學生前測成績與後測成績相等的統

計假設，即本研究分析顯示高三社會學生的前測成績與後測成績是有顯著的差異。 

由表 4.5.4 可得相關係數為 0.75，將高三社會組學生的前測成績與後測成績畫其散

布圖，得圖 4.5.4。由散布圖可以看出前測成績低分群者其後測成績也屬於低分群，而

前測成績中、高分群其進步幅度並沒非常顯著。 

 

圖 4.5.4 高三社會組學生前、後測成績散布圖（相關係數 0.75） 
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五、高三自然組與社會組學生前、後測成績差異的統計推論 

由前面統計檢定得知高三自然組學生與高三社會組學生個別的前、後測成績是有

顯著差異的，也就是前測成績與後測成績是有所不同的。現進一步討論進步的幅度差

異是否會因為自然組或社會組而有所差異。 

將所有高三自然組學生與高三社會組學生進行二樣本前、後測成績差異的平均數

差 t 檢定，得到自由度為 21，P 值為 0.0481。高三自然組學生前、後測成績差異的標

準誤為 4.34，高三社會組學生前、後測成績差異的標準誤為 3.55。茲將上述數據列於

下表 4.5.5。 

表 4.5.5  高三自然組與社會處學生的前、後測成績差異統計分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 標準誤 自由度 P值* 

高三自然組 12 21.17 15.03 4.34 

21 0.0481 
高三社會組 11 9.27 11.77 3.55 

* 0.0481 0.05P value− = < ，但 0.05P value− ≈ 。 

由表 4.5.5 中的 P值為 05.00481.0 ≈ ，拒絕高三自然組學生前、後測成績差異與高

三社會組學生前、後測成績差異相等的統計假設。實際上由平均數來看即可以看出高

三自然組的進步成績高達 21.17 分，而社會組的進步成績僅有 9.27 分，非常明顯的具

有差異。現進一步計算出高三自然組與高三社會組學生的進步分數的 95%信賴區間。 

由查表可得 201.2025.0,11 =t ，高三自然組學生前、後測成績進步分數的 95%信賴區

間為 30.72],[11.624.342.20121.17 =×± ；查表可得 228.2025.0,10 =t ，高三社會組學生前、

後測成績進步分數的 95%信賴區間為 ]18.17,36.1[55.3228.227.9 =×± 。也就是高三自

然組學生約進步 11.62 分至 30.72 分，而高三社會組學生約進步 1.36 分至 17.18 分。 
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六、小結 

由前述的討論可以知道，高三自然組與社會組學生在前測成績上可以視為相等（P

值 0.2968），而後測成績則有顯著的差異（P 值 0.0250）。至於自然組與社會組在進步

成績上雖呈現出統計顯著性（P值 0.0481），但顯著性並不強烈，不過實際上的進步成

績自然組平均進步 21.17 分，而社會組則僅有 9.27 分。這個結果可以簡單的看出自然

組和社會組在學習後是有差異的。 

因此，針對問卷的學習狀態自我評估中「對於此次上課期間是否普遍認真？」的

這個問題，進一步針對高三自然組與社會組學生進行問題比例的計算，其中高三自然

組普遍認真的比例為 0.80，而社會組則為 0.20，這個比例確實懸殊，可能便是造成後

測成績與進步成績的統計結果的原因。而就筆者的實際教學時的觀察中，高三社會組

的學生確實在授課的過程中，確實並未能保持具有強烈學習的心態。 

然而，雖然高三本身不論自然組與社會組研究對象的樣本數是有些少的，對於這

個統計數據的呈現需要稍微保留，但對於高二自然組與社會組學生的統計分析，可以

得到高二社會組學生的後測以及進步成績的表現是不亞於高二自然組的，甚至超過高

二自然組，可見學習心態對於學習的表現是具有影響的。 
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4.6 依測前學習成就分群之學習成效的變異數分析 

在前面五節中，分別對於高二與高三、高二自然組與高二社會組，以及高三自然

組與高三社會組，這三種不同的分群分式進行一系列的統計檢定。接下來筆者將依據

學生測前學習成就作為分群依據來進行相關探討，也就是以學生於本校高一、高二四

個學期的數學學期平均成績作為分群的依據，依此分群分式於「表 3.1.3 研究學生數學

學習概況分群表」中可得高分群、中分群，以及低分群的人數依序為 13 人、25 人以及

19 人。其中高分群為四ˇ學期平均成績達 80 分以上者，中分群平均成績為 70 至 80 分

者，低分群則為平均成績 70 分以下者。  

以下依序對於分群學生的前測成績、後測成績以及前、後測進步成績三個部分進

行變異數分析的統計推論。 

一、依測前學習成就分群之前測成績的變異數分析 

筆者依照學前數學學習成就分群方式，進行變異數分析得高分群其前測成績的平

均值為 39.77，標準差為 15.82，中分群前測成績的平均值為 32.88 分，標準差為 12.40，

而低分群前測成績的平均值則為 22.47，標準差為 9.52，而變異數分析的 P 值為

0.0009。茲將上述數據列於表 4.6.1。 

表 4.6.1  依測前學習成就分群學生之前測成績的變異數分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 P值* 

高分群 13 39.77 15.82 

0.0009 中分群 25 32.88 12.40 

低分群 19 22.47 9.52 

* 05.00009.0 <=− valueP 。 

從表 4.6.1 的數據可以得到 P值為 0.0009 0.05< ，拒絕接受此三個分群的前測平均

成績相等的統計假設，而從平均成績上也可以得到三個分群是有差異的，其中以低分

群的前測成績偏低，而高分群的成績較為分散。 
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二、依測前學習成就分群之後測成績的變異數分析 

依學前數學學習成就分群方式，進行變異數分析得高分群其後測成績的平均值為

60.62，標準差為 18.14，中分群後測成績的平均值為 54.12 分，標準差為 11.57，而低

分群後測成績的平均值則為 40.05，標準差為 16.96，而變異數分析的 P 值為 0.0008。

茲將上述數據列於表 4.6.2。 

表 4.6.2  依測前學習成就分群學生之後測成績的變異數分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 P值* 

高分群 13 60.62 18.14 

0.0008 中分群 25 54.12 11.57 

低分群 19 40.05 16.96 

* 05.08000.0 <=− valueP 。 

從表 4.6.2 的數據可以得到 P值為 0.0008 0.05< ，拒絕接受此三個分群的後測平均

成績相等的統計假設，而從平均成績上也可以得到三個分群是有差異的，其中仍以低

分群的後測成績較低，且低分群的標準差比起其前測成績的標準差也擴大了許多。 

三、依測前學習成就分群之前、後測成績成績差異的變異數分析 

前述已將測前學習成就分群的三群學生進行前測與後測成績的變異數分析，現在

筆者則進一步對於前、後測成績差異，也就是對於進步的成績做變異數分析。 

表 4.6.3  依測前學習成就分群學生之前、後測進步成績的變異數分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 P值* 

高分群 13 20.85 8.31 

0.6516 中分群 25 21.24 11.87 

低分群 19 17.58 17.83 

* 05.06516.0 >=− valueP 。 
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筆者經變異數分析得到高分群其前、後測進步成績的平均值為 20.85，標準差為

8.31，中分群其前、後測進步成績的平均值為 21.24 分，標準差為 11.87，而低分群其

前、後測進步成績的平均值則為 17.58，標準差為 17.83，而變異數分析的 P值為 0.6516。

茲將上述數據列於表 4.6.3。 

從表 4.6.3 的數據可以得到 P值為 0.6516 0.05> ，我們接受高、中、低分群此三群

的平均進步成績相等的統計假設。由平均值看來，三個分群的平均進步成績差異不大，

而標準差則為高分群最小，低分群最大，表示低分群間的成績較為分散，而這個分散

的變異筆者進一步對於各分群再細分成高二、高三來探討其進步成績上變異情形。 

表 4.6.4  依測前學習成就與年級分群學生之前、後測進步成績的分析表 

研究對象 人數 平均值 標準差 

高分群 

高二 7 22 4.51 

高三 6 19.5 11.71 

中分群 

高二 16 24.38 13.12 

高三 9 15.67 6.73 

低分群 

高二 11 21.45 13.71 

高三 8 12.25 22.21 

由上表 4.6.4 的平均值數據可以發現高二學生不論高分群、中分群以及低分群的平

均進步成績皆能有 20 分以上的進步，而高三學生除高分群的平均進步成績 19.5 分外，

中分群與低分群學生的平均進步成績為 15.67 分與 12.25 分，為相對進步少的成績。因

此，高二與高三學生間的平均進步成績是有一些落差的。其中又以高三的低分群學生

在進步成績上的平均值進步最少，且其標準差的變異程度非常大，達 22.21，由此可得

低分群於前測成績的標準差 9.52 分，而後測成績標準差 16.96，以及前、後測進步成績

的標準差 17.83 的改變，主要是來自於高三低分群的同學學習成績影響所致。 
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四、小結 

在本小節裡，分群方式改為依據測前學習成就的高分群、中分群，以及低分群三

類來進行變異數分析。由前述討論可得在前測成績上拒絕此三群平均成績相同（P 值

0.0009），後測成績上也拒絕此三群平均成績相同（P值 0.0008），但前、後測的進步成

績則接受此三群的平均進步成績是相同的（P值 0.6516），也就是對於高、中、低三種

學前成就的分群，對於本次研究過程的平均進步成績可以認為是相等的，且可以說都

是大有進步的。 

而對於前、後測進步成績雖然此三群學生皆有 17 至 21 分的平均進步，唯其變異

程度上有些大。將此三群內細分高二及高三，進一步得到高二的三群其平均進步成績

皆達 21 分以上，而高三中分群與高三低分群的平均進步成績僅有 15 及 12 分，可以見

得造成變異較大的原因是來自於分群內的高三學生。筆者再根據本章前面五節的討

論，可以推論在本次研究中，高二學生的進步成績普遍是優於高三的，而造成主要成

績變異的因素可能來自於高三社會組的學生。 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

80 
 

4.7 本研究問卷的統計分析 

前述四節內容均探討學生對於學習成效的討論，而對於本研究另外一個有興趣的

議題，則是問卷調查的結果。 

本研究問卷主要分成兩個部分，第一部分為「本次研究過程之上課感受」，並細分

為四個層面：「課程教材的感受」、「授課方式的感受」、「個人上課的觀感」，與「信賴

區間的學習上的感受」；而第二部分則為「高中數學課程之偏好」，旨在探討高中數學

中的統計類與非統計類的數學課程中，學生個人的喜好。 

將上述兩個部分，及其子層面問題探討以研究學生的問卷統計數據呈現；並針對

所有學生依照類組分為自然組與社會組，對這些研究問題的進行比例差的推論統計。 

本次研究參與的學生人數共有 57 人，僅 54 人繳回問卷，3 人未繳回，其中此 3

人皆為高三學生，故以下問卷的統計分析資料，皆以 54 個樣本做討論。合計有高二問

卷 34 份（其中自然組 21 份，社會組 13 份），高三問卷 20 份（其中自然組 10 份，社

會組 10 份）。 

一、研究學生的問卷統計 

問卷第一部分為「本次研究過程之上課感受」，並細分為四個層面：「課程教材的

感受」、「授課方式的感受」、「個人上課的觀感」，與「信賴區間的學習上的感受」。以

下針對全體研究學生共 54 個樣本，以這四個層面分別進行討論。 

（一）關於「課程教材的感受」之討論 

對於這份教材的難度，全體學生中有 74%的學生認為授課前是具有難度的，而經

由筆者授課教學後，僅剩 30%的學生認為仍具有難度。因此，無庸置疑的則是有 93%

的學生認為這份課程教材是需要由教師講解後，才有辦法理解其課程內容瘩。 

因此，在高二學生在自學後的前測成績的討論時，除了是否能夠完整研讀整份教

材是一個重大的因素之外，或許教材本身的難易度也影響到學生研讀的意願。 

茲將「課程教材」層面的問卷問題的數據資料整理如下表 4.7.1。 
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表 4.7.1  關於「課程教材」層面的問卷問題統計表 

項次 研究問題 研究人數 「是」的人數 「是」的比例 

1 上課前，此課程教材是否太深？ 54 40 0.74 

2 上課後，此課程教材是否太深？ 54 16 0.30 

3 

這份課程教材的內容是否需要教師

講解？ 
54 50 0.93 

（二）關於「授課方式的感受」之討論 

本次課程筆者所選擇的授課方式，使以一專題形式呈現為主體，因而不同於一般

學校傳統的上課方式，不再只是利用口述和大量的板書與解題來呈現，而利用

PowerPoint 搭配多媒體的呈現，多以口述與互動的解析方式來解讀，其中也輔以板書

來解釋計算過程，呈現出統計學上的概念性是比較強，繁複計算過程是可以交付電腦

或計算機去計算的概念。 

而對於這部分統計學習上的感受由學生填寫問卷來統計得到：有 93%的學生可以

接受這樣的授課方式，喜歡這種授課方式甚過於傳統上課方式的比例則為 59%，而認

為這種授課方式對於學習比較有價值的人，則有 87%的學生。 

茲將「授課方式」層面的問卷問題的數據資料整理如下表 4.7.2。 

表 4.7.2  關於「授課方式」的問卷問題統計表 

項次 研究問題 研究人數 「是」的人數 「是」的比例 

1 

是否可以接受這樣的授課方式？

（投影片、多媒體、板書） 
54 50 0.93 

2 

是否喜歡這種授課方式甚過傳統上

課方式？ 
54 32 0.59 

3 

這種授課方式對於學習是否比較有

價值？ 
54 47 0.87 
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從上述數據大致上的學生都能接受，且有六成學生是喜歡這種授課方式，但這種

喜歡筆者認為是有可能因為不同於往常授課方式，造成在短時間內的感受是能喜歡

的，至於長時間而言，則可能是未定之數了。 

表 4.7.2 中的數據也呈現出些許的矛盾，能夠接受的學生比例高達九成三，而喜歡

的學生雖過半，但大幅下降三成四，表示這三成似的學生能接受但不見得喜歡，由筆

者請學生留下的文字敘述中可以知道，對於接受傳統數學的教學模式，多數學生們已

經很習慣了，並且也習慣抄寫黑板上的重點或筆記，一時改成幾乎不需要動筆的學習

方式，便有些許的不適應，但這些學生卻也認為這種學習是相對具有價值的。 

（三）關於「個人上課的觀感」之討論 

全體學生在經由筆者授課教學的過程中，請他們表達對於自己在上課時個人的感

受，認為自己在上課期間普遍認真的有 56%學生，上課後能夠大有收穫的有 94%的學

生，而經由授課後，認為這個單元的課程內容還是具有難度的則有 87%比例的學生。 

茲將「個人上課觀感」層面的問卷問題的數據資料整理如下表 4.7.3。 

表 4.7.3  關於「個人上課觀感」層面的問卷問題統計表 

項次 研究問題 研究人數 「是」的人數 「是」的比例 

1 這次上課期間是否普遍認真？ 54 30 0.56 

2 這次上課學習是否有所收穫？ 54 51 0.94 

3 

這次授課的過程，其課程內容是否

仍具有難度？ 
54 47 0.87 

這個數據的呈現，對於這些自願參加本次研究授課的學生而言，能夠有 56%比例

的學生能夠普遍認真其實對筆者也能算是欣慰，尤其高二學生利用三次週末的時間，

前前後後進行 7 小時的教學過程，更為辛苦。有 94%比例的學生認為這個課程的學習

對他們個人是有收穫的，那麼本次研究對於學生而言，便也算是有價值了。 
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（四）對於「信賴區間學習上的感受」之討論 

對於「信賴區間的學習」這部分的問卷問題，最主要的就是要看研究學生是否能

夠對於「信賴區間」能夠有更進一步的認識，因此針對學習狀況提供問卷問題，得到

有 83%的學生已能大致理解信賴區間，而有 81%的學生認為學習信賴區間是有助於解

讀民調的，但就實質的解讀民調而言，卻只有 65%的學生認為學習信賴區間確實對於

生活上是有意義的。 

茲將「學習信賴區間」的問卷問題的數據資料整理如下表 4.7.4。 

表 4.7.4  關於「信賴區間學習上的感受」層面的問卷問題統計表 

項次 研究問題 研究人數 「是」的人數 「是」的比例 

1 是否大致理解「信賴區間」的意涵？ 54 45 0.83 

2 

學習「信賴區間」，對於解讀民調是

否有幫助？ 
54 44 0.81 

3 

學習「信賴區間」，是否對生活具實

質意義？ 
54 35 0.65 

從表 4.7.4 的數據可以知道學生們都能夠知道學習信賴區間是可以用以解讀民調，

或看懂民調資訊大致上在陳述些什麼事情，但從他們的文字描述中，他們其實認為生

活中的他們，並不在意能不能夠解讀民調的真實訊息，也或許直接從數字便可以粗淺

得知大概的民調結果，而不需要真的是知道什麼是信賴區間或信心水準等名詞，並作

更細部的解讀。但本研究過程當中，其實也有非常感興趣的學生於課後，前來來討論

信賴區間的相關問題，並且也自己上網搜尋相關資訊，雖是少數，但對於這樣的學生

的存在，也真的是在這個教育體制下實屬難得的自主學習者。 

至於在問卷中，筆者感興趣的第二個部分，則是學生對於高中數學課程之偏好，

也就是這部分，筆者將高中數學概分為二，「統計類的數學課程」與「非統計類的數學

課程」，要求學生對於這兩類的數學進行問卷勾選，並提供文字意見陳述，其問卷分析

與討論如下： 
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（五）對於「高中數學課程的偏好」之討論 

筆者利用本次研究的問卷，順便向研究學生取得關於高中學生對於非統計類數學

課程和統計類數學課程的學習，對於這兩種不同類型的高中數學課程內容做勾選與比

較。在這部分的問卷分析發現，對於全體研究學生在高中的統計類數學課程內，最喜

歡的前兩名為「信賴區間」，有 52%的比例，以及「一維數據分析」，有 42%的比例，

而其理由則分別是信賴區間是具有生活上的實用性質，而一維數據分析則是認為該單

元的公式比較少且簡易，對學習而言是相對容易的。 

而事實上，在高中所學的幾個統計主題裡，不管是一維數據分析、二維數據分析

（相關係數、迴歸直線），或者是信賴區間，無非都具有生活上的價值，但在普遍高中

生的統計課程學習過程，其課程的設計會讓他們無法感受到統計學在生活上的實用

性，因為這部分的課程，在高中著重的還是公式的使用，而非實體實驗或真實體驗，

這對統計學而言，大概便也是非常可惜的學習經驗。 

因此對於高中的統計課程，學生所看到的便會是背不起來的公式與繁雜的計算過

程的統計，所以即使時非統計類的的數學課程內容在高中數學裡其範疇非常的龐大且

不易，但仍然有 78%的學生比較喜歡或比較有興趣，而僅有 22%的學生是喜歡統計類

的數學課程的。而喜歡統計課程的學生，還是針對他們以為的具有生活價值的論點，

而非真正感受到統計學的估計與推論。 

至於問到對於「非統計類數學課程和統計類數學課程哪一類是比較難的？」的這

個問題，則有 19%的學生認為非統計類數學課程比較難，而有 57%的學生認為統計類

數學課程比較難，另 24%的學生認為兩類的數學課程都很難。這個問題的比例呈現也

就是因學生個人感受，而造就對於統計類數學課程的有興趣的比例在這些學生中極為

低落的原因之一。 

茲將上述問卷的數據資料製表列於下表 4.7.5。 
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表 4.7.5  關於「高中數學課程之學習感受」的問卷問題統計表 

項次 研究問題 選項 人數* 比例 

1 

高中數學課程中的統計，你

最喜歡哪一個？  

（A）一維數據分析 

（B）相關係數 

（C）迴歸直線 

（D）信賴區間 

23 0.42 

1 0.02 

2 0.04 

28 0.52 

2 

若將高中數學課程分成「非

統計類數學課程」及「統計

類數學課程」兩類，你比較

喜歡或有興趣的是哪一類？  

（A）非統計類數學課程 42 0.78 

（B）統計類數學課程 12 0.22 

3 

在高中數學中「非統計類數

學課程」及「統計類數學課

程」兩類中，你覺得哪一類

在學習上比較困難？ 

（A）非統計類數學課程 10 0.19 

（B）統計類數學課程 31 0.57 

（C）都很難 13 0.24 

* 本研究研究對象 57 人，3 人問卷未繳回，皆為高三學生，合計本問卷總樣本數為 54 人。 

因從表 4.7.5 知道對於統計類數學課程普遍學生喜好度低且困難感受高，因此筆者

進而對問卷進行更細部的雙向分析，如表 4.7.6。 

表 4.7.6  非統計類數學課程與統計類數學課程的雙向分析表 

研究問題 非統計課程比較難 統計課程比較難 都很難 合計 

喜歡非統計課程 14% 67% 19% 100% 

喜歡統計課程 33.3% 33.3% 33.3% 100% 

由表 4.7.6 的數據可得，喜歡非統計類數學課程的學生中，有 14%的學生認為非統

計類數學課程比較難，67%覺得統計類數學課程比較難，19%覺得都很難，可以推測他

們是有可能認定統計課程比較難而喜歡非統計類的數學課程。而喜歡統計類數學課程
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的學生裡，則對於非統計類、統計類或都很難的比例皆為 33.3%，這個數據的呈現顯

示喜歡統計課程的學生，較有可能是真的比較喜歡統計類的數學課程的。 

從表 4.7.5 與表 4.7.6 可以知道，研究學生對於高中數學課程中的感受，都認為統

計類數學課程是比較難的，也對統計類的數學課程相對沒有興趣。這個數據的呈現或

許也可以提供教學者想想，是否在教學的過程中太過斤斤計較於統計數據的計算，而

忽略了統計學的存在對於學生應該所給予的實際感受。 

前述的這個部分針對全體研究學生的問卷比例的討論與探討，而現在筆者將全體

學生分群做問卷分析的探討，其討論如以下，即本節的第二個部分。 

二、自然組與社會組學生對於研究問題的比例差的統計推論 

由第一部分已經對於全體研究學生的問卷做一些討論，現將研究學生做分群的問

卷分析，若分為高二學生與高三學生兩個群體，發現問卷的結果是一致的，因此本研

究便不對此分群方式作細部討論。 

但當筆者改將全體學生分成自然組與社會組學生，發現其問卷的部分結果有異或

比例差異稍大的，因此，後續中將針對這些部分作更進一步的探討與說明。 

首先，將本問卷所有研究問題依自然組與社會組的比例差統計分析表整理如表

4.7.7，在此表中，主要對於自然組與社會組的比例差以「95%的信賴區間法」來進行統

計檢定推論，並可藉由此區間寬度得到這個差異大致的範圍。 

將本次問卷問題，對於自然組與社會組分群後，對於部分問卷內容中的比例差異相

對大的問題為下述項次（一）（二）（三）等三個，而對於問卷於統計檢定結果有差異的

問題，則為項次（四）。 

   （一）這次上課期間是否普遍認真？ 

   （二）我覺得統計課程比較喜歡或有趣嗎？ 

   （三）學習信賴區間對解讀民調是否有幫助？ 

   （四）喜歡這種上課甚過傳統板書上課？ 

針對上述的這四個問題，我們將稍作討論。 
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表 4.7.7  自然組與社會組問卷研究問題比例差的推論統計表 

項 

次 
研究問題 p

∧

自  p
∧

社  

比例差的 

信賴區間 
P值 

決策 

法則 

1 上課前，教材是否太深？ 0.77 0.70 [-0.16 , 0.32] 0.515 接受 

2 上課後，教材是否太深？ 0.26 0.35 [-0.34 , 0.16] 0.475 接受 

3 這份教材是否需要教師講解？ 0.94 0.91 [-0.12 , 0.17] 0.756 接受 

4 是否可以接受這樣的上課方式？ 0.97 0.87 [-0.05 , 0.25] 0.173 接受 

5 喜歡這種上課甚過傳統板書上課喜歡這種上課甚過傳統板書上課喜歡這種上課甚過傳統板書上課喜歡這種上課甚過傳統板書上課？？？？ 0.74 0.39 [0.10 , 0.60]    0.010 拒絕拒絕拒絕拒絕 

6 這種上課方式的學習比較有價值？ 0.87 0.87 [-0.18 , 0.18] 0.988 接受 

7 這次上課期間是否普遍認真這次上課期間是否普遍認真這次上課期間是否普遍認真這次上課期間是否普遍認真？？？？ 0.61 0.48 [-0.13 , 0.40]    0.325 接受接受接受接受 

8 這次上課學習是否有所收穫？ 0.97 0.91 [-0.08 , 0.19] 0.386 接受 

9 這次課程是否大致上具有難度的？ 0.81 0.96 [-0.31 , 0.01] 0.104 接受 

10 是否大致理解信賴區間？ 0.87 0.78 [-0.12 , 0.29] 0.389 接受 

11 學習信賴區間對解讀民調是否有幫助學習信賴區間對解讀民調是否有幫助學習信賴區間對解讀民調是否有幫助學習信賴區間對解讀民調是否有幫助？？？？ 0.90 0.70 [-0.01 , 0.42]    0.052 接受接受接受接受 

12 學習信賴區間是否具生活具實質意義？ 0.65 0.65 [-0.26 , 0.25] 0.957 接受 

13 我覺得統計課程比較喜歡或有趣我覺得統計課程比較喜歡或有趣我覺得統計課程比較喜歡或有趣我覺得統計課程比較喜歡或有趣。。。。 0.16 0.30 [-0.37 , 0.09]    0.211 接受接受接受接受 

14 我覺得統計課程比較難。 0.87 0.74 [-0.08 , 0.35] 0.217 接受 

* 本問卷之調查人數共 54 人，其中自然組問卷 31 份，社會組問卷 23 份。 

以下將依序對於這四個問題，藉由統計數據以及學生文字的陳述進一步的說明。 

（一）「這次上課期間是否普遍認真？」 

這個問題自然組學生的比例是 0.61，而社會組學生的比例是 0.48。但於 4.4 節中，

高二社會組的認真比例為 0.69，高二自然組為 0.52，因而推論造成高二社會組後測成

績略高於自然組後測成績，現又可由此數據可以得到應為高三社會組學生所拉低社會

組的認真比例，而實際上高三社會組後測平均確實低於各組別的平均，僅有 40.91 分。

此問題 P值為 0.325，檢定為自然組與社會組認真的比例差是無顯著差異的。 
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（二）「我覺得統計課程比較喜歡或有趣？」 

這個問題自然組學生的比例是 0.16，而社會組學生的比例是 0.30。雖然兩個組別

的比例都很低，但社會組比例稍高於自然組比例。此問題 P值為 0.211，檢定為自然組

與社會組的比例差是無顯著差異的。 

（三）「學習信賴區間對解讀民調是否有幫助？」 

這個問題自然組學生的比例是 0.90，而社會組學生的比例是 0.70。自然組與社會

組的比例差為 0.2，自然組學生幾乎認為學習信賴區間能夠解讀民調，而社會組雖然比

例也高，但與自然組仍有差異，很有可能是社會組會不會去做解讀民調這個動作而影

響的。但不管自然組或社會組皆普遍能夠知道學習信賴區間至少能夠對於解讀民調是

有幫助的。而此問題 P值為 0.052，檢定為自然組與社會組比例差是無顯著差異的，但

仍然需要考量這個顯著性。 

（四）「喜歡這種上課甚過傳統板書上課？」 

這個問題自然組學生的比例是 0.74，而社會組學生的比例是 0.39。自然組顯然喜

歡這種非傳統的上課方式，而社會組則還是比較喜歡傳統的上課方式。此問題的 P 值

為 0.010，是拒絕自然組與社會組比例是相同的統計假設的。 

而在 5%α = 的顯著水準下，保守估計自然組與社會組的比例差異有 0.1，而最多

可能達 0.6，這樣的差異是很大的。就自然組與社會組的學習心態與方式，可能也就是

這樣的不同，自然組能快速適應不同以往的上課方式，且對於可以不用一直計算或練

習，只需要用瞭解後自己能夠推論出來。 

而社會組則仍還是習慣於教師一步一步的解釋或帶領著演練範例，於課外甚至有

社會組學生要求多做一些同類型例題的演練，可見社會組學生可能認為在學習數學是

需要利用例題和大量演練作為建構。但本研究可以看出，社會組學生雖然較不適應這

種學習方式，但仍能普遍認真學習，就研究結果後測平均成績也稍高於自然組學生，

甚至二年級最高分者為社會組學生。 
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三、小結 

從本研究問卷的數據可以知道，這次研究所設計的課程教材內容是有難度的，但

若能有教師教授的會，對學習上的幫助是很大的。而普遍學生對於本次課程之後，皆

能夠大致上的理解信賴區間的意涵，並且也能從相關報章雜誌上去解讀民調資訊，唯

解讀民調這件事情對於學生而言並不是真的感興趣的，因此信賴區間對於學生而言的

觀感，可能仍然還是一個數學課程的學習。值得高興的則是在這次研究的學習過程中，

有 94%的研究學生認為是有收穫的。 

高中的統計課程中，對於研究學生對於「一維數據的分析」與「信賴區間」是具

有較高的喜好度的，但兩者的喜好者卻持不同觀點，喜歡一維數據分析的理由是因為

內容比較簡單，而喜歡信賴區間的理由則是因為具有生活上的實用性。而這裡所謂的

實用性，對於他們的認知而言，大概便也只是指這名稱會出現在生活中的報章媒體中

而已了吧！ 

在研究學生對於非統計類與統計類數學課程的喜好中，大部份學生即使認為非統

計類的數學課程是具有難度的，但仍然認為統計類課程需要大量的公式與計算是非常

恐懼的，可見研究對象對於統計所謂的實用性的實踐可能感受還是非常低的。這對於

筆者或者其他教學者，可能也是需要思考教學上的價值，唯在考試制度與學習需求上

要如何取得平衡，便也是教育者可能還要再進一步思索的問題了。 

最後，筆者另外在問卷中設計一個對於學生較為個人感受的問題：「若不考慮數學

成績，我可以說是喜歡數學的嗎？」，並以高二學生與高三學生作為分群進行資料統

計，下表 4.7.8 為此問題之人數統計表。 

表 4.7.8  「若不考慮數學成績，我可以說是喜歡數學的嗎？」人數統計表 

研究對象 是 否 無作答 合計 

高二學生 30 (88%) 2 (6%) 2 (6%) 34 (100%) 

高三學生 10 (50%) 9 (45%) 1 (5%) 20 (100%) 
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在研究時程已到期末（六月）了，高二學生對於高中數學的學習也近兩年，若在

不考慮數學成績的前提，有 88%的高二學生是喜歡數學的，即使在現實上的數學學習

成就中，他們的成績有高有低；而對於數學學習已達三年的高三學生中，則有 50%的

學生依舊喜歡數學，但也有 45%的高三學生不喜歡數學。 

高三學生對於數學喜好的轉變，即使在不考慮數學成績的前提下，不喜歡的比例

竟大幅增加，除了可能因為面對升學壓力下的考驗，在數學的學習上已造成相當大的

恐懼。但實質面中，即使在這項研究數據分析中，高三學生的樣本數並不多，但希望

於此作為一個參考，希望筆者或教學者能夠讓更多的高中學生對於數學的學習不至於

大幅度的失去興趣。 
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5 結論與建議結論與建議結論與建議結論與建議 

本研究以高二與高三學生為研究對象，其中包含自然組與社會組學生，因高三樣

本人數較少，因此高三以不分組狀況討論，而高二則分成自然組與社會組進行討論。

本研究主要研究主題為「信賴區間」，藉由設計一套包含「信賴區間」先備知識的教材，

提供研究學生先行自修外，並就教學前、後分別進行前測與後測作為學習成效的評估。

經由第四章的資料分析後，本章將針對本研究的主要發現進行討論。 

本章共分成兩節，分別為研究發現與結論，及檢討與建議。 

5.1 研究發現與結論 

根據本研究的研究過程，其前、後測的資料統計分析，本研究所得結論列述如下： 

一、高三學生雖已由學校進行「信賴區間」及其先備知識之授課，但高三學生在前測的

學習成效評定結果為不理想。 

本研究將高三學生之前測成績作為其學習成效之評定，其前測成績平均為

35.35 分，且標準差 15.98 稍大，得到高三學生的成績變異程度大，因此在學校授課

的學習狀況並不一致。而研究對象之高三學生均為已錄取大學之準大學生，可能是

為了準備申請大學而忽略的學校的學習，是升學體制與學習上的矛盾點。 

二、高二學生與高三學生經由筆者授課教學後，其後測成績均較前測成績有非常明顯進

步。而高二學生的進步成績稍高於高三學生，唯此顯著性並不夠強烈。 

高二與高三學生前測與後測成績皆有顯著性的改變，以成對的 t 檢定得到高二

學生進步成績之信賴區間為 18.94 分至 26.94 分；而高三學生進步成績之信賴區間

則為 9.18 分至 21.79 分。高三學生之信賴區間較寬，來自於高三學生之前、後測成

績的變異較大，主因為高三社會組學生之學習狀況差異很大。 

然而，在進行本研究前，高三學生是已經學習過相關課程內容，但由前測成績

可以知道其先前的學習效果並不佳，且與高二學生經由自己研讀課程教材後所進行

之前測成績也無顯著性的差異。而後測成績經統計檢定後，亦無顯著性差異，可知
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高二學生與高三學生在經筆者授課後，其學習成績無顯著差異，也就是說並不會因

為年級的差異，致使某個年級在學習上具有相對性的優勢。不過高二與高三學生的

前、後測成績差異的統計檢定，拒絕高二與高三學生的進步成績是相等的這一假

設，其中高二學生的進步分數稍高於高三學生，唯此顯著性不夠強烈。 

三、高二自然組與社會組學生經由筆者授課教學後，其學習成效無顯著差異；前、後測

成績差異（進步成績）也無顯著差異，但社會組進步幅度略大於自然組。 

一般而言，容易認定社會組學生的學習成就會相對低於自然組學生，因此藉由

本研究進行高二自然組學生與高二社會組學生進行前測成績與後測成績的統計檢

定，發現高二社會組成績雖然在前測時稍低於自然組成績，但經筆者授課後，高二

社會組的後測成績反稍高於自然組成績。雖然高二自然組與社會組在前測與後測成

績上皆無顯著性的差異，但由數據的呈現，可以判斷社會組學生的學習成就只要能

夠認真與積極去學習，甚至可以不亞於自然組之學習成效。也就是本研究得到不同

屬性的組別，並不會在學習上具有相對性的優勢。 

四、高三自然組與社會組學生經由筆者授課教學後，其學習成效有差異，自然組後測成

績較佳；而前、後測成績差異（進步成績）亦有差異，唯其顯著性不高。 

高三自然組與社會組學生前測成績經的統計檢定並無顯著差異，而後測成績則

有顯著差異，單就平均成績來看後測成績自然組高於社會組 19 分之多；而對於前、

後測的進步成績高三自然組與社會組亦有差異，唯顯著性不夠強烈。 

高三的自然組與社會組與高二的結果不太相同，高二普遍能夠有所進步，而高

三則自然組有較大進步，高三社會組在本次研究中進步的幅度較低，主要與高三社

會組在授課時的學習狀況與心態上有很大的關聯。 

五、以數學學習成就分成高、中、低分三群，其前測、後測成績上雖皆有顯著差異，但

其前、後測成績差異（進步成績）無顯著差異，可見進步的幅度大致可說相等。 

依研究學生學前數學學習成就（高中數學成績）作為分群依據，分成高、中、

低分三群並進行變異數分析，在前測與後測成績上，成績表現雖仍與分群狀況一致
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（即高分群者仍為成績高分者），但在進步成績上則三群無顯著差異，以平均數來

看，進步幅度大小依序為中分群、高分群、低分群。 

若進一步分析各分群內的成績狀況，不論分群，其前、後測的進步成績幅度皆

為高二學生優於高三學生，其中在中分群與低分群內高二與高三學生的進步成績差

異較大，分別有 8.71 分及 9.20 分的差距；而進步成績幅度最少的是高三低分群學

生。由此可見，高三與高二學生在學習的狀況與成效上是有些許不同的。 

除了上述的五個主要研究的結論外，本次研究中筆者尚針對學生進行問卷調查，

以瞭解他們對於本次上課，以及信賴區間課程的理解程度進行分析，現將我們有興趣

的問卷結果，分點列述於下： 

一、對於本研究所編撰「信賴區間」之課程教材，學生普遍能夠接受且瞭解。 

本研究所編撰之課程教材，雖力求簡潔扼要，但因課程內容若要仔細無法太過

以簡易的數學文字陳述，因而所有學生認為這份教材內容是有難度的，需要由教師

授課教學後，才會比較容易理解課程內容。 

而某種程度上，我們的教育制度對於讓學生自己閱讀的訓練與培養可能也不足

夠，因為沒有長期這樣的經驗累積，也使得他們自學時的閱讀便也不容易進入狀

況。事實上，高二自然組學生確實有人自學後的成績是很不錯的。 

二、本次研究的授課方式對於自然組與社會組學生的接受程度是具有差異的，其中自然

組學生較能接受本次非傳統型的授課方式。 

本研究因為因應高二、高三這個特殊的時機點上課，因為將課程規劃成專題的

方式進行，也就不同於一般課程上的直接性授課，而偏重於討論與分析。對於這種

不同學校一般的授課方式，高二和高三的學生看法一致，但若將學生分類為自然組

與社會組，則發現社會組學生比較不適應這種上課方式，約僅有三成九的學生能夠

接受。反觀自然組學生則有七成四的學生能夠接受。對於這個結果自然組與社會組

是有很大的差異的，而主要的原因可以由問卷中的文字描述知道這是不同組別在學

習上的習性不同而有的差異。 
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三、學生能夠瞭解「信賴區間」在生活上的用處，並能解讀其資訊。唯實務面上，對「信

賴區間」仍持可有可無的態度。 

學習信賴區間後，不論是高二或高三，自然組或社會組，所有學生都能知道日

常生活中信賴區間可以被使用的地方。這個實用價值對於高中生而言，似乎比其他

的統計如相關係數與迴歸直線等更有實務上的感受，因此能夠理解學習的目的，甚

至普遍都能夠進而解讀民調的資訊。但事實上，仍有不少的學生認為他們在日常生

活中不必知道如何解讀信賴區間或民調資訊，可見現在普遍的學生，對於生活中的

點點滴滴可能已經缺乏好奇心了，而我們在教育訓練上面，確實也比較普遍導向考

試領導學習的學習模式。 

四、學生普遍認為高中數學中，「非統計類數學課程」是比較有趣的，「統計類數學課程」

則在學習上具相對困難性。而在統計的課程中，以「信賴區間」這單元是較有興趣。 

若將高中數學概分成「非統計類數學課程」與「統計類數學課程」時，有將近

八成的學生認為非統計類數學課程比較有趣，而有接近六成的學生則在學習過程中

覺得統計類數學課程是比較困難的。若進而將此問題分成自然組與社會組學生做統

計檢定，則自然組與社會組學生皆一致認為非統計類數學課程是比較有趣的，且統

計類數學課程在學習上較為困難。但又可以從此問題的比例數據上面知道社會組學

生對於統計類數學課程的喜好是相對稍高於自然組的，而雖然社會組學生普遍認為

數學都是很難的，但相較於自然組學生而言，認為統計是比較難的比例差大約三

成。因此，高中的數學中，統計課程的加入，對於目前現況而言，給學生實際應用

的感覺仍然是淺薄的。 

事實上，高中數學課程中的統計相關課程其實不多，目前課綱內規劃有「一維

數據分析」、「二維數據分析（主要內容為相關係數與迴歸直線）」，以及「信賴區間

與信心水準的解讀」，其中只有「信賴區間與信心水準的解讀」被規劃在選修數學

內，且以指考而言，此單元僅為社會組學生（即指考乙）的學習重點，自然組學生

（即指考甲）則為非命題重點。 

而在這幾個統計的相關單元裡面，學生普遍比較喜歡「信賴區間」，次為「一
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維數據分析」的課程內容，主要原因是信賴區間對於生活價值感受較大，而一維數

據分析比較起來是相對簡單的；而二維數據分析中關於「相關係數」與「迴歸直線」

的課程內容，鮮少學生喜歡或接受，甚至普遍不清楚這兩個單元學習的目的，而只

留住學習當下繁複的公式所帶來的恐懼感。 
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5.2 檢討與建議 

根據本研究之結論，筆者針對本次研究過程、未來研究，以及教學上的意涵方面

上提出幾項建議，以作為參考。 

一、非本次研究的主軸但可能相關的議題 

由本次研究問卷中的一些敘述型回答可以發現，學生對於本次的教學授課過程是

抱持著可以接受的心態，對於這次研究過程，給予一些建議列述於下： 

（一）不同教師授課的教學模式，對於學生是有很大的影響的。因此，需要隨時調整適

應現況的教學模式，比較能提升學習興趣。 

（二）高二學生普遍對於數學的學習是尚有熱忱的，而高三學生則似乎對於學習已經興

致缺缺，雖然很有可能原因是來自於高三學生已經畢業，之後對於數學不一定有

再學習的需求了。 

（三）前、後測的考試時間對於不同的學生需求是不同的，有學生課後需要一段時間自

行再做研究、複習，而也有部分學生比較想要馬上上完課記憶比較深刻就進行後

測考試。而本次考試為課後尚留一週的時間給學生回家再行整理，但事實上，對

於本次屬於專題教學模式的學習，可能不要隔太久比較妥切，因部分學生反應回

家並無再做研讀，而很多東西都忘記了。 

（四）本次研究預定使用的教室，因為學校其他課程規劃而造成本次研究有時必須臨時

更換場地，有些紊亂，不過筆者學校的場地皆有投影設備以及黑板（或白板）可

提供教學使用。 

二、未來研究方面的建議 

（一）研究對象的選取 

本研究的取樣對象為國立女子高中之學生，採自願參加而非隨機取樣，因此在本

研究的結論推論上是有所受限的，且研究對象皆為女生，未來研究可擴大樣本選

取範圍，例如：不同區域學校、不同性別學生或不同類型的學校，以得到更一般
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化的結論。 

（二）實驗人數 

本次參與研究之研究對象人數，受限於時期及方式，採自願方式，因此實驗人數

為非一般狀況，因此人數並非太多，且人數分配稍微不均。未來研究上對於實驗

人數之選取，可依照需求取樣更多人數，以得到更一般化的結論。 

（三）前、後測試題的設計 

本次前測與後測之命題，由筆者個人自行針對授課內容，配合課綱教科書內容作

為命題，雖能滿足自行研究需求，但對於命題過程可能需要更為嚴謹，並針對研

究目的做出編寫，以獲得更適切的成績資料分析。 
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附錄附錄附錄附錄 1：：：：課程教材課程教材課程教材課程教材 

解讀 民調 
－信賴區間的解讀－ 

在媒體或報章雜誌上常常能看到一些民調資訊，以下是來自遠見民調中心的一個民調： 

 

你能解讀這個民調嗎？ 

你能知道它是如何做出這樣的推論嗎？ 

這就是我們這次想要探討的主題：「「「「信賴區間信賴區間信賴區間信賴區間」」」」。 

遠見民調遠見民調遠見民調遠見民調：：：：核四議題調查結果核四議題調查結果核四議題調查結果核四議題調查結果    

    核四廠停建或續建討論已超過十年，雙邊各有考量。遠見民調顯示五成六民眾認為應

停建核四，三成主張續建。民眾支持停建及續建原因，在提示選項、不限項複選下，支持

續建以考量「未來發展用電需求」為主；反核四主因是「環境汙染及安全性問題」，比率

超過七成。核能發電的平均發電成本及二氧化碳排放量，均較火力及天然氣發電為優，但

同時也有安全風險及輻射污染問題。因此在核四廠議題之外，整體來說，五成七民眾不支

持核能發電的方式，支持核能發電不到三成。 

    本調查是遠見民調中心在 2013 年 3 月 4 日至 3月 10 日晚間 18:20 至 22:00 進行，以

隨機跳號抽樣及電腦輔助人員電話訪問，成功完訪 1,031 位台灣 20 歲以上的民眾，在 95%

信賴水準時抽樣誤差為±3.1%。 

＿＿年 ＿＿班  ＿＿號 

姓 名：＿＿＿＿＿＿＿ 

謝謝你的支援！ 
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1. 隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數 

1.1 隨機現象隨機現象隨機現象隨機現象 

在日常生活中有很多試驗其結果是不確定的，例如擲筊試驗，是否擲出聖筊，擲出之前是不可

預知、不能掌控、不確定的。像這種具有不確定性的試驗結果稱為隨機隨機隨機隨機的。一般而言，如果一個

試驗具有隨機現象，且試驗的結果不只一種，在進行試驗時也無法事前確定其結果為何，我們便稱

這種試驗為隨機試驗隨機試驗隨機試驗隨機試驗。 

若將一試驗的每種結果（樣本點）分別賦予一個「數值」，此種對應的函數關係即為隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數，

通常以大寫的英文字母 X、Y、Z、…表示，而可能發生的數值則以對應的小寫字母表示，寫成符號

X x= ，即隨機變數 X取值為 x。 

例如，投擲一個均勻的硬幣觀察其正、反面的結果，顯然是一個隨機試驗，其出現的結果可視

為一個隨機變數，即可令 X為其出現結果為正面或反面的隨機變數，其中以 

0X = ，表示出現的結果為反面； 

1X = ，表示出現的結果為正面。 

又例如，投擲一個均勻的硬幣 4 次，其正面出現的次數亦為一個隨機變數，可令 X 為其出現

正面次數的隨機變數，其中以 

0X = ，表示出現正面的次數為 0 次； 

1X = ，表示出現正面的次數為 1 次； 

2X = ，表示出現正面的次數為 2 次； 

3X = ，表示出現正面的次數為 3 次； 

4X = ，表示出現正面的次數為 4 次。 

換句話說，隨機變數是定義在某一個樣本空間上的實數值函數，此樣本空間中的每一個樣本

點（代表試驗結果）都對應到一個實數。而隨機變數中之「隨機」表示結果的不可預知，而「變

數」表示每次結果會有不同的變化。 

 

1.2 隨機變數的機率分佈隨機變數的機率分佈隨機變數的機率分佈隨機變數的機率分佈 

對應於於隨機變數 X k= 的事件，我們可以計算其機率。令 X k= 的機率以 ( )P X k= 表示，我

們將以下面這個的例子來做說明。 

 說說說說明例明例明例明例 1  

投擲一個均勻的硬幣 4 次，令隨機變數 X為正面出現的次數，求其機率分佈。 
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【說明】 

現以「+」表出現正面，「−」表出現反面，則樣本空間為 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )

, , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , ,

S

 + + + +
 

− + + + + − + + + + − + + + + − 
 

= − − + + − + − + − + + − + − − + + − + − + + − − 
 

− − − + − − + − − + − − + − − − 
 − − − − 

 

則 0X = ，表示出現 0 次正面，即 ( ){ }, , ,− − − − ， 

1X = ，表示出現 1 次正面，即 ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , , , , , ,+ − − − − + − − − − + − − − − + ， 

2X = ，表示出現 2 次正面，即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,+ + − − + − + − + − − + − + + − − + − + − − + + ， 

3X = ，表示出現 3 次正面，即 ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , , , , , ,+ + + − + + − + + − + + − + + + ， 

4X = ，表示出現 4 次正面，即 ( ){ }, , ,+ + + + 。 

此隨機變數 X 所有可能的取值為 0、1、2、3、4，各值的發生機率 P如下： 

( ) 1
0

16
P X = = ， ( ) 4

1
16

P X = = ， ( ) 6
2

16
P X = = ， ( ) 4

3
16

P X = = ， ( ) 1
4

16
P X = = 。 

若以列表呈現，則可得下表： 

X  0 1 2 3 4 

( )P X k=  
1

16
 

4

16
 

6

16
 

4

16
 

1

16
 

並且可得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 4 6 4 1
0 + 1 + 2 + 3 + 4 + + + + 1

16 16 16 16 16
P X P X P X P X P X= = = = = = = 。   ■ 

 

在每個隨機試驗中，設隨機變數 X 可能的取值為 1 2, , , nx x x⋯ ，若將 iX x= 的機率以 ( )iP X x= 表

示，並設 ( )iP X x= = ip ，則可以列出隨機變數 X 的機率分佈如下： 

X  1x  2x  ⋯  
nx  

P  1p  2p  ⋯  
np  

習慣上稱此表為隨機變數 X的機率機率機率機率分佈分佈分佈分佈表表表表。這裡的機率 P是隨機變數 X的函數，稱為機率質機率質機率質機率質

量函數量函數量函數量函數。由機率的性質知，隨機變數 X 的機率質量函數都具有下面兩個性質： 

（1） 0 1ip≤ < ，其中 1, 2 , ,i n= ⋯  

（2） 1 2 1np p p+ + + =⋯ 。 
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若以 X軸為 4 次投擲中正面出現的次數，縱軸為對應的出現機率，利用國中學過的長條圖（或

直方圖），可以得其機率質量函數圖機率質量函數圖機率質量函數圖機率質量函數圖。圖 1 就是投擲一個均勻的硬幣 4 次，其正面出現的次數的隨

機變數 X的機率質量函數圖： 

0.0625

0.25

0.375

0.25

0.0625

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0 1 2 3 4

機機機機

率率率率

值值值值

P

隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數X

 

� 圖 1 機率質量函數圖 

在上述的例子中，隨機變數 X 可能的取值，可以按次序一一列出，這樣的隨機變數稱為離散離散離散離散

型隨機變數型隨機變數型隨機變數型隨機變數，如取出的紅球個數、支持者的人數等皆是離散型隨機變數；而若可能的取值為在某一

區間的所有數值，如重量、時間、溫度等，則為連續型隨機變數連續型隨機變數連續型隨機變數連續型隨機變數。如我們接下來要談論的二項分佈

為離散型隨機變數，而常態分佈則為連續型隨機變數。 
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2. 期望值期望值期望值期望值、、、、變異數與標準差變異數與標準差變異數與標準差變異數與標準差 

2.1 期望值期望值期望值期望值 

當我們有了隨機變數的機率質量函數後，就能瞭解該隨機變數的機率分佈狀態，但在實際的問

題上，我們常常希望能夠透過一些簡單數字，來反映隨機變數取值集中趨勢與分散程度等特徵。最

常用的有期望值、變異數與標準差。首先，我們可以來先看一下一個問題： 

 說說說說明例明例明例明例 2 （選自南一版課本） 

某地區發行一種彩券，每張彩券有 4 碼，從 0000 到 9999，共有 1 萬張，四碼全對為第一獎，

末 3 碼對為第二獎，末 2 碼對為第三獎，末 1 碼對為第四獎，但每張彩券不得重複得兩個獎項。

求出每張彩券的平均價值。 

【說明】 

第 1 位數 第 2 位數 第 3 位數 第 4 位數 

A B C D 

 

獎項獎項獎項獎項 獎金獎金獎金獎金 名額名額名額名額 說明說明說明說明 

第一獎 50000 0 0 01 1 1 1 10× × × =  4 碼全對 

第二獎 10000 0 0 09 1 1 1 90× × × =  末 3 碼對，第 1 位數不可對 

第三獎 2000 10 9 10 0 01 90× × × =  末 2 碼對，第 2 位數不可對 

第四獎 500 10 10 9 1 9000 0× × × =  末 1 碼對，第 3 位數不可對 

未中獎 0 10 10 10 90009 0× × × =  第 4 位數不可對 

數學上如何計算一張彩券的平均價值呢？讓我們分析如下： 

如果我們能夠將此 1 萬張彩券都買下，則所有的獎金為 

     50000 1 10000 9 2000 90 500 900 770000× + × + × + × = （元）。 

但共買了 10000 張，所以平均每張彩券值
770000

77
10000

= （元）。 

上述計算過程我們可以以另一種表示法表示為 

     
770000 50000 1 10000 9 2000 90 500 900

77
10000 10000

× + × + × + ×
= =  

1 9 90 900
50000 10000 2000 500

10000 10000 10000 10000
= × + × + × + ×  

所以，我們可以這樣想，開獎前我們購買了一張彩券，令 X表此張彩券所得獎金，則開獎前開獎前開獎前開獎前 X
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為一隨機變數，X的可能值有 50000、10000、2000、500、0 元共 5 種，其機率分佈如下： 

X 50000 10000 2000 500 0 

P 
 1 

 10000 
  

 9 

 10000 
  

 90 

 10000 
  

 900 

 10000 
  

 9000 

 10000 
  

因此，從機率的觀點來解釋每張彩券的價值： 

     
1 9 90 900

50000 10000 2000 500
10000 10000 10000 10000

× + × + × + ×  

↑ 

第一獎 

的報酬 

 ↑ 

第一獎 

的機率 

↑ 

第二獎 

的報酬 

↑ 

第二獎 

的機率 

↑ 

第三獎 

的報酬 

↑ 

第三獎 

的機率 

↑ 

第四獎 

的報酬 

↑ 

第四獎 

的機率 

這個平均價值就是這張彩券的期望值期望值期望值期望值。                                           ■ 

 

而這張彩券 77 元的平均價值（期望值），對我們而言有什麼意義呢？ 

對彩券店家（賣方）而言，若他全數賣出，平均一張彩券是 77 元，以店家的立場當然是希望

有利潤可賺取，然而在實際狀況下，得付出人力成本、店租等支出，且彩券也不一定能全數賣出，

因此店家便得以一張彩券超過 77 元的價錢販售，才能至少回本或有獲利，若假設一張彩券 100 元。

而購買彩券者（買方）而言，用 100 元買一張平均價值 77 元的彩券看起來是虧本的，但事實上便

是看購買彩券者願不願意花 100 元買一個獲得第一獎的可能性。 

所以，期望值為所有可能的（報酬×得此報酬機率）的加總，即
1

n

i i

i

x p
=
∑ ，其中 n是全部可能報

酬的種類（如上例中 5n = 種），
ix 為可能的報酬， ip 為得到報酬

ix 之機率。所以，一個隨機變數的

期望值也可以想成是此隨機變數所有可能值的加權平均隨機變數所有可能值的加權平均隨機變數所有可能值的加權平均隨機變數所有可能值的加權平均，，，，其權重則是該可能值對應發生的機率其權重則是該可能值對應發生的機率其權重則是該可能值對應發生的機率其權重則是該可能值對應發生的機率。。。。 

期望值是一個隨機變數典型的代表數值。一般而言，隨機變數 X的期望值定義如下： 

【【【【期望值的定義期望值的定義期望值的定義期望值的定義】】】】 

若 X是一離散型隨機變數，且其機率分佈如下： 

X  1x  2x  ⋯  
nx  

P  1p  2p  ⋯  
np  

則稱 

1 1 2 2

1

( )
n

n n i i

i

E X x p x p x p x p
=

= + + + = ∑⋯  

為隨機變數 X的數學期望值數學期望值數學期望值數學期望值（簡稱期望值期望值期望值期望值）。 
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再看一個取球問題，來說明期望值的計算。 

 說說說說明例明例明例明例 3 （選自康熹版課本） 

設袋中有 2 個紅球，3 個白球，從中任取 3 球，則取得紅球個數的期望值為何？ 

【說明】 

設取得紅球的個數為 X，則 X的可能值為 0、1、2，其機率分佈列表如下： 

X 0 1 2 

P 

2 3

0 3

5

3

1

10

C C

C

⋅
=  

2 3

1 2

5

3

6

10

C C

C

⋅
=  

2 3

2 1

5

3

3

10

C C

C

⋅
=  

所以
1 6 3 6

( ) 0 +1 +2
10 10 10 5

E X = ⋅ ⋅ ⋅ = （個）。 

期望值
6

5
代表的是平均抽取 1 次可得到紅球個數為

6

5
個，但事實上，抽取 1 次根本不可能得到

6

5
個紅球。所以此隨機變數 X 的期望值其實是想表達的概念是：若從該袋中取出 3 個球，並記錄

其中紅球的個數。重複這樣的過程 n次，當 n夠大時，則取得紅球個數的平均值會接近
6

5
個。     ■ 

 

2.2 變異數與標準差變異數與標準差變異數與標準差變異數與標準差 

在第二冊第四章我們討論一維數據分佈的情形，最常用的兩個指標（參數）是平均數與標準差，

平均數代表一組數據的中心位置，標準差描述一組數據的分散狀況。設一組數據 1x 、 2x 、⋯、 nx 的

平均數為 µ 與變異數為 2σ ，則 µ 與 2σ 的算法如下： 

  1 2 1 2

1 1 1 1
( )n nx x x x x x
n n n n

µ = + + + = ⋅ + ⋅ + + ⋅⋯ ⋯      （1） 

  2 2 2 2

1 2

1
[( ) ( ) ( ) ]nx x x
n

σ µ µ µ= − + − + + −⋯
2 2 2

1 2

1 1 1
( ) ( ) ( )nx x x

n n n
µ µ µ= − ⋅ + − ⋅ + + − ⋅⋯  （2） 

而對於一個隨機變數 X 的機率分佈也有相同的情形，一個隨機變數的期望值可以量測此隨機

變數的中心位置，隨機變數的標準差則可以量測此隨機變數所有可能值與中心位置分散狀況。 

設隨機變數 X可能取值為 1x、 2x 、⋯、 nx ，且每一種可能值發生的機率相等皆為
1

n
，即

1
ip
n

= ，

則隨機變數 X的期望值即為上述數據的平均數，也就是 

  1 2 1 1 2 2

1
( )n n nx x x x p x p x p
n

µ = + + + = ⋅ + ⋅ + + ⋅⋯ ⋯ ( )E X=      （1*） 
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隨機變數 X的變異數可以表成 

  2 2 2 2

1 2

1
[( ) ( ) ( ) ]nx x x
n

σ µ µ µ= − + − + + −⋯
2 2 2

1 1 2 2( ) ( ) ( )n nx p x p x pµ µ µ= − ⋅ + − ⋅ + + − ⋅⋯  

2

1

( )
n

i i

i

x pµ
=

= − ⋅∑ 2(( ) )E X µ= −      （2*） 

【【【【變異數與變異數與變異數與變異數與標準差標準差標準差標準差的定義的定義的定義的定義】】】】 

設 X是一離散型隨機變數，其機率分佈如下： 

X  1x  2x  ⋯  
nx  

P  1p  2p  ⋯  
np  

令 µ 為 X的期望值 ( )E X ，則稱 

2 2 2 2

1 1 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

n n i i

i

Var X x p x p x p x pµ µ µ µ
=

= − ⋅ + − ⋅ + + − ⋅ = − ⋅∑⋯  

為隨機變數 X的變異數變異數變異數變異數；而變異數亦可表示成 2 2 2 2( ) ( ) [ ( )] ( )Var X E X E X E X µ= − = − 。 

此外，變異數的正平方根 ( )Var Xσ = ，稱為隨機變數 X的標準差標準差標準差標準差。 

（以下選讀內容） 

關於 2 2 2 2( ) ( ) [ ( )] ( )Var X E X E X E X µ= − = − 的證明如下： 

由變異數定義 

( )Var X = 2

1

( )
n

i i

i

x pµ
=

− ⋅∑ 2 2

1

( 2 )
n

i i i

i

x x pµ µ
=

= − + ⋅∑ 2 2

1 1 1

2
n n n

i i i i i

i i i

x p x p pµ µ
= = =

= ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅∑ ∑ ∑  

2 2( ) 2 ( ) (1)E X µ µ µ= − + 2 2( )E X µ= −  ■ 

 

 說明例說明例說明例說明例 4 （選自康熹版課本） 

設袋中有 2 個紅球，3 個白球，從中任取 3 球，試求取得紅球個數的變異數及標準差。 

【說明】 

我們已經在說明例 3 時算出其取出紅球個數的期望值了。 

已知
6

( )
5

E Xµ = = ， 

設取得紅球的個數為 X，其機率分佈列表如下： 
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X 0 1 2 

2( )X µ−  
26

( )
5

−  21
( )

5
−  24

( )
5

 

P 
1

10
 

6

10
 

3

10
 

則 2 2 26 1 1 6 4 3 9
( ) ( ) ( ) ( )

5 10 5 10 5 10 25
Var X = − ⋅ + − ⋅ + ⋅ = ，而標準差

9 3

25 5
σ = = 。 

我們亦可使用 2 2( ) ( )Var X E X µ= − 來計算，答案會是一樣的。 

X 0 1 2 

2X  0 1 4 

P 
1

10
 

6

10
 

3

10
 

依期望值定義 2 1 6 3 9
( ) 0 1 4

10 10 10 5
E X = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ，則 29 6 9

( ) ( )
5 5 25

Var X = − = 。              ■ 

 

2.3 期望值與變異數的性質期望值與變異數的性質期望值與變異數的性質期望值與變異數的性質 

現在回頭看一下說明例 1 中，投擲一個均勻的硬幣 4 次的問題，則投擲 4 次出現正面次數的期

望值、變異數及標準差計算如下： 

已知隨機變數 X 的機率分佈表如下： 

X  0 1 2 3 4 

P  
1

16  

4

16
 

6

16
 

4

16
 

1

16
 

期望值
1 4 6 4 1

( ) 0 +1 +2 +3 +4 2
16 16 16 16 16

E X = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = （次） 

變異數 2 2 2 2 21 4 6 4 1
( ) ( 2) ( 1) (0) (1) (2) 1

16 16 16 16 16
Var X = − ⋅ + − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ， 

則標準差 1 1σ = = （次）。 

若現在我們將這個題目改成： 

若出現 1 次正面可得 10 元獎金，2 次正面可得 20 元獎金，以此類推，則隨機變數Y 現在表示

為投擲硬幣 4 次後所獲得的獎金，求期望值、變異數與標準差。 
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事實上，隨機變數 Y的機率分佈與隨機變數 X是相同的（只是 10Y X= ），機率分佈如下： 

X  0 1 2 3 4 

Y  0 10 20 30 40 

P  
1

16
 

4

16
 

6

16
 

4

16
 

1

16
 

所以隨機變數 Y的期望值、變異數與標準差計算如下： 

1 4 6 4 1
( ) 0 10 20 30 40

16 16 16 16 16
E Y = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

1 4 6 4 1
10(0 1 2 3 4 )

16 16 16 16 16
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

10 ( ) 10 2 20E X= ⋅ = ⋅ = （元）。 

2 2 2 2 21 4 6 4 1
( ) (0 20) (10 20) (20 20) (30 20) (40 20)

16 16 16 16 16
Var Y = − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅  

2 2 2 2 21 4 6 4 1
( 20) ( 10) (0) (10) (20)

16 16 16 16 16
= − ⋅ + − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

2 2 2 2 2 21 4 6 4 1
10 [( 2) ( 1) (0) (1) (2) ]

16 16 16 16 16
= ⋅ − ⋅ + − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

100 ( ) 100 1 100Var X= ⋅ = ⋅ = 。 

( ) 100 10Yσ = = （元）。 

這裡稍微可以注意一下的是，當我們探討的隨機變數問題不同，其單位當然也就不同（如隨機

變數 X單位為次，而 Y的單位為元）。關於上例中陳述的線型變換關係，可一般性的陳述如下： 

【【【【期望值期望值期望值期望值、、、、變異數與標準差的性質變異數與標準差的性質變異數與標準差的性質變異數與標準差的性質】】】】 

若 X為隨機變數，對於任意常數 a、b，aX b+ 也是隨機變數，且滿足 

（1） ( ) ( )E aX b aE X b+ = + 。 

（2） 2( ) ( )Var aX b a Var X+ = 。 

（3） ( ) ( )aX b a Xσ σ+ = 。 

（以下選讀內容） 
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設 a、b為常數，令Y aX b= + ，則Y 也是隨機變數，其機率分佈如下： 

Y  1ax b+  2ax b+  ⋯  
nax b+  

P  1p  2p  ⋯  
np  

（1） 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n nE Y ax b p ax b p ax b p= + + + + + +⋯  

1 1 2 2 1 2( ) ( )n n na x p x p x p b p p p= + + + + + + +⋯ ⋯ ( )aE X b= +  ■ 

（2） 2

1

( ) [ ( )]
n

i i

i

Var Y y E Y p
=

= − ⋅∑  

2 2

1 1 2 2[( ) ( ( ) )] [( ) ( ( ) )]ax b aE X b p ax b aE X b p= + − + ⋅ + + − + ⋅ +⋯  

2  [( ) ( ( ) )]n nax b aE X b p+ + − + ⋅  

2 2 2

1 1 2 2[ ( )] [ ( )] [ ( )]n nax aE X p ax aE X p ax aE X p= − ⋅ + − ⋅ + + − ⋅⋯  

2 2 2 2

1 1 2 2{[ ( )] [ ( )] [ ( )] }n na x E X p x E X p x E X p= − ⋅ + − ⋅ + + − ⋅⋯  

2 2 2

1

[ ( )] ( )
n

i i

i

a x E X p a Var X
=

= ⋅ − ⋅ = ⋅∑  ■ 

（3） 2( ) ( ) ( ) | | ( )Y Var Y a Var X a Xσ σ= = = ⋅  ■ 

 

對於隨機變數的期望值的角色，就是以一個單一數值來代表隨機現象中變量的大小，就像是隨

機變數的核心，隨機變數所有可能的值，都散布在期望值的左右。而變異數與標準差，則是反映出

隨機變數所取之值與期望值的偏離程度。這些性質，事實上與高一第二冊算術平均數與標準差的性

質類似，但意義上則是有些不同。 
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3. 二項分佈二項分佈二項分佈二項分佈 

3.1 二項分佈的二項分佈的二項分佈的二項分佈的機率機率機率機率模型模型模型模型 

擲一個硬幣是否出現正面、擲一粒骰子是否得到 1 點，像這種恰有兩種可能的結果（成功或失

敗）的隨機試驗就稱為伯努利試驗。執行一次伯努利試驗，令 1X = 代表成功， 0X = 表示失敗，

且其成功的機率為 p，則隨機變數 X遵循參數 p的伯努利伯努利伯努利伯努利分佈分佈分佈分佈。 

伯努利試驗伯努利試驗伯努利試驗伯努利試驗的例子如：丟一枚硬幣，把丟出正面叫做成功，丟出反面叫做失敗；抽一支籤，把

中獎叫做成功，沒中獎叫做失敗；籃球罰球，把罰進叫做成功，沒罰進叫做失敗等等。 

如果將伯努利試驗重複執行 n次，假設各次的成敗獨立，且每次成功的機率皆為 p，失敗的機

率亦皆為1 p− 。令隨機變數 X為此 n次的試驗中成功的次數，則 X k= 時，表示成功 k次，失敗n k−

次，我們稱這種型態的隨機變數遵循二項二項二項二項分佈分佈分佈分佈，記作 ~ ( , )X B n p ，其中每次成功機率 p及試驗的

次數 n的參數。所以伯努利試驗，即為 ~ ( 1 , )X B p 的二項分佈。 

在此需要注意的是這些重複多次的伯努利試驗，必須保持以下兩件事情： 

（（（（1））））每次試驗都互不影響每次試驗都互不影響每次試驗都互不影響每次試驗都互不影響，，，，即獨立事件即獨立事件即獨立事件即獨立事件。。。。 

（（（（2））））每次試驗成功的機率皆相等每次試驗成功的機率皆相等每次試驗成功的機率皆相等每次試驗成功的機率皆相等 

所以，投擲一枚硬幣 32 次為一個二項分佈的情形，或罰球 5 次也可視為二項分佈的情形，但

從袋內取球並記錄紅球個數的問題，若取出後不放回，便非二項分佈的情形了。 

 說明例說明例說明例說明例 5  

回顧投擲一枚硬幣 4 次，其隨機變數 X為其出現正面（成功）次數的問題，探討其機率分佈。 

【說明】 

在說明例 1 中，我們以樣本空間的方法來處理隨機變數 X的機率分佈，例如： 

3X = ，表示出現 3 次正面的情形，即事件 ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , , , , , , , , , ,+ + + − + + − + + − + + − + + + ， 

則
( 3) 4

( 3)
( ) 16

n X
P X

n S

=
= = = 。 

而事實上，隨機變數 X的是伯努利試驗重複 4 次，即 4n = ，在每次試驗過程皆獨立，且成功

機率為 0.5p = ，則我們可稱此隨機變數 X是參數為 ( 4 , 0.5 ) 的二項分佈，記作 ~ ( 4 , 0.5 )X B 。現

在我們以獨立事件的角度為出發點，因為每次試驗都是獨立的，依獨立事件的性質： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C D P A P B P C P D= ⋅ ⋅ ⋅∩ ∩ ∩  
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因此，出現 3 次正面的四種情形我們各自計算之： 

( ) 3 11 1 1 1
, , , ( ) ( ) ( ) (1 ) (1 ) (1 )

2 2 2 2
p p p p p p+ + + − ⇒ ⋅ ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ − = −  

( ) 3 11 1 1 1
, , , ( ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) (1 )

2 2 2 2
p p p p p p+ + − + ⇒ ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ = −  

( ) 3 11 1 1 1
, , , ( ) (1 ) ( ) ( ) (1 ) (1 )

2 2 2 2
p p p p p p+ − + + ⇒ ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ = −  

( ) 3 11 1 1 1
, , , (1 ) ( ) ( ) ( ) (1 ) (1 )

2 2 2 2
p p p p p p− + + + ⇒ − ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ = −  

則 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1( 3) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) 4 (1 )P X p p p p p p p p p p= = − + − + − + − = − 。 

上式結果 3 14 (1 )p p− 中， 3p 表示 3 次成功， 1(1 )p− 表示 1 次失敗；而常數的 4 則可想成在

( )1 2 3 4, , ,⊗ ⊗ ⊗ ⊗ 的 4 個空位中，選出 3 個空位填入＋，剩下 1 個空位便只能是－，這其實就是

排列組合裡的 4

3C 。因此 4 3 1

3( 3) (1 )P X C p p= = − 。 

依此類推，我們可以計算出投擲一枚硬幣 4 次的機率分佈，如下： 

X  0 1 2 3 4 

( )P X k=  4 0 4

0

1 1
( ) (1 )
2 2

C −
 

4 1 3

1

1 1
( ) (1 )
2 2

C −
 

4 2 2

2

1 1
( ) (1 )
2 2

C −  4 3 1

3

1 1
( ) (1 )
2 2

C −  4 4 0

4

1 1
( ) (1 )
2 2

C −  

且總機率值為 

4 0 4 4 1 3 4 2 2 4 3 1 4 4 0

0 1 2 3 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
( ) (1 ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

C C C C C− + − + − + − + − =         ■ 

 

因此，我們可以推導得 n次的伯努利試驗中，k次成功的機率 ( ) (1 )n k n k

kP X k C p p −= = − ，其中

0 ,1 , 2 , ,k n= ⋯ 。以下對於二項分佈給出一般性的定義： 

【二項分佈的定義】 

設一個伯努利試驗中成功的機率為 p（ 0 1p≤ ≤ ）。若重複此伯努利試驗 n次，令隨機變數 X

表示成功的次數，則其機率分佈如下： 

X  0 1 … k … n 

P  
0

0 (1 )n nC p p−  1 1

1 (1 )n nC p p −−  … (1 )n k n k

kC p p −−  … 
0(1 )n n

nC p p−  

則 ( ) (1 )n k n k

kP X k C p p −= = − 為機率變數 X的機率質量函數，而這樣的機率分佈稱為遵循參數

是 ( , )n p 的二項分佈，以 ~ ( , )X B n p 表示。 
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（以下為選讀內容） 

已知二項式定理： 0 1 1 2 2 0

0 1 2

0

( )
n

n n n n n n n n n k n k n

n k

k

C A B C A B C A B C A B C A B A B− − −

=

+ + + + = = +∑⋯ ，因此， 

0 1 1 2 2 0

0 1 2

0

(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) ( (1 )) 1
n

n n n n n n n n n k n k n

n k

k

C p p C p p C p p C p p C p p p p
− − −

=

− + − + − + + − = − = + − =∑⋯ 。 

再者每一項機率值皆為正，故 ( ) (1 )n k n k

kP X k C p p −= = − 確實是隨機變數 X 的機率質量函數。 

〈註〉：機率質量函數應滿足：（1） 0 1, 1, 2, ,ip i n≤ < = ⋯ ；（2） 1 2 1np p p+ + + =⋯ 。 

 

3.2 二項分佈的期望值與變異數二項分佈的期望值與變異數二項分佈的期望值與變異數二項分佈的期望值與變異數 

有了二項分佈的機率模式，我們想要知道其期望值和變異數，以便討論二項分佈的機率分佈情

形。在伯努利試驗中，令隨機變數 1X = 表示成功， 0X = 表示失敗，若 ( )P p=成功 ，那麼

( ) 1P p= −失敗 ，則做一次伯努利試驗的期望值與變異數分別為 

( ) 0 (1 ) 1E X p p p= ⋅ − + ⋅ = ； 

2 2( ) (0 ) (1 ) (1 ) (1 )Var X p p p p p p= − ⋅ − + − ⋅ = − 。 

那麼重複此伯努利試驗 n次，成功機率為 p，失敗機率為1 p− ，其期望值和變異數又會是如何？ 

（以下的推導過程為選讀內容） 

設隨機變數 X表示成功的次數，則期望值為 

0 0

( ) ( (1 ) )
n n

n k n k

k k k

k k

E X x p k C p p −

= =

= = −∑ ∑
1

!
( (1 ) )

!( ) !

n
k n k

k

n
k p p
k n k

−

=

= −
−∑  

1

1

( 1)!
(1 )

( 1) !( ) !

n
k n k

k

n
np p p

k n k

− −

=

−
= ⋅ −

− −∑ 1 1 ( 1) ( 1)

1

1

(1 )
n

n k n k

k

k

np C p p− − − − −
−

=

= ⋅ −∑  

1
1 ( 1)

0

(1 )
n

n i n i

i

i

np C p p
−

− − −

=

= ⋅ −∑ 1( (1 ))nnp p p −= ⋅ + − np=  ■ 

現在利用變異數性質 2 2( ) ( ) [ ( )]Var X E X E X= − ，來推導隨機變數 X的變異數，則 

( ) 2 2

1

(1 ) ( )
n

n k n k

k

k

Var X k C p p np−

=

= − −∑ 2 2 2

1 1

( ) (1 ) (1 )
n n

n k n k n k n k

k k

k k

k k C p p kC p p n p− −

= =

= − − + − −∑ ∑  

2 2

1

( 1) (1 )
n

n k n k

k

k

k k C p p np n p−

=

= − − + −∑ 2 2

2

!
(1 )

( 2)!( )!

n
k n k

k

n
p p np n p

k n k

−

=

= ⋅ − + −
− −∑  

2 2 2 2

2

( 2)!
( 1) (1 )

( 2)!( )!

n
k n k

k

n
n n p p p np n p

k n k

− −

=

−
= − ⋅ − + −

− −∑  

( ) 22 2 2( 1) (1 )
n

n n p p p np n p
−

= − + − + − 2 2 2( 1)n n p np n p= − + − (1 )np p= −  ■ 
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【二項分佈的期望值與變異數】 

在參數是 ( , )n p 的二項分佈中（即重複做成功機率為 p的伯努利試驗 n次），若以隨機變數 X

表示成功的次數成功的次數成功的次數成功的次數，則 

（1） X 的期望值 ( )E X np= 。 

（2） X 的變異數 ( ) (1 )Var X np p= − 。 

 

推導二項分佈的期望值及變異數後，便可避掉期望值與變異數依定義計算的繁複過程了。例

如：遵循 (10 , 0.5 ) 的二項分佈，其期望值 ( ) 10 0.5 5E X = ⋅ = ，變異數 ( ) 10 0.5 (1 0.5) 2.5Var X = ⋅ ⋅ − = ，

可以馬上計算出來。而有了期望值與變異數（或標準差），便可以看出機率分佈的情形。接著我們

來看一下二項分佈機率圖的長相。 

 

3.3 二項分佈的機率二項分佈的機率二項分佈的機率二項分佈的機率分佈分佈分佈分佈圖圖圖圖 

 說說說說明例明例明例明例 6 （選自翰林版課本） 

試繪出兩個二項分佈 1

1
~ ( 4 , )

3
X B 與 2

2
~ ( 4 , )

3
X B 的機率質量函數圖。 

【說明】 

由上述二項分佈的內容可知，滿足 1

1
~ ( 4 , )

3
X B 的機率質量函數為 4 4

1

1 2
( ) ( ) ( )

3 3

k k

kP X k C −= = ；

滿足 2

2
~ ( 4 , )

3
X B 的機率質量函數為 4 4

2

2 1
( ) ( ) ( )

3 3

k k

kP X k C −= = 。 

我們利用電腦（本圖由 Excel 製作）直接計算其機率值與並繪出機率質量函數圖，如下： 

0 1 2 3 4

P(X) 0.19753086 0.39506173 0.2962963 0.09876543 0.01234568

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

機機機機

率率率率

值值值值

P

隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數X

0 1 2 3 4

P(X) 0.01234568 0.09876543 0.2962963 0.39506173 0.19753086

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

機機機機

率率率率

值值值值

P

隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數X

 

� 圖 2(a) 1

1
~ ( 4 , )

3
X B 的機率質量函數圖   � 圖 2(b) 2

2
~ ( 4 , )

3
X B 的機率質量函數圖 
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1X 的機率質量函數圖略呈右偏狀態右偏狀態右偏狀態右偏狀態，而 2X 的機率質量函數圖略呈左偏狀態左偏狀態左偏狀態左偏狀態。各自計算這兩個

隨機變數 1X 與 2X 的期望值與標準差如下： 

1

1 4
( ) 4 1.3333

3 3
E X = ⋅ = ≈ ，

1 1

1 1 8 2 2
( ) 4 (1 ) 0.9428

3 3 9 3
X Var Xσ = = ⋅ ⋅ − = = ≈ ； 

2

2 8
( ) 4 2.6667

3 3
E X = ⋅ = ≈ ，

2 2

2 2 8 2 2
( ) 4 (1 ) 0.9428

3 3 9 3
X Var Xσ = = ⋅ ⋅ − = = ≈ ； 

利用期望值與標準差再來觀察這兩個圖形，可以發現 1X 的機率質量函數圖大致上聚集在 1 次

到 2 次之間（ 1( ) 1.3333E X = ），而 2X 的機率質量函數圖則聚集在 2 次到 3 次之間（ 1( ) 2.6667E X = ），

不過兩圖形的離散程度（
1 2

0.9428X Xσ σ= = ）相同。                                      ■ 

 

在說明例 6 中，因投擲 4n = 次，則隨機變數 X有 5 種可能取值。接下來我們想要來探討一般

的二項分佈的機率質量函數圖形長相。 

若 ~ ( , )X B n p ，則 X有 ( 1)n + 種可能值，將這 ( 1)n + 種隨機變數 X的可能取值畫出其機率質

量函數圖，便為二項二項二項二項分佈分佈分佈分佈機率圖機率圖機率圖機率圖。現在我們藉由繪製重複試驗次數高一點的圖形來做觀察。 

令 X 為 32 次伯努利試驗中出現成功的次數，則 X 是二項分佈 ( 32 , )B p 。在出現成功的機率

p為 0.2、0.5、0.8 的情況下，分別計算出二項分佈機率 ( )P X k= ，並畫出各自的二項分佈機率圖。 

二項分佈 ~ ( 32 , )X B p 的機率分佈為 

32 32( ) (1 )k k

kP X k C p p −= = − ，k＝0，1，2，…，32。 

當然，我們可以自己慢慢計算所有機率分佈所有的值，但以下我們直接由電腦計算其機率值

後，並各自繪出其機率圖，討論如下： 

 

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

機機機機

率率率率

值值值值

P

隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數X

X~B(32,0.2)

 

� 圖 3(a) ~ ( 32 , 0.2 )X B 的機率分佈圖 

由圖 3(a) ~ ( 32 , 0.2 )X B 可知： 

� 圖形是右偏狀態。 

� 圖形右端機率值偏低。 

� 最高點在 6k = 處，但在 6k = 的左右

不完全對稱。 

� 期望值 ( ) 32 0.2 6.4E X = ⋅ = 。 

� 變異數 ( ) 32 0.2 0.8 5.12Var X = ⋅ ⋅ = 。 
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0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

機機機機

率率率率

值值值值

P

隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數X

X~B(32,0.5)

 

� 圖 3(b) ~ ( 32 , 0.5 )X B 的機率分佈圖 

由圖 3(b) ~ ( 32 , 0.5 )X B 可知： 

� 圖形是左右對稱，且其長相近似鐘

形狀態。 

� 最高點在 16k = 處。 

� 期望值 ( ) 32 0.5 16E X = ⋅ = 。 

� 變異數 ( ) 32 0.5 0.5 8Var X = ⋅ ⋅ = 。 

 

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

機機機機

率率率率

值值值值

P

隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數X

X~B(32,0.8)

 

� 圖 3(c) ~ ( 32 , 0.8 )X B 的機率分佈圖 

由圖 3(c) ~ ( 32 , 0.8 )X B 可知： 

� 圖形是左偏狀態。 

� 圖形左端機率值偏低。 

� 最高點在 26k = 處，但在 26k = 的左

右不完全對稱。 

� 期望值 ( ) 32 0.8 25.6E X = ⋅ = 。 

� 變異數 ( ) 32 0.8 0.2 5.12Var X = ⋅ ⋅ = 。 

 

由上面例子，可觀察出二項分佈機率圖，一般皆有以下三個圖形特徵： 

1、單峰現象：當成功次數 k由 0 到 n，機率值 ( )P X k= 先上升後下降。 

2、最高點：二項分佈機率值 ( )P X k= 最高點會在期望值 k np= 附近。 

（以下為選讀內容）  

事實上，二項分佈 ( )P X k= 最高點是在 [( 1) ]k n p= + ，例如： 

~ ( 32 , 0.2 )X B 的最高點在 [33 0.2] [6.6] 6k = ⋅ = = ； 

~ ( 32 , 0.5 )X B 的最高點在 [33 0.5] [16.5] 16k = ⋅ = = ； 

~ ( 32 , 0.8 )X B 的最高點在 [33 0.8] [26.4] 26k = ⋅ = = 。 

〈註〉：高斯符號[a]表示小於或等於 a的最大整數。 

若當 ( 1)n p+ 為整數時，則會在 ( 1) 1k n p= + − 及 ( 1)k n p= + 兩個位置出現最高點。

例如： ~ ( 4 , 0.6 )X B 其 [5 0.6] 3k = ⋅ = ，則最高點會出現在 2k = 和 3k = ，其機率分
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佈圖如下： 

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0 1 2 3 4

機機機機

率率率率

值值值值

P

隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數X

X~B(4,0.6)

 

� 圖 4 ~ ( 4 , 0.6 )X B  

現在來證明二項分佈 ( )P X k= 最高點是在 [( 1) ]k n p= + 這件事情： 

設 k值時為最高點，即 ( ) ( 1)P X k P X k= ≥ = + 且 ( ) ( 1)P X k P X k= ≥ = − 。 

( )
1

( 1)

P X k

P X k

=
≥

= + 1 1

1

(1 )
1

(1 )

n k n k

k

n k n k

k

C p p

C p p

−

+ − −
+

−
⇔ ≥

−
 

1 1

!
(1 )

!( )!
1

!
(1 )

( 1)!( 1)!

k n k

k n k

n
p p

k n k

n
p p

k n k

−

+ − −

⋅ −
−

⇔ ≥
⋅ −

+ − −

 

( 1)(1 )
1

( )

k p

n k p

+ −
⇔ ≥

−
( 1) 1k n p⇔ ≥ + −  ■ 

同理， ( ) ( 1)P X k P X k= ≥ = −
( )

1
( 1)

P X k

P X k

=
⇔ ≥

= −
 ( 1)k n p⇔ ≤ +  ■ 

從上述的證明過程，不但得到二項分佈 ~ ( , )X B n p 在 [( 1) ]k n p= + 有最高點，同

時也可以證明出二項分佈的單峰現象。 

 

3、對稱性：二項分佈的機率圖近似對稱，但有可能會是右偏或者左偏，右偏或左偏乃決定於成功

的機率值 p。由圖 3 的（a）、（b）、（c）這三個圖可以知道： 

如果如果如果如果 0.5p = ，，，，則圖形對稱則圖形對稱則圖形對稱則圖形對稱；；；；如果如果如果如果 0.5p < ，，，，則圖形右偏則圖形右偏則圖形右偏則圖形右偏；；；；如果如果如果如果 0.5p > ，，，，則圖形左偏則圖形左偏則圖形左偏則圖形左偏。。。。 

最後，二項分佈的機率分佈圖在試驗次數 n愈大時，其隨機變數 X k= 的可能取值會愈多，因

此在機率分佈圖中看起來會相對的密集。而二項分佈是一離散型的機率函數，其機率分佈圖（圖

左），若將各取值之間無間距，繪成視同直方圖（圖中），則稱機率直方圖。現在再加入各取值的折

線圖（圖右），觀察以下兩組圖形： 
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� 圖 5（a） 離散型機率函數的圖形 ~ ( 10 , 0.6 )X B  
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� 圖 5（b） 離散型機率函數的圖形 ~ ( 32 , 0.8 )X B  

從圖 5 的兩組圖形便可以發現，當 n愈大時，則其折線圖便愈能逼近其長方圖的長相。下圖 6

是 ~ ( 100 , 0.3 )X B 的機率函數圖，其實其機率直方圖和折線圖的長相已經相當接近了。 
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� 圖 6 離散型機率函數的圖形 ~ ( 100 , 0.3 )X B  
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4. 常態常態常態常態分佈分佈分佈分佈 

自然界和人類社會中的許多現象，例如人的血壓、脈搏、智力等的次數分佈曲線，大體上和一

種重要的曲線－－－－常態常態常態常態分佈分佈分佈分佈曲線曲線曲線曲線近似。常態分佈曲線的特徵是單一高峰、左右對稱，樣子如鐘形的平

滑曲線，因此又叫做鐘形鐘形鐘形鐘形曲線曲線曲線曲線。最早將常態分佈曲線用在描述分佈的是大數學家高斯，所以常態分

佈又叫做「高斯分佈」。 

 

4.1 常態分佈常態分佈常態分佈常態分佈及其及其及其及其性質性質性質性質 

常態曲線是一條高峰位於中央、兩側完全對稱的鐘形曲線，而此曲線的兩尾是向兩端無限延

伸。常態曲線是一連續型機率函數連續型機率函數連續型機率函數連續型機率函數，其函數稱為機率密度函數，為 

2
1

21
( )

2

x

f x e

µ
σ

σ π

− −  
 = ， x−∞ < < ∞  

式中σ 為母體的標準差，µ 為母體的平均數， 3.14π ≈ 為圓周率， 2.718e ≈ 為自然對數。常態

分佈記為 2( , )N µ σ ，其中 µ 和σ 分別表示了圖形的位置與大小。隨著參數 µ 和σ 的變化，曲線的

位置和形狀也隨之變化。 

 

� 圖 7 不同平均數與標準差的常態分佈曲線 

常態分佈曲線的對稱中心（尖峰點）為平均數 µ 所在位置，其離散的程度則可以用標準差σ 來

描述。當標準差σ 較小時，相對密集，即資料愈聚集在平均數 µ 附近。 

常態曲線及分配是一種理論模式，但透過這理論模式，配合平均數及標準差，我們通常可以對

實證研究所得之資料分配，做出相當不錯之描述及推論。圖 8 我們以平均數為 µ ，標準差為σ 的常

態分佈曲線來說明： 
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� 圖 8 2( , )N µ σ 常態分佈曲線 

（1） 常態分佈曲線的圖形為中間高、兩邊低，左右對稱的鐘形曲線，而圖形的最高點為 x µ= 時，

其
1

( )
2

f x
σ π

= 為常態分佈曲線的最高點（極大值）。 

（2） 常態分佈在曲線圖是以 x µ= 為對稱軸，往左、右兩邊，一開始急速下滑且圖形凹口朝下，

過某一點（稱反曲點）之後下滑速度變緩且圖形凹口朝上，此點恰為距中心點 x µ= 向左、

向右各一個標準差σ 的位置，即反曲點為 x µ σ= − 與 x µ σ= + 。 

（3） 在常態分佈曲線下的某一區間 a x b≤ ≤ 內的面積即為此區間內的機率，以積分公式表示 

2
1

21
( ) ( )

2

x
b b

a a
F x f x dx e dx

µ
σ

σ π

− −  
 = =∫ ∫  

其中常態常態常態常態分佈分佈分佈分佈曲線下曲線下曲線下曲線下總總總總面積為面積為面積為面積為 1。（當然這裡不可能證明這件事情） 

（4） 所有常態分佈曲線都有一個共同的規律，常態常態常態常態分佈分佈分佈分佈規則規則規則規則（（（（ 68 95 99.7− − 經驗法則經驗法則經驗法則經驗法則））））如下： 

 

� 圖 9 68 95 99.7− − 經驗法則經驗法則經驗法則經驗法則 

在任何常態分佈曲線當中，大約有 

68%的數據落在距平均數 1 個標準差的區間[ ],µ σ µ σ− + 內，即 (| | ) 0.68P X µ σ− ≤ ≈ ； 

95%的數據落在距平均數 2 個標準差的區間[ ]2 , 2µ σ µ σ− + 內，即 (| | 2 ) 0.95P X µ σ− ≤ ≈ ； 

99.7%的數據落在距平均數 3 個標準差的區間[ ]3 , 3µ σ µ σ− + 內，即 (| | 3 ) 0.997P X µ σ− ≤ ≈ 。 
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4.2 標準常態分佈標準常態分佈標準常態分佈標準常態分佈 

常態分佈不論其平均數 µ 和標準差σ 之值為何，經過標準化
X

Z
µ

σ
−

= 的變換，便轉換成平均

數為 0 和標準差為1的標準常態分佈。即若 2~ ( , )X N µ σ ，令
X

Z
µ

σ
−

= ，則 ~ ( 0 ,1 )Z N （Z稱為

標準常態標準常態標準常態標準常態分佈分佈分佈分佈），其機率密度函數為 

21

2
1

( )
2

z

f z e
π

−
= ， z−∞ < < ∞  

其標準常態分佈函數的圖形如下： 

 

� 圖 10 標準常態分佈曲線 

不管是常態分佈與標準常態分佈，其曲線下的總面積皆等於1。不同的是常態分佈的平均數為

µ ，變異數為 2σ ，而標準常態分佈的平均數為 0 ，變異數為1。 

我們經常需要計算機率 

( ) ( ) ( )F b P Z b P Z b= ≤ = < ， 

其中 b是給定的常數，這相當於計算下圖陰影的面積： 

 

� 圖 11 標準常態分佈曲線下的面積 

由積分（計算曲線下的面積的方法）知 

21

2
1

( ) ( ) ( )
2

b b z

P Z b F b f z dz e dz
π

−

−∞ −∞
≤ = = =∫ ∫  

但此積分不能直接求出，所以只能利用數值方法求出 ( )F b 的近似值，所以一般在統計學書上會提

供標準常態分佈表（Z表）的機率值，如： 
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(1) 0.8413F ≈   (1.68) 0.9535F ≈   (2) 0.9772F ≈   (3) 0.9987F ≈ ， 

( 1) 0.1587F − ≈  ( 1.68) 0.0465F − ≈   ( 2) 0.0228F − ≈   ( 3) 0.0013F − ≈ ， 

至於常態分佈隨機變數 2~ ( , )X N µ σ 的機率計算，可以藉由標準化後的標準常態分佈隨機變

數 ~ ( 0 ,1 )Z N 來求得。作法如下： 

( ) ( )
( ) ( ) ( 1 1) 0.68

X
P X P P Z

µ σ µ µ µ σ µ
µ σ µ σ

σ σ σ
− − − + −

− ≤ ≤ + = ≤ ≤ = − ≤ ≤ ≈  

( 2 ) ( 2 )
( 2 2 ) ( ) ( 2 2) 0.95

X
P X P P Z

µ σ µ µ µ σ µ
µ σ µ σ

σ σ σ
− − − + −

− ≤ ≤ + = ≤ ≤ = − ≤ ≤ ≈  

( 3 ) ( 3 )
( 3 3 ) ( ) ( 3 3) 0.997

X
P X P P Z

µ σ µ µ µ σ µ
µ σ µ σ

σ σ σ
− − − + −

− ≤ ≤ + = ≤ ≤ = − ≤ ≤ ≈  

因此，當我們能夠 ~ ( 0 ,1 )Z N 的標準常態分佈表（Z表），我們便能求得所有 2~ ( , )X N µ σ 的

機率值，此也就是所有常態分佈之 68 95 99.7− − 經驗法則之由來。 

 說說說說明例明例明例明例 7 （選自康熹版課本） 

設隨機變數 2~ ( 58 , 8 )X N 為常態分佈，求 (50 66)P X≤ ≤ 及 (42 74)P X≤ ≤ 。 

【說明】 

已知 X為平均數 58µ = 、標準差 8σ = 的常態分佈，由 68 95 99.7− − 經驗法則，可得 

(50 66) (58 8 58 8) ( ) 0.68P X P X P Xµ σ µ σ≤ ≤ = − ≤ ≤ + = − ≤ ≤ + ≈  

(42 74) (58 2 8 58 2 8) ( 2 2 ) 0.95P X P X P Xµ σ µ σ≤ ≤ = − × ≤ ≤ + × = − ≤ ≤ + ≈                

或 

我們也可以嘗試將隨機變數 X先進行標準化，得出
58

~ ( 0 ,1 )
8

X
Z N

−
= ，則 

50 58 58 66 58
(50 66) ( ) ( 1 1) 0.68

8 8 8

X
P X P P Z

− − −
≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ ≈  

42 58 58 74 58
(42 74) ( ) ( 2 2) 0.95

8 8 8

X
P X P P Z

− − −
≤ ≤ = ≤ ≤ = − ≤ ≤ ≈                      ■ 

 

常態曲線及常態分佈的觀念，在統計中十分重要，它們是推論統計的基礎。雖然實際調查得到

的資料，不可能是這種完美的理論模式，但許多實際得到之變項的資料分配大多相當接近這種模

式，因此可以假定它們的分配是常態的，進而得以運用常態曲線的理論特性。 

最後再看一個生活上關於常態分佈的例子。 
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 說說說說明例明例明例明例 8 （選自龍騰版課本） 

人類從受孕到分娩的懷孕期長短不一，但大致會呈現平均數 266 天，標準差 16 天的常態分佈。

試問：（1）約有多少比例的人會在 266 天以內分娩？ 

（2）根據常態分佈經驗法則，求中間 95%的人其懷孕天數範圍。 

【說明】 

（1）已知常態分佈為左右對稱的分佈，且其平均數 266µ = 在圖形中心點。故約有 50%（常

態分佈 266µ = 的左半邊）的孕婦會在 266 天內分娩。 

（2）依 68 95 99.7− − 法則，95%的人恰好分佈在平均數 266µ = 左右兩邊 2 個標準差 16σ = 的

範圍內，故有 95%的人的懷孕天數範圍介於區間[266 2 16 , 266 2 16]− × + × 之間，即 234

到 298 天之間。                   ■ 
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5. 大數法則與中央極限定理大數法則與中央極限定理大數法則與中央極限定理大數法則與中央極限定理 

5.1 大數法則大數法則大數法則大數法則 

我們都知道投擲一枚公正的硬幣，其出現正面的理論機率值為 0.5。但在做實地的投擲試驗的

時候，投擲 2 次，不一定剛好 1 正 1 反；投擲 10 次，也不一定恰巧一定 5 正 5 反，那我們還可以

宣稱這枚硬幣是公正的硬幣嗎？ 

在十八世紀法國科學家 Buffon 做投擲硬幣試驗，他投擲了 4040 次，其中正面出現了 2048 次，

即出現正面的相對頻率（次數）為
1048

0.5069
4040

≈ ；英國統計學家 Karl Pearson 也做硬幣試驗，投

擲 12000 次，得 6019 次正面，即出現正面的相對頻率（次數）為
6019

0.5016
12000

≈ ；他繼續做另一

次試驗，在 24000 次中得 12012 次正面，其即出現正面的相對頻率（次數）為
12012

0.5005
24000

≈ 。 

我們可以由上述的實驗發現：當我們投擲的次數越多次，則硬幣出現正面的機率就會越接近期

望值 0.5，這就是所謂的大數法則。 

【大數法則】 

設 1X 、 2X 、…、 nX 為隨機變數。如果 1X 、 2X 、…、 nX 彼此互相獨立，並且它們有相同的

機率密度函數，則我們稱這些隨機變數是獨立且來自相同分佈。現假設隨機變數 1X 、 2X 、…、

nX 是獨立且來自相同分佈的隨機變數，且其期望值 ( )E Xµ = 存在。 

令
1

n

n k

k

S X
=

=∑ 是所有 kX 的和，則當 n足夠大時，平均值 nSX
n

= 會接近於期望值µ。 

 

因此在二項分佈的機率模型假定之下，假設每一次試驗成功之機率為 p（即期望值），且試驗

與試驗之間相互獨立。現重複該試驗 n次，若 n次試驗中有 k次成功（
1

n

n k

k

k S X
=

= =∑ ， kX = 1 或 0，

其中 1 表示成功，0 表示失敗），則事件成功的相對頻率
k

X
n

= ，那麼在n足夠大時，這個相對頻率

k
X

n
= 就趨近於 p。 

透過圖 12 的六個圖形來說明投擲公正銅板的情況，或許我們可以更清楚了解大數法則的原

理，其中橫軸為隨機變數 X （附帶說明：每次試驗的 X是一個隨機變數，則 X 也是隨機變數）。 
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� 圖 12 二項分佈 ( , 0.5 )B n  

我們可以發現當 n愈大，則 X 確實愈聚集在 0.5p = 的附近。甚至當 10000n = 時，機率直方圖

已經呈現針狀聚集在 0.5p = 附近。 

 

5.2 中央極限定理中央極限定理中央極限定理中央極限定理 

當母體很大的時候，想要了解整個母體的組成結構並不容易，因此我們多半會想要透過樣本來

推估母體分佈的資訊。我們先來看一個抽樣的例子。 

 說說說說明例明例明例明例 9  

設袋中有 4 個號碼球（母體），其號碼分別為 0、2、4、6，今從袋中隨機取出兩球做為樣本，

並觀察其平均數（樣本平均數），而抽樣方法為每次取 1 球，取 2 次，計算此 2 次取出號碼球

（樣本）的平均數。試求： 

（1）母體平均數及標準差。 

（2）樣本平均數的期望值及標準差。 

【說明】 

母體為這 4 個號碼球所組成的集合。令 X表由母體抽出一個球的號碼，因此 X的可能值為 0、

2、4、6，且每個號碼球出現的機會均等，即
1

( )
4

P X k= = ，其中 k =0、2、4、6，則 

母體平均值
1 1 1 1

( ) 0 2 4 6 3
4 4 4 4

E Xµ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

母體變異數 2 2 2 2 21 1 1 1
( ) (0 3) (2 3) (4 3) (6 3) 5

4 4 4 4
Var Xσ = = − + − + − + − =  

母體標準差 5σ = 。 
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現在從袋中取球，每次取 1 球，取後放回，連取 2 次後，計算此 2 次的號碼球的（樣本）平均

數 X。因為每個球的號碼皆不同，故取出兩球的情況總共會衍生出 24 16= 組不同的（樣本）組合，

而每一種組合也會有一個相對應的 X ，如下表所示： 

 （（（（1）））） （（（（2）））） （（（（3）））） （（（（4）））） （（（（5）））） （（（（6）））） （（（（7）））） （（（（8）））） （（（（9）））） （（（（10）））） （（（（11）））） （（（（12）））） （（（（13）））） （（（（14）））） （（（（15）））） （（（（16）））） 

1X  0 0 0 0 2 2 2 2 4 4 4 4 6 6 6 6 

2X  0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6 

X  0 1 2 3 1 2 3 4 2 3 4 5 3 4 5 6 

由上表中可以發現 X 的可能取值為 0、1、2、3、4、5、6，其機率分佈列表及機率分佈圖如下： 

X  0 1 2 3 4 5 6 

P 
1

16
 

2

16
 

3

16
 

4

16
 

3

16
 

2

16
 

1

16
 

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0 1 2 3 4 5 6

機機機機

率率率率

值值值值

隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數

 

� 圖 13 樣本平均數的抽樣分佈圖 

因此，在這種抽樣的方式下，其樣本平均數 X 之期望值為 

1 2 3 4 3 2 1
( ) 0 1 2 3 4 5 6 3

16 16 16 16 16 16 16
E X = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

樣本平均數 X 之變異數為 

2 2 2 2 2 2 2 21 2 3 4 3 2 1
( ) (0 3) (1 3) (2 3) (3 3) (4 3) (5 3) (6 3)

16 16 16 16 16 16 16X
Var Xσ = = − + − + − + − + − + − + −

5

2
=  

樣本平均數 X 之標準差
5

2
X

σ =                      ■ 
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從上例的結果，我們發現樣本平均數 X 的期望值等於母體平均數 µ ，但是樣本平均數 X 之標

準差
X

σ 並不等於母體標準差σ 。不過實際上，母體的機率分佈和樣本平均數的機率分佈是存在某

些關聯性的。統計學中的「中央極限定理」，可以告訴我們更多樣本平均數分佈的訊息。                                   

【中央極限定理】 

當從平均數為 µ ，標準差為σ 的母體中，隨機地抽取 n個獨立樣本 1X 、 2X 、⋯、 nX ，當樣樣樣樣

本數本數本數本數n夠大時，其樣本平均 1 2 nX X X
X

n

+ + +
=

⋯
減掉母體平均數µ ，再除以標準差

n

σ
後的機

率分佈，將會趨近一平均數為 0 ，標準差為1的標準常態分佈 ( 0 ,1 )N 。 

（以下為選讀內容） 

利用期望值與變異數的性質，可以推得隨機變數 X 的期望值與變異數。 

1 2
1 2 1 2

1 1
( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )]n

n n

X X X
E X E E X X X E X E X E X

n n n

+ + +
= = + + + = + + +

⋯
⋯ ⋯  

1
[ ]n
n

µ µ= ⋅ =  ■ 

1 2
1 22

1
( ) ( ) ( )n

n

X X X
Var X Var Var X X X

n n

+ + +
= = + + +

⋯
⋯  

2
2 2 2 2

1 22 2 2

1 1 1
[ ( ) ( ) ( )] [ ] [ ]nVar X Var X Var X n

n n n n

σ
σ σ σ σ= + + + = + + + = ⋅ =⋯ ⋯  ■ 

因此， X 的標準差
X

σ =
n

σ
 ■ 

 

抽樣分佈的概念，對於高中生而言可能過於抽象。以下我們採用另一種方式來做說明： 

 

� 圖 14 中央極限定理抽樣流程圖（一） 

⋮  

⋮  

母體母體母體母體 

 

母體數量為 N個 

母體平均數為 µ  

母體標準差為σ  

第第第第 1 次抽樣次抽樣次抽樣次抽樣：：：：抽樣樣本 n個，其樣本平均數 1X  

第第第第 2 次抽樣次抽樣次抽樣次抽樣：：：：抽樣樣本 n個，其樣本平均數 2X  

第第第第 i 次抽樣次抽樣次抽樣次抽樣：：：：抽樣樣本 n個，其樣本平均數 iX  
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簡單的用實際數字來說明中央極限定理就是：若自某母體做隨機抽樣，第 1 次抽取 50n = 個樣

本數，即抽取 1X 、 2X 、…、 50X ，得第 1 個樣本平均數 1 2 50
1

50

X X X
X

+ + +
=

⋯
，再將這 50 個樣本

放回。若我們重複這樣的抽樣過程 10000 次，便可得到 1X 、 2X 、⋯、 10000X ，利用這 10000 個樣

本平均數可畫出 X 的機率直方圖，此即隨機變數 X 的抽樣分佈。 

中央極限定理是統計學的基本定理，它的主旨在於說明樣本平均數的分佈訊息。當抽取的樣本

數 n很大時，不管原來母體是什麼分佈，也不管母體資料是連續型或離散型、是對稱或不對稱、是

右偏或左偏，甚至是單峰或多峰都無所謂，只要樣本數 n 足夠大，則樣本平均數 X 相對次數直方

圖（ X 的抽樣分佈）會接近常態分佈，其中這個抽樣分佈 X 的平均數與原母體平均數相同，都是 µ；

但 X 的標準差則與原母體的標準差σ 不同，變成
n

σ
。 

 

� 圖 15 中央極限定理抽樣流程圖（二） 

因此，我們將隨機變數 X 的抽樣分佈，整理出以下的幾點性質： 

1、 X 的平均數與原母體平均數相同，即 X µ= 。 

2、 X 的標準差為
n

σ
，與原母體的標準差σ 不同。 

3、 X 的抽樣分佈會近似鐘形的常態分佈，即
2

~ ( , )X N
n

σ
µ 。 

4、若將 X 標準化後，會近似標準常態分佈，即 ~ ( 0 ,1 )
X

N

n

µ
σ
−

。 

5、抽樣的樣本數 n愈大，則 X 的標準差
n

σ
會愈小，則 X 會愈聚集在平均數 µ 附近，即有愈多比

例的樣本資料會集中在平均數。 

樣本樣本樣本樣本 X 的的的的抽樣分佈抽樣分佈抽樣分佈抽樣分佈近似常態分佈近似常態分佈近似常態分佈近似常態分佈 

 

母體母體母體母體分佈分佈分佈分佈 

連續型或離散型？ 

對稱或不對稱？ 

右偏或左偏？ 

單峰或多峰？ 
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6、中央極限定理告訴我們不管母體分佈的狀態如何，只要 n夠大，其抽樣分佈會近似常態。只是

若母體分佈愈接近鐘形，則所需樣本數 n較少，反之，母體分佈本身即很不對稱時，那麼所需

的抽樣樣本數 n愈多。 

說明完中央極限定理，我們回過頭看說明例 9 取球抽樣的例子，找出其樣本平均數 X 的期望

值、標準差與母體平均數、標準差的關係，並可以得到一些訊息，如下： 

（1） ( ) 3E X µ= = 。 

（2）
2

2 5

2X n

σ
σ = = ，

5

2
X

n

σ
σ = = 。 

（3）X 的分佈圖形大致呈現鐘形分佈，但因樣本數 2n = 太小，因此樣本的機率分佈與常態分佈

其實是有很大誤差的，如下圖 16，其中曲線為 3µ = ，
5

2
σ = 的常態分佈曲線。 

-0.5 0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0 1 2 3 4 5 6

隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數

 

� 圖 16 X 的抽樣分佈與常態分佈曲線 

（4）事實上，此例的抽樣過程並非真的實務抽樣，而是理論上的抽樣結果，因此直方圖呈現的

是完全對稱，若是實務抽樣得到的直方圖通常是不可能這麼漂亮的。 

（5）此例中的母體資料少（ 4N = ）時，或許有辦法將 X 的所有可能結果一一列出，並算出 X

的機率分佈。但實務上，母體資料數 N很大，而抽樣樣本數 n也不小時（此例 2n = 而已），

在將抽樣樣本放回時，便有 nN 種可能，因此，要一一列出各種可能的 iX 是很困難的，

因此，需要有方法知道 X 抽樣分佈，而這個方法便是中央極限定理。 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

 131 

6. 二項分佈二項分佈二項分佈二項分佈近似近似近似近似常態分佈常態分佈常態分佈常態分佈 

6.1 二項分佈二項分佈二項分佈二項分佈近似近似近似近似常態分佈常態分佈常態分佈常態分佈 

事實上，在圖 12 中的六個機率直方圖裡，若你觀察得夠仔細，可以發現六個縱軸刻度單位並

不相同。若將其刻度調成一樣（縱軸最高機率值皆調整為 0.3），再觀察此六個圖形： 
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� 圖 17 二項分佈 ( , 0.5 )B n （調整縱軸刻度） 

這六個圖形隨著 n 愈來愈大，機率直方圖高度愈來愈小，在 10000n = 時，甚至快變成一個點

了。這是因為 n愈大時， X 的取值也愈來愈多，且此時每個
k

X
n

= 的機率值也都近乎 0（或極低）。

即使如此，當我們將圖形局部放大後，仍然可以從這六個圖形隱隱約約的感受到這些圖形的長相似

乎跟鐘形的對稱分佈非常相似。因此，接下來我們將探討二項分佈和常態分佈的關係。 

對於只有成功和失敗二類的伯努利試驗而言，假定成功機率是 p，則每次試驗獲得成功的期望

值為 p，標準差為 (1 )p p− 。中央極限定理告訴我們，若重複進行 n次試驗，當試驗數 n夠大時，

樣本成功比率的分佈會趨近於平均數 X p= 及標準差為
(1 )

( )
p p

X
n

σ
−

= 的常態分佈。 

由於上述隨機抽取 n個樣本的情況，可以視同重複做伯努利試驗 n次，因此當 n夠大時，隨機

變數（亦即成功比例）
X

X
n

= 的機率分佈會近似於常態分佈；經標準化
(1 )

X p

p p

n

−

−
後，便會近似於

標準常態分佈 ( 0 ,1 )N 。我們可以將其推衍得 

( 0 ,1 ) ( )
(1 ) (1 ) (1 )

X
p

X p X npn N
p p p p np p

n n

−− −
= ∗

− − −
⋯= ～  
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由上式 ( )∗ 中可得，就成功機率為 p的伯努利試驗重複 n次獨立試驗，隨機變數 X為成功次數

的二項分佈，當 n足夠大時，此二項分佈將會近似於平均數 npµ = ，樣本標準差為 ( ) (1 )X np pσ = −

的常態分佈。也就是說當 n足夠大時，將二項分佈隨機變數 X標準化後，就會近似標準常態分佈。 

以下我們整理出這兩種與二項分佈有關的隨機變數，其機率分佈近似常態分佈的性質： 

【成功「次數次數次數次數 X」的二項分佈與常態分佈】 

在參數是 ( , )n p 的二項分佈中（即重複進行成功機率為 p的伯努利試驗 n次），若以隨機變數

X  表示成功的次數，則 

（1） X 的期望值 ( )E X np= 。 

（2） X 的標準差 ( ) (1 )X np pσ = − 。 

（3）當 n足夠大時，將 X標準化後會近似標準常態分佈，即 ( 0 ,1 )
(1 )

X np
N

np p

−

−
～ 。 

【成功「比例比例比例比例
X

Y
n

= 」的二項分佈與常態分佈】 

對於參數是 ( , )n p 的二項分佈，以隨機變數
X

Y
n

= 表示成功的比率，則 

（1）Y 的期望值 ( )E Y p= 。 

（2）Y 的標準差
(1 )

( )
p p

Y
n

σ
−

= 。 

（3）當 n足夠大時，將 Y標準化後也會近似標準常態分佈，即 ( 0 ,1 )
(1 )

Y p
N

p p

n

−

−
～ 。 

（以下為選讀內容） 

事實上，也可以以另一種角度看待成功比率 Y的期望值與標準差。 

令
X

Y
n

= ，其中 X 表示成功的次數，Y 表示成功的比率，那麼Y 也是隨機變數， 

其期望值為
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
X

E Y E E X np p
n n n

= = = =  ■ 

變異數為
2 2

1 1 (1 )
( ) ( ) ( ) (1 )

X p p
Var Y Var Var X np p

n n n n

−
= = = ⋅ − = ，標準差為

(1 )
( )

p p
Y

n
σ

−
=  ■ 
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這個有關二項分佈近似於常態分佈就是歷史上的「棣美弗－拉普拉斯極限定理」，它告訴我們

當二項分佈的參數 n足夠大時，便可利用常態分佈來求其二項分佈的近似值。此定理首先由棣美弗

在 1733 年證明出 0.5p = 的情形，後來才由拉普拉斯將其結果推廣到一般 p（其中 10 << p ）的所

有情形都成立。 

 

6.2 二項分佈二項分佈二項分佈二項分佈近似近似近似近似常態分佈的圖形解讀常態分佈的圖形解讀常態分佈的圖形解讀常態分佈的圖形解讀 

事實上，中央極限定理的主要概念是陳述抽樣分佈在標準化以後將會近似標準常態分佈

( 0 ,1 )N 。而與二項分佈相關聯的隨機變數不論是成功次數 X或成功比率 Y，當 n很大時皆會近似

常態分佈（圖 17）；將它們標準化為 Z 後，則會近似標準常態分佈。即若我們將圖 17 的六個圖形

標準化後，便可以得到圖 18，其中曲線為標準常態分佈曲線。由圖可知，當 n愈大時，其標準化 Z

的機率直方圖，確實愈來愈近似標準常態分佈曲線。 
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� 圖 18 二項分佈標準化後近似標準常態分佈 

對於圖 17 和圖 18，我們可以有一些更深入的討論。 

1、已知二項分配 X的取值有 0、1、⋯、n，共 1n + 個，則圖 17 中的
X

Y
n

= 便也有 0、
1

n
、⋯、1，

共 1n + 個取值，且平均分散在橫軸上。同理，當 Y 標準化後得
(1 )

Y p
Z

p p

n

−
=

−
亦有 1n + 個取值，

也就是圖 17 與圖 18 中的長條皆有 1n + 個。可知若取值愈多，則長條的寬度會愈小（即愈細），

故當 10000n = 時其寬度已經細到無法呈現長條，每個長條在肉眼觀察下頂多僅能看到一條條的

細線，甚至密集成一片黑色區域而已了。 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

 134 

2、在圖 18 中，我們將橫軸的範圍統一為 ( 4, 4)Z ∈ − ，但這對於標準化後的圖形，只是局部的呈現。

何以說是局部呢？承 1 所言，理論上應有 1n + 個長條平均分散在橫軸上。以 100n = 為例，其標

準化後的圖形全貌應如圖 19 所示。在 ( 10, 4) (4,10)Z ∈ − − ∪ 這個區域，仍有 Z 的取值存在，只

是其出現的機率值極低罷了。 

0.3979 

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

0.05

0.1

0.15

0.2
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0.3
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0.4

0.45

0.5

n=100，，，，p=0.5

 

� 圖 19 二項分佈的標準化圖形（ 100n = ） 

3、我們在介紹二項分佈的機率模型內容的後半段，已經將原本的機率長條圖，繪成機率直方圖以

看出機率圖形的長相。由於二項分佈是一離散型的隨機變數，我們探討的是點的機率值；而常

態分佈卻是一連續型的隨機變數，它的點是沒有機率值的，因此才需要藉由區間內所對應的曲

線下面積來定義其機率。現在中央極限定理將離散的二項分佈以連續型的常態分佈來近似時，

我們想要觀察這個近似的過程，便必須以這些長條的區間面積來討論。以下我們重新觀察 10n =

的標準化前 X與標準化後 Z的圖形。 

0
.0

0
1

0
 

0
.0

0
9

8
 

0
.0

4
3

9
 

0
.1

1
7

2
 0
.2

0
5

1
 

0
.2

4
6

1
 

0
.2

0
5

1
 

0
.1

1
7

2
 

0
.0

4
3

9
 

0
.0

0
9

8
 

0
.0

0
1

0
 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數X

0
.0

0
2

7
 

0
.0

1
6

3
 

0
.0

6
5

9
 

0
.1

7
9

3
 

0
.3

2
6

6
 

0
.3

9
8

9
 

0
.3

2
6

6
 

0
.1

7
9

3
 

0
.0

6
5

9
 

0
.0

1
6

3
 

0
.0

0
2

7
 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-3.16 -2.53 -1.90 -1.26 -0.63 0.00 0.63 1.26 1.90 2.53 3.16

隨機變數隨機變數隨機變數隨機變數 Z

 

� 圖 20(a) 10n = 的隨機變數 X         � 圖 20(b) 10n = 的隨機變數 Z 

首先，我們計算圖 20(a)隨機變數 X的機率總和： 

0.0010 0.0098 0.0439 0.1172 0.2051 0.2461 0.2051 0.1172 0.0439 0.0098 0.0010 1.0001+ + + + + + + + + + =  

而圖 20(b)中隨機變數 Z所對應的長條分別來自隨機變數 X，而隨機變數 Z各取值的標準常態分

佈機率值（即圖上標準常態曲線上 ◆ 的機率值）與長條的高度是很接近，現計算其總和為 

0.0027 0.0163 0.0659 0.1793 0.3266 0.3989 0.3266 0.1793 0.0659 0.0163 0.0027 1.5805+ + + + + + + + + + =  

由機率觀點來看，隨機變數的各取值的機率總和應維持為 1，而前者 1.0001，乃因取四位
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小數，在四捨五入後所產生的些微誤差，所以總和應可視為 1；但後者所計算的 1.5805，究竟

又是出了什麼問題？ 

事實上，因 X本身為離散型隨機變數，則直接做機率的加總是不會有問題的。但今隨機變

數 Z 為近似連續型的標準常態分佈，對於單獨一個點的機率值是無意義的，也就是對於

10 0.5
( ) ( ) ( )

10 0.5 (1 0.5)

i
i i

X
P Z P f Z

− ×
= ≠

× × −
，其中 f為標準常態分配的機率密度函數，因此將 ( )if Z 視

為 ( )iP Z 並直接做加總當然會出問題。 

我們知道連續型的機率必須用曲線下的區間面積來計算，因此我們可以這樣想： 

（1）已知 X為離散型的隨機變數，其實可以令其每個長條的區間寬度為 1，則其各長條的面積

便可表示其各取值的機率，因此總機率為所有長條的面積的加總，其值為 1。 

（2）但事實上要探討連續型函數的機率得利用區間面積。設離散的二項隨機變數 X k= 時其機

率值為 ( )P X k= ，且區間上界為 0.5X k= +上界 ，下界為 0.5X k= −下界 ，即區間寬度為 1，

則區間面積 ( 0.5 0.5) ( ) 1P k X k P X k− ≤ ≤ + = = × 。 

而 X上界 與 X下界 經標準化
X

Z
µ

σ
−

= 後，得
( 0.5)k

Z
µ

σ
+ −

=上界 ，
( 0.5)k

Z
µ

σ
− −

=下界 ，

所以 Z的區間寬度為
( 0.5) ( 0.5) 1 1

(1 )

X X
Z Z

np p

µ µ
σ σ σ

+ − − −
− = − = =

−
上界 下界 。 

又 標 準 化 的 前 、 後 其 機 率 值 （ 或 者 是 區 間 面 積 ） 是 不 會 改 變 的 ， 也 就 是

( ) ( 0.5 0.5) ( Z )P X k P k X k P Z Z= = − ≤ ≤ + = ≤ ≤下界 上界 。因此，標準化後，其區間高度將

變為
( )

(1 ) ( )
1

(1 )

P X k
np p P X k

np p

=
= − ⋅ =

−

。 

以下我們用 10n = 來具體的說明上述一般化的情形描述，可能較易理解。 
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� 圖 21(a) 10n = 的隨機變數 X       � 圖 21(b) 10n = 的隨機變數 Z 
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在圖 21(a)中， ( 5) (4.5 5.5) 0.2461P X P X= = ≤ ≤ = ，即為以寬度為 1（ 5.5 4.5= − ）高

度為 0.2461 的區間面積。當 X經過扣除 10 0.5µ = × 再除以 10 0.5 (1 0.5)σ = × × − 的標準化

過 程 後 ， 得 到 圖 21(b) 中 的 對 應 區 間 為
4.5 5.5Xµ µ µ

σ σ σ
− − −

≤ ≤ ， 即

0.31623 0.31623Z− ≤ ≤ 。由於圖 21(b)的區間寬度變為 0.63246，但標準化過程是不會改變

機率值（區間面積），也就是保持 ( 0.31623 0.31623) (4.5 5.5) 0.2461P Z P X− ≤ ≤ = ≤ ≤ = ，

故圖 21(b)中的對應長條的區間高度應變為
0.2461

0.3891
0.63246

≈ ，而此值與圖 21(b)中常態分

佈曲線的對應高度大致相當（實際上，在標準常態分佈的情況下， 0Z = 所對應的密度函

數值為 0.3989。而由圖知，在 0Z = 時曲線高度確實比長條高度是高些的）。 

（3）透過上述的過程說明，便能解釋在標準化過後，何以其二項分配的直方圖的總面積總和仍

能保持為 1，也等同於其近似的標準常態分佈曲線下的面積。（實際上，若將先前利用 ( )if Z

加總所得到的總和 1.5805 乘以 0.63246
1 1

(1 ) 10 0.5 0.5np p
= =

− ⋅ ⋅
，便可以得到 0.9996，

這基本上就等同於 1 了。） 

（4）在此僅以 10n = 做說明便滿接近了，若 n愈大，則近似的效果便會愈發明顯。 

 

上述我們將二項分佈近似常態分佈的過程做了仔細的探討，現在，讓我們看兩個關於二項分佈

近似常態分佈的範例。 

 說說說說明例明例明例明例 10  

投擲一枚不公正銅板 72 次，假定其出現正面的機率為
3

1
，則此硬幣出現正面次數介於 16 次與

32 次之間的機率大約是多少？ 

【說明】 

令 X表示正面出現之次數，則正面出現次數介於 16～32 次之機率為 

)31()18()17()3216( =++=+==<< XPXPXPXP ⋯  

413172

31

541872

18

551772

17 )
3

2
()

3

1
()

3

2
()

3

1
()

3

2
()

3

1
( CCC +++= ⋯  

若真的去計算，這是一個非常繁瑣的計算過程，因此我們企圖另謀簡單的方法求其機率值，即

利用當試驗次數 n夠大時，二項分佈會近似於常態分佈的特性來進行。 
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本題的二項分佈大致上會近似於
1

72( ) 24
3

npµ = = = 與 4)
3

2
)(

3

1
(72 ==σ 之常態分配，所以 

(16 32) (24 2 4 24 2 4)P X P X< < = − ⋅ < < + ⋅ ( 2 2 ) 0.95P Xµ σ µ σ= − < < + ≈ ， 

故出現正面次數介於 16 次與 32 次的機率大約為 95.0 。                               ■ 

 

說說說說明例明例明例明例 11 （此題為選讀範例）（選自翰林版教師手冊） 

設伯努利試驗成功的機率為
1

4
，若隨機變數 X 的取值表示獨立重複試驗 27 次中成功的次數，

則 (3 11)P X≤ ≤ = ？ 

【說明】 

依二項分佈的計算公式可得機率
11

27 27

3

1 3
(3 11) ( ) ( ) 0.958

4 4

k k

k

k

P X C −

=

≤ ≤ = =∑  ■ 

但上式的計算非常繁瑣，可利用當試驗次數 n夠大時，二項分佈會近似於常態分佈的特性

來 得 出 近 似 值 。 如 果 可 行 的 話 ， 則 此 二 項 分 佈 會 近 似 於
1

27( ) 6.75
4

npµ = = = 與

1 3 9
27( )( ) 2.25

4 4 4
σ = = = 的常態分佈。 

然而由於試驗 27 次（樣本數 27n = ）並不算大，且二項分佈為離散型隨機變數，常態分

佈為連續型隨機變數，因此，以下將介紹一種修正方式，讓離散型隨機變數的機率值能夠藉由

連續型隨機變數的密度函數下的面積來做近似。 

先看我們用電腦畫出來的 ( 27 , 0.25 )B 的機率分配圖，如下： 

0
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� 圖 22 離散型函數的修正 
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離散型隨機變數的取值為每個直條的中點，依據前面的說明我們已經了解如果想要計算

( )P X k= ，等同於計算 ( 0.5 0.5)P k X k− ≤ ≤ + 。如果我們想要透過常態曲線求取 ( )P a X b≤ ≤ 的

近似值時，所謂連續性修正即將下界數值 a 減去 0.5，上界數值 b 加上 0.5 後，再來求取對應

的機率值，即 ( 0.5 0.5)P a X b− ≤ ≤ + 。以圖 22 來做說明，想要計算 (3 11)P X≤ ≤ 時，可以藉由

增加圖 22 中紅色粗虛線所框出來的面積來彌補其與連續機率密度函數下的對應面積的差異，

也就是增加 (3 0.5 3)P X− ≤ ≤ 和 (11 11 0.5)P X≤ ≤ + 來補離散型與標準常態曲線之間機率差

值，則
2.5 6.75 6.75 11.5 6.75

(2.5 11.5) ( )
2.25 2.25 2.25

X
P X P

− − −
≤ ≤ = ≤ ≤  

( 1.89 2.11) ( 2.11) ( 1.89)P Z P Z P Z= − ≤ ≤ = ≤ − ≤ −  

 由標準常態分佈表可得 ( 2.11) ( 1.89) 0.9821 0.0294 0.9527P Z P Z≤ − ≤ − = − =  

 我們可以發現，經修正後，這個藉由常態分佈所得的機率近似值與實際計算的 0.958 非常接近。 
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7. 信賴區間信賴區間信賴區間信賴區間的解讀的解讀的解讀的解讀 

政府機關制定公共政策，或是企業推出新產品之前，常常需要調查一般大眾的意見作為決策的

參考。常見的調查方法包括普查與抽樣調查：普查是調查所有對象，會得到最完整的資訊，但卻需

要花費大量時間與金錢；抽樣調查則是抽取具代表性的一部分，以其意見來推估全體對象的意見。

例如在媒體上常見的縣市首長的滿意度、各選舉候選人的支持度、電視節目的收視率等等。 

 

� 圖 23 抽樣調查 

 

7.1 信賴區間與信心水準信賴區間與信心水準信賴區間與信心水準信賴區間與信心水準 

在統計估計時，由於母體參數的真值是未知的，普查雖是獲得正確參數值的最好方法，但或因

其為不可能，或因為成本過高，因此只好利用抽樣所得的樣本統計量去估計母體參數的真值，此即

為點估計點估計點估計點估計。在估計時，亦可估計出一個可信的區間，並說明其可信度，此即為區間估計區間估計區間估計區間估計。 

 

為什麼要用區間來做估計呢？ 

舉例來說：醫生很少會鐵口直斷：「病人只能再活一年」。原因是：病人可能 6 個月就死了，也

可能活了 13 個月，不太可能剛剛好活 1 年。所以醫生經常會估計一個區間：「病人剩下大約 6 個月

到一年半的時間」，雖然不是那麼明確，也使醫生聽來不夠權威，但使得醫生的話可信度提高許多

（病人的存活時間大概會落在醫生所說的區間中）。 

再者，報章雜誌上常常會藉由抽樣調查來了解民眾對於總統的施政滿意度，選舉的時候也會藉

由抽樣調查來了解候選人的支持率。多半時候這些調查都會採用一個區間範圍來預測總統滿意度或

是候選人支持率的真實結果，這些就是採用區間估計的目的與好處。 
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 說說說說明例明例明例明例 12 （選自龍騰版課本） 

下面是某民調公司對某位市長的滿意度調查報告： 

「「「「市民對該市長的滿意度為市民對該市長的滿意度為市民對該市長的滿意度為市民對該市長的滿意度為 4 成成成成 7。。。。本次調查共成功訪問本次調查共成功訪問本次調查共成功訪問本次調查共成功訪問 1013位位位位 20 歲以上市民歲以上市民歲以上市民歲以上市民。。。。在在在在 95%

的信心水準下的信心水準下的信心水準下的信心水準下，，，，抽樣誤差為抽樣誤差為抽樣誤差為抽樣誤差為 3.0個百分點個百分點個百分點個百分點。」。」。」。」 

請解讀之。 

【說明】 

媒體經常報導民調的結果，民調的問題多半為二選一的選擇題：對某項政策支持或反對，對某

位行政首長滿意或不滿意，支持或不支持某位候選人。這些都可以視為是二項分佈的問題。 

針對於上述這樣的報導，我們該如何解讀？ 

1、「「「「滿意度滿意度滿意度滿意度 4 成成成成 7」」」」 

在 1013 位受訪者當中，約有 47%的人表示支持，即回答支持者有1013 0.47 476× ≈ 人。 

2、「抽樣誤差抽樣誤差抽樣誤差抽樣誤差 3.0 個百分點個百分點個百分點個百分點」 

將 47%分別加減 3.0%，就可以得到一個數線上的範圍，即[ 0.47 0.03 , 0.47 0.03 ]− + ，亦即區間

[ 0.44 , 0.50 ]。而所謂誤差 0.03 便是這區間的半徑，即 

 

3、「95%的信心水準的信心水準的信心水準的信心水準」」」」 

我們有 95%的信心認為：市民對該市長的滿意度會在 0.44 到 0.50 之間。 

綜合上面的說明，我們有了約略的概念： 

「「「「報導中的滿意度是被抽樣訪問者的滿意度報導中的滿意度是被抽樣訪問者的滿意度報導中的滿意度是被抽樣訪問者的滿意度報導中的滿意度是被抽樣訪問者的滿意度，，，，將它加減將它加減將它加減將它加減抽樣抽樣抽樣抽樣誤差誤差誤差誤差後後後後，，，，就得到一個區間就得到一個區間就得到一個區間就得到一個區間。。。。我們有我們有我們有我們有 95%

的信心認為的信心認為的信心認為的信心認為，，，，真正的滿意度會落在我們所得出的區間之中真正的滿意度會落在我們所得出的區間之中真正的滿意度會落在我們所得出的區間之中真正的滿意度會落在我們所得出的區間之中。。。。」  

 

我們進一步想要探討這個區間究竟是怎麼計算出來的？ 

其實滿意度問題（滿意或不滿意、支持或不支持的成功或失敗問題）就是參數是 ( , )n p 的二

項分佈，利用二項分佈可以透過常態分佈來近似的這個性質，我們可以利用常態分佈規則來估計隨

機試驗中成功比率所在的區間。 
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已知當 n足夠大時，成功比率Y 經標準化
Y

Z
µ

σ
−

= 後的分佈會近似於 ( 0 ,1 )N ，則可以利用

常態分佈 68 95 99.7− − 的經驗法則得到一個區間。以下以 95%為例作說明： 

 

� 圖 24 有 68 95 99.7− − 經驗法則 

約有 95%的 Z值會落在距平均數 0µ = 左右 2 個標準差 1σ = 的區間內，即 

{ } { }2 0 2 0 2 0.95
(1 )

Y p
P Z P Z P

p p

n

µ σ

 
 − 

− ≤ = − ≤ = − ≤ ≈ 
− 

  

， 

上式可解得
(1 )

2
p p

Y p
n

−
− ≤ ，也就是

(1 ) (1 )
2 2
p p p p

p Y p
n n

− −
− ≤ ≤ + 。 

換句話說，約有 95%的數據 Y會落在區間
(1 ) (1 )

[ 2 , 2 ]
p p p p

p p
n n

− −
− + 內。 

【成功比例 Y的性質】 

對於參數是 ( , )n p 的二項分配 X，令隨機變數
X

Y
n

= 表示成功的比率。當 n 足夠大時，約有

95%的成功比例 Y會落在
(1 ) (1 )

[ 2 , 2 ]
p p p p

p p
n n

− −
− + 內。 

〈註〉：同理，依 68 95 99.7− − 亦可推得 68%、99.7%的數據落在相對應的區間範圍。 

 

現在假設全體成年市民（母體）的真正滿意度是 p（事實上除非真的普查，不然是無從得知的）；

而在此次抽樣的 n個人中滿意的比例為 p
∧

（唸作 p-hat），即 p
n

∧

=
樣本中滿意的人數

。 

我們就是企圖要利用抽樣樣本的滿意度 p
∧

來估計母體的滿意度 p。然而只要選取的樣本不同，

就得到不同的 p
∧

，亦即每執行一次就會得到一個 p
∧

，那麼到底要怎麼說明樣本滿意度 p
∧

和真正的母



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

 142 

體滿意度 p之間的關係呢？ 

首先隨機變數
X

Y
n

= 即為成功比例 p
∧

，所以大約有 95%的抽樣結果 p
∧

值會落在此區間內，即 

(1 ) (1 )
2 2
p p p p

p p p
n n

∧− −
− < < +  

 

� 圖 25 p
∧

的分佈 

但我們要估計的是母體 p，而非抽樣 p
∧

，則在上述不等式左式及右式可各自推得 

左式：
(1 ) (1 )

2 2
p p p p

p p p p
n n

∧ ∧− −
− < ⇒ < +  

右式：
(1 ) (1 )

2 2
p p p p

p p p p
n n

∧ ∧− −
< + ⇒ − <  

因此
(1 ) (1 )

2 2
p p p p

p p p
n n

∧ ∧− −
− < < + 。 

但事實上上下界依然是 p的一個函數，然而母體真正的滿意度 p是未知的，也是我們企圖要估

計的數值。不過當樣本數 n夠大時，p
∧

和 p會相當接近（大數法則），因此便使用 p
∧

值取代
( )1p p

n

−

中的 p值後得到的一個區間
(1 ) (1 )

[ 2 , 2 ]
p p p p

p p
n n

∧ ∧ ∧ ∧
∧ ∧− −
− + ，就是我們所說的「95%的信心水準下的信心水準下的信心水準下的信心水準下

的信賴區間的信賴區間的信賴區間的信賴區間」，而
(1 )

2
p p

n

∧ ∧

−
則稱為此信賴區間的「抽樣誤差抽樣誤差抽樣誤差抽樣誤差」。 

換句話說，我們有 95%的信心信心信心信心認為： 

「母體真正的平均數 p會落在
(1 ) (1 )

[ 2 , 2 ]
p p p p

p p
n n

∧ ∧ ∧ ∧
∧ ∧− −
− + 這個區間內。」 

 

1

2

3

n

n

n

p

p

p

∧

∧

∧

→ 

→

→ 
⋮ ⋮

抽樣 人

抽樣 人

抽樣 人

其抽樣分佈
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【95%的信賴區間與信心水準】 

我們的研究對象是母體的某一特徵，假設 p表示母體中具有此一特徵者所占的比例。今從母體

中隨機選取 n個為樣本（n必須夠大），若 p
∧

表示這群樣本中具有此一特徵者所占的比例，則 

（1）區間
(1 ) (1 )

[ 2 , 2 ]
p p p p

p p
n n

∧ ∧ ∧ ∧
∧ ∧− −
− + ，稱為 p 的一個「95%的信賴區間」，或「在 95%

信心水準下的信賴區間」。 

（2）
(1 )

2
p p

e
n

∧ ∧

−
= 稱為此 95%的信賴區間的「抽樣誤差」。 

（3）95%的信賴區間之簡圖為
(1 ) (1 )

2 2

[ ]

p p p p

n np

∧ ∧ ∧ ∧
− −∧− +

← → 。 

 

 說說說說明例明例明例明例 13 （選自龍騰版課本） 

民調公司做總統大選支持度調查，成功訪問了 1100 位合格選民，其中有 605 位表示支持甲候

選人，試求： 

（1）這次調查中，甲候選人的支持度。 

（2）在 95%的信心水準下，這次調查的抽樣誤差是多少個百分點？ 

（3）計算 95%的信賴區間。 

【說明】 

（1）在 1100 位受訪者當中，有 605 位表示支持，即甲候選人的支持度
605

0.55
1100

p
∧

= = 。 

（2）在 95%的信心水準下， 

其抽樣誤差是
(1 ) 0.55 (1 0.55)

2 2 2 0.015 0.03
1100

p p
e

n

∧ ∧

− × −
= = = × = ， 

所以，這次調查的抽樣誤差為 3 個百分點。 

（3）95%信賴區間為[ ] [ ]0.55 0.03,0.55 0.03 0.52,0.58− + = 。                            ■ 
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藉由說明例 13 的範例說明，我們繼續探討一些關於信心水準與信賴區間的問題： 

1、、、、甲候選支持度一定是在甲候選支持度一定是在甲候選支持度一定是在甲候選支持度一定是在 0.52到到到到 0.58 之間嗎之間嗎之間嗎之間嗎？？？？ 

其實不然！民調公司如果再做一次抽樣，所得的 p
∧

值往往就會不一樣。民調公司僅提供了這一

次的抽樣資訊而已（實際上也只會做這一次）。 

2、、、、所謂所謂所謂所謂 95%的信心水準是不是說的信心水準是不是說的信心水準是不是說的信心水準是不是說：：：：真正的支持度真正的支持度真正的支持度真正的支持度 p 有有有有 95%的機率會落在此區間中呢的機率會落在此區間中呢的機率會落在此區間中呢的機率會落在此區間中呢？？？？ 

這句話不正確。因為 p是確定的數，不是隨機變數，所以算機率沒有意義，且其在區間中的機

率不是 1（100%）就是 0，只是公布結果前還不會知道到底是 1 還是 0。 

3、、、、是否某一次抽樣的樣本信賴區間是否某一次抽樣的樣本信賴區間是否某一次抽樣的樣本信賴區間是否某一次抽樣的樣本信賴區間（（（（如此次如此次如此次如此次[ ]0.52,0.58 ））））包含包含包含包含 p 的機率為的機率為的機率為的機率為 95%？？？？ 

這還是錯的！抽樣所得區間是否涵蓋 p，只有兩種可能：包含或不包含。如果包含 p，則包含 p

的機率為 1，否則機率為 0。因此，只能說如果做了很多、很多次的抽樣後，可以得到很多、很

多個信賴區間，而在這些信賴區間中約有 95%的區間會包含母體 p。（如 100 次的抽樣的信賴區

間中，可能有 95 個包含母體 p，但也可能是 94、96，甚至 90 個也是有可能的。） 

4、、、、樣本比率樣本比率樣本比率樣本比率 p
∧

落在信賴區間內的機率為落在信賴區間內的機率為落在信賴區間內的機率為落在信賴區間內的機率為 95%嗎嗎嗎嗎？？？？ 

錯！事實上，由信賴區間公式， p
∧

一定得落在信賴區間內，其機率為 1。 

 

因此，我們再詳細的說明 95%信心水準的意涵。 

如果民調公司再做了幾次民調（每次皆仍為 1100 人），列表如下： 

樣本支持率 95%的抽樣誤差 95%的信賴區間 

p
∧

 
(1 )

2
p p

n

∧ ∧

−
 

(1 ) (1 )
[ 2 , 2 ]

p p p p
p p

n n

∧ ∧ ∧ ∧
∧ ∧− −
− +  

1
0.55p

∧

=  0.0300 [ ]0.5200 , 0.5800  

2
0.61p

∧

=  0.0294 [ ]0.5806 , 0.6394  

3
0.43p

∧

=  0.0299 [ ]0.4001, 0.4599  

4
0.5p

∧

=  0.0302 [ ]0.4698 , 0.5302  

⋮  ⋮  ⋮  
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� 圖 26 信賴區間的信心水準 

由上表及圖 26，便清楚的可以知道信心水準的意涵。現在我們實際用電腦來模擬 95%信心水

準的信賴區間這件事情，我們的實驗設定是： 

已知一不均勻硬幣出現正面的機率為 0.6p = ，每次投擲 n 次。若重複 100 回合便可得到 100

個 ip
∧

，將此 100 個 ip
∧

的次數分配繪製直方圖，以及 100 個 95%信心水準的信賴區間，其中直方圖

中的曲線為理論上的常態分佈。以下分別就每回合投擲 1000 次和 10000 次討論： 

每回合投擲 1000n = 次 每回合投擲 10000n = 次 

 

 

� 圖 27(a) 0.6p = 的信賴區間 

 

 

� 圖 27(b) 0.6p = 的信賴區間 

這些區間中，

有 95％會包含

真正的 p。 

1

2

3

4

0.55 [0.52 , 0.58]

0.61 [0.5806 , 0.6394]

0.43 [0.4001, 0.4599]

0.50 [0.4698 , 0.5302]

p

p

p

p

∧

∧

∧

∧

→ = 


→ = 


→ = 

→ =




⋮ ⋮

抽樣 1100 人

抽樣 1100 人

抽樣 1100 人

抽樣 1100 人

，得區間 

，得區間 

，得區間 

，得區間 
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經電腦模擬後，得到以下資訊： 

（1）100 個 ip
∧

的平均數為 0.602，樣本標

準差為 0.02。 

（2）在 100 回合試驗得到的 100 個 ip
∧

的

信賴區間中，有 96 個包含實際 p，

另有 2 個高估，2 個低估。 

經電腦模擬後，得到以下資訊： 

（1）100 個 ip
∧

的平均數為 0.6，樣本標準

差為 0.01。 

（2）在 100 回合試驗得到的 100 個 ip
∧

的

信賴區間中，有 93 個包含實際 p，

另有 3 個高估，4 個低估。 

從上面的兩個模擬實驗，我們可以知道： 

1、每回合投擲的次數 n愈多，其直方圖資料愈聚集在 p附近（因標準差愈小），此即為大數法則

的呈現。又當 n愈多，其直方圖的長相與常態曲線近似，或者更正確的說法應該是標準化後會

近似標準常態分佈，此即中央極限定理的陳述。 

2、我們選定 95%的信心水準，則 100 個信賴區間中，大約有 95 個區間會包含實際的 p（圖左有

96 個，圖右有 93 個）。 

3、每回合投擲的次數愈高，其抽樣誤差確實變小，區間長度較短。信賴區間短則可以更真實的預

測實際 p值，但顯然付出的代價可能會是很大的（如每回合要投擲完 10000 次）。 

事實上，影響抽樣誤差的因素，除了抽樣樣本數 n外，尚有信心水準這因素。依據中央極限定

理，約有 68%、95%、99.7%的數據會聚集在距平均數左右各 1 個、2 個、3 個標準差內，也就是說

抽樣誤差分別為
(1 )p p

n

∧ ∧

−
、

(1 )
2
p p

n

∧ ∧

−
、

(1 )
3
p p

n

∧ ∧

−
，因此以下三個圖分別是以 68%、95%、99.7%

三種信心水準，由電腦所模擬出來的信賴區間。 

此 100 個信賴區間中，僅 62 個包含 p 此 100 個信賴區間中，有 97 個包含 p 此 100 個信賴區間中，有 99 個包含 p 

� 圖 28 不同信心水準的信賴區間 
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由電腦模擬可以知道信賴區間的寬度確實可以由信心水準來決定。信心水準較低（68%）的信

賴區間寬度較短，用來預測母體 p 時雖然提供了較為精確的訊息，但由模擬結果卻可發現，只有

62 個信賴區間包含母體 p，也就是說母體 p被含蓋到的準確率似乎太低了。而信心水準較高（99.7%）

時，其區間寬度較長，雖然每次實驗幾乎都可以包含到母體 p，但在預測母體 p時，便會因為估計

範圍太寬變得不夠精確。因此，95%的信心水準，通常便是我們常選擇一個寬度適當且能夠準確估

計母體 p的信心水準。 

 說明例說明例說明例說明例 14 （選自龍騰版課本） 

甲、乙、丙三人投擲一枚不均勻的硬幣各若干次（每人投擲次數可不相同），在各自選定的信

心水準之下，做出各自投擲正面機率的信賴區間圖形如下（其中乙和丙的區間長度相同），則

下列哪些選項的敘述是正確的？  

（1）丙擲出正面的比率最大。 

（2）甲的抽樣誤差最大。 

（3）若投擲次數相同，則甲的信心水準比乙低。 

（4）若信心水準相同，則甲的投擲次數比乙少。 

（5）若信心水準相同，則丙的投擲次數比乙多。。 

 

【說明】 

（1）（2）由圖形知， 0.5p p p
∧ ∧ ∧

= > >丙 甲 乙 ，又抽樣誤差即區間半徑
(1 )p p

e z
n

∧ ∧

−
= ，即

e e e> =甲 乙 丙 ，故（1）（2）皆正確。 

（3）因甲和乙投擲次數n和 p
∧

皆相等，故
(1 )p p

n

∧ ∧

−
相等。又今甲的區間較長，即抽樣誤差

(1 )p p
z

n

∧ ∧

−
較大，也就表示甲的信心水準比乙高。 

（4）因甲和乙的 p
∧

相等，但在相同的信心水準下，甲的信賴區間較長，表示其抽樣誤差

(1 )p p
z

n

∧ ∧

−
較大，又 (1 )p p

∧ ∧

− 相同，故甲的n值較少，即甲的投擲次數比乙少。 

（5）若乙和丙信心水準相同，且區間長度相同，所以抽樣誤差
(1 )p p

z
n

∧ ∧

−
是相等的，因此
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可得n與 (1 )p p
∧ ∧

− 成正比，又
2

21 1
(1 ) ( )

2 4
p p p p p
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− = − + = − − + ， 

 即當
1

0.5
2

p
∧

= = 時，此二次函數 (1 )p p
∧ ∧

− 有最大值，相對 n的值就較大。由圖知丙的

0.5p
∧

= ，所以丙的投擲次數比乙多。 

故選項（1）（2）（4）（5）正確。        ■ 

 

7.2 抽樣樣本數的估算抽樣樣本數的估算抽樣樣本數的估算抽樣樣本數的估算 

選舉時候選人都想知道自己及競爭對手的得票率大約是多少，當然等到開票後就能得到每位候

選人真正的得票率，但開票後一切都已成定局，要改變競選策略為時已晚。因此，候選人通常會希

望在開票前預估自己的得票率，以便推出新的文宣、廣告等策略來提高自己的得票率。 

但對於民調公司而言，所關注的通常便是抽查調查的有效樣本數，用以估算抽樣調查所需要的

成本。一般而言，調查人數愈多，成本愈高，估計也愈準確，但實務上，調查人數多寡必須要同時

考慮到成本與估計的準確性。抽樣樣本數愈多時，抽樣誤差愈小；但樣本數愈多的同時，其成本愈

增加，因此必須在精確（誤差小）與成本之間取得平衡。 

先來看一個簡單的抽樣調查範例。 

 說明例說明例說明例說明例 15 （選自龍騰版課本） 

針對臺灣地區的詐騙電話做調查後發現：「有 95%的信心認為約有 70%到 76%的人曾接過詐騙

電話。」則： 

（1）此次調查約抽樣多少人？ 

（2）樣本中曾接過詐騙電話的約有多少人？ 

【說明】 

（1）設這次調查抽樣n人，因為 70% 到 76% 的機率可以表為 73% 3%± ，所以有 73%p
∧

= 的人

曾接過詐騙電話，誤差3個百分點。由公式得到 

    
( )0.73 1 0.73

2 0.03
n

−
= ⇒ 876n = 。 

（2）其中曾接過詐騙電話的人約有
73

876 639
100

× ≈ （人）。            ■ 
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說明例 15 中，可以利用抽樣誤差公式回推回抽樣人數。但實際上，當民調公司還沒有做抽樣

調查之前， p
∧

的比例是無從得知的，因此無法利用信賴區間的誤差來估計欲抽樣人數。我們再回到

前面說明例 12 的問題：市長滿意度的民調中，相對於該市數萬名的成年民眾，為什麼只訪問了 1013

人？這樣就夠了嗎？又到底是怎麼決定抽樣調查的人數？ 

首先，已知抽樣誤差為
(1 )p p

z
n

∧ ∧

−
，其中 n為樣本數，係數 z是依據信心水準來決定的，但 p

∧

在進行抽測以前是無法得知的，因此無法藉此來求得 n，但因 

2

21 1 1
(1 ) ( )

2 4 4
p p p p p
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

− = − + = − − + ≤ ， 

可知當
1

2
p
∧

= 時， (1 )p p
∧ ∧

− 的最大值為
1

4
，則抽樣誤差

1
( )

(1 ) 4

2

p p z
z z

n n n

∧ ∧

−
≤ = 。 

而實際上抽樣誤差的取捨，是由客戶所決定。令客戶要求誤差需在 e以內，即
2

z
e

n
≤ ，故可

推得 2( )
2

z
n

e
≥ ，即抽樣樣本數至少 2( )

2

z

e
人。 

所以當抽樣誤差為 0.03e = 、信心水準為 95%時，所需調查的樣本數為 22
( ) 1112
2 0.03

n ≥ ≈
×

人。

這也就是為什麼通常報章雜誌上的民調抽樣人數大約都是一千多人的原因了。 

其實，在統計學上，常態分佈實際在 1.96µ σ± 的區間內就有 95%的數據，只是高中時都用

2µ σ± 近似取代之，也比較好計算。另客戶事實上是可以要求特定的信心水準如 90%、99%，這些

信心水準的 z 值都可以從電腦得到。如下表中，抽樣誤差 0.03e = 、信心水準為 95%，由更精確的

1.96z = 所計算出來的樣本數為 1068 人。以下為幾組不同的誤差與信心水準下所需的樣本數。 

客戶要求的信心水準 客戶要求的最大誤差 最少有效樣本數量需求 

90% 0.03 752 

90% 0.01 6764 

95% 0.03 1068 

95% 0.01 9604 

99% 0.03 1844 

99% 0.01 16588 
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實務上民調公司是只會做一次抽樣的，不可能真的做 100 回合來看出區間的密集趨勢，加上這

也不符成本考量，且該次民調結果最後到底有沒有包含到母體 p在公布結果以前是不會知道的，但

若我們找到的信賴區間是未包含母體 p的，那麼此次抽樣得到的區間是否就不準確而預測錯誤？其

實，大數法則已經告訴我們這件事情了，當抽樣的 n夠大時，樣本 p
∧

是會非常接近母體 p的，即雖

有可能此信賴區間沒包含到母體 p，那麼其實 p
∧

也不會差距 p太遠了。 

 

那麼，現在你可以自己解讀這個民調了嗎？ 

 

若你有興趣，關於這個民調的資訊，請上網查閱，將有更詳細的訊息陳述。 

http://www.gvsrc.net.tw/dispPageBox/GVSRCCP.aspx?ddsPageID=LATEST&dbid=3739514058 

遠見民調遠見民調遠見民調遠見民調：：：：核四議題調查結果核四議題調查結果核四議題調查結果核四議題調查結果 

    核四廠停建或續建討論已超過十年，雙邊各有考量。遠見民調顯示五成六民眾認為應停建

核四，三成主張續建。民眾支持停建及續建原因，在提示選項、不限項複選下，支持續建以考

量「未來發展用電需求」為主；反核四主因是「環境汙染及安全性問題」，比率超過七成。核能

發電的平均發電成本及二氧化碳排放量，均較火力及天然氣發電為優，但同時也有安全風險及

輻射污染問題。因此在核四廠議題之外，整體來說，五成七民眾不支持核能發電的方式，支持

核能發電不到三成。 

    本調查是遠見民調中心在 2013 年 3 月 4 日至 3 月 10 日晚間 18:20 至 22:00 進行，以隨機跳

號抽樣及電腦輔助人員電話訪問，成功完訪 1,031 位台灣 20 歲以上的民眾，在 95%信賴水準時

抽樣誤差為±3.1%。 
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附錄附錄附錄附錄 2：：：：前測試題前測試題前測試題前測試題 

前測試題 
※  參考公式  ※ 

1. 設隨機變數 X遵循 ( , )B n p 的二項分佈，則平均數為 npµ = ，變異數為

2 (1 )np pσ = − ，標準差為 (1 )np pσ = − 。 

2. 設重複伯努利試驗 n次，每次成功的機率為 p，各次獨立，又隨機變數 X表成

功次數，則成功比率
X

Y
n

= 之平均數為 pµ = ，標準差為
(1 )p p

n
σ

−
= 。 

3. 常態分佈其隨機變數 X的值落在平均數左右 1 個、2 個、3 個標準差之內的機

率依序為 68%、95%、99.7%。 

 

4. 在 95%的信心水準下的信賴區間為
(1 ) (1 )

[ 2 , 2 ]
p p p p

p p
n n

∧ ∧ ∧ ∧
∧ ∧− −
− + ，其中抽樣

誤差為
(1 )

2
p p

e
n

∧ ∧

−
= 。 

 

 

 

 

 

 

 

＿＿年 ＿＿班  ＿＿號 

姓 名：＿＿＿＿＿＿＿ 
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1. 下列哪些隨機變數屬於二項分佈？（（（（多選））））＿＿＿＿＿＿。 

（A）投擲一個公正的硬幣 1 次，其出現正面次數的機率分佈。 

（B）投擲一個不公正的硬幣 1 次，其出現正面次數的機率分佈。 

（C）投擲同一個公正的硬幣 10 次，其出現正面次數的機率分佈。 

（D）投擲同一個不公正的硬幣 10 次，其出現正面次數的機率分佈。 

（E）甲、乙兩個人猜拳 10 次，甲猜贏次數的機率分佈。 

 

2. 請判斷下列哪些圖形可能是二項分佈的機率分佈圖形？（（（（多選））））＿＿＿＿＿＿。 

（A） （B） （C） 

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

 
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

 
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1  
（D） （E）  

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1   
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1   

 

 

3. 下列三個變數 x的常態分佈圖形，試問： 

 
（1）試判斷此三個常態分佈曲線的平均數大小，由大至小為＿＿＿＿＿＿。 

（2）試判斷此三個常態分佈曲線的標準差大小，由大至小為＿＿＿＿＿＿。 

 

 

4. 投擲一公正（ 0.5p = ）的硬幣 25 次，試求： 

（1）隨機變數 X為出現正面的次數，則其平均數 ( )E X =＿＿＿＿＿＿， 

標準差 ( )Xσ = ＿＿＿＿＿＿。 

（2）隨機變數 Y為出現正面的比率，則其平均數 ( )E Y =＿＿＿＿＿＿， 

標準差 ( )Yσ =＿＿＿＿＿＿。 

 

 

5. 媽媽懷孕平均約 40 週（即平均數 280 天），呈「常態分佈常態分佈常態分佈常態分佈」，若已知標準差 S＝4 天，則： 

（1）中間 95％的媽媽懷孕約幾天到幾天之間？＿＿＿＿＿＿。 

（2）懷孕天數小於 276 天，約佔多少百分比？＿＿＿＿＿＿。 
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6. 今若自某母體做隨機抽樣，第 1 次抽取 50n = 個樣本，即抽取 1X 、 2X 、…、 50X ，得第 1 個樣

本平均數 1 2 50
1

50

X X X
X

+ + +
=

⋯
，再將這 50 個樣本放回。若我們重複這樣的抽樣過程 10000 次，

便可得到 1X 、 2X 、⋯、 10000X ，利用這 10000 個樣本平均數可畫出 X 的機率直方圖，此即隨

機變數 X 的抽樣分佈，而此抽樣分佈會近似常態分佈，這就是中央極限定理。 

下列選項的敘述，哪些是正確的？（（（（多選））））＿＿＿＿＿＿。 

（A）大數法則告訴我們 1X 、 2X 、⋯、 10000X 這些樣本平均數都會接近母體平均數µ 。 

（B）大數法則告訴我們 1 2 10000

10000

X X X
X

+ + +
=

⋯
這個平均數都會接近母體平均數µ 。 

（C）中央極限定理的敘述中，所謂的 n夠大，在此指的是 50n = 。 

（D）中央極限定理的敘述中，所謂的 n夠大，在此指的是 10000n = 。 

（E）中央極限定理的敘述中，抽樣分佈指的是利用 1X 、 2X 、⋯、 10000X 這 10000 個數據所繪

出的機率分佈圖，將近似常態分佈。 

 

 

7. 下列選項的敘述，哪些是正確的？（（（（多選））））＿＿＿＿＿＿。 

（A）標準標準標準標準常態分佈之平均數 0µ = ，標準差為 1σ = 。 

（B）若隨機變數 X為遵循平均數為µ ，標準差為σ 的常態分佈，則標準化後之隨機變數

X
Z

µ
σ
−

=  仍遵循常態分佈。 

（C）在參數是 ( , )n p 的二項分佈中，以隨機變數 X表示成功次數，則當 n夠大時，隨機變數 X

之機率分佈將近似常態分佈。 

（D）在參數是 ( , )n p 的二項分佈中，以隨機變數 X表示成功次數，則隨機變數
X

Y
n

= 為成功比

率。當 n夠大時，隨機變數 Y之機率分佈將近似常態分佈。 

（E）在參數是 ( , )n p 的二項分佈中，以隨機變數 X表示成功次數，則隨機變數
X

Y
n

= 為成功比

率。當 n夠大時，隨機變數 Y之機率分佈將近似標準標準標準標準常態分佈。 

 

 

8. 投擲一枚不均勻的硬幣 100 次，得 36 次正面，64 次反面，則 

（1）在 95%的信心水準下，硬幣正面機率的信賴區間為＿＿＿＿＿＿。 

（2）在 68%的信心水準下，硬幣正面機率的信賴區間為＿＿＿＿＿＿。 
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9. 為了解是否贊成國民教育由九年延長至十二年，調查人員進行隨機電話抽樣訪問，在 95%的信

心水準下，贊成比例的信賴區間為 [ ]0.67,0.73 ，則此次抽查的樣本約為＿＿＿＿＿＿人。 

 

 

 

 

 

10. 民調公司做總統大選支持度調查，成功訪問了 1100 位合格選民，其中有 605 位表示支持甲候選

人，得在 95%的信心水準下的信賴區間為[0.52,0.58]，下面有五個敘述。 

  □ （一）甲候選人實際支持度一定是落在 0.52 到 0.58 的區間內。 

  □ （二）95%的信心水準表示實際支持度 p有 95%的機率會落在此區間[0.52,0.58]中。 

  □ （三）此次調查的信賴區間[0.52,0.58]包含 p的機率為 95%。 

  □ （四）樣本比率 p
∧

落在信賴區間[0.52,0.58]內的機率為 95%。 

  □ （五）信賴區間為調查次數的區間平均值（如調查 100 次的這 100 個區間平均）。 

則上面的五個敘述，有幾個是對的？＿＿＿＿＿＿。（並請將你認為對的敘述在前面□打勾） 

（A）0 個對 （B）1 個對 （C）2 個對 （D）3 個對 （E）4 個對 （F）5 個對 

 

 

 

11. 設調查全國高中生對「可以不穿制服到校」議題的支持度，回收有效問卷 n張，贊成比例為 p
∧

，

其 95%的信賴區間為[ , ]a b ，則下列敘述哪些正確？（（（（多選））））____________。 

（A）有效問卷中，贊成者有 n p
∧

張。 

（B）
2

a b
p
∧ +
= 。 

（C）如欲得到 99.7%的信賴區間，則信賴區間會縮小。 

（D）如欲將 95%信賴區間縮小為原區間之半，則需回收有效問卷 2n張。 

（E）如欲將 95%信賴區間縮小為原區間之半，則需回收有效問卷 4n張。 

 

 

 

12. 建構信賴區間時，會受到許多因素的影響。這其中包含樣本數、信心水準和抽樣誤差，則在相

同的 p
∧

狀況下討論，下列各選項的敘述，哪些是正確的？（（（（多選））））____________。 

（A）固定樣本數，高信心水準使得抽樣誤差變小。 

（B）固定信心水準，大樣本數會產生較小的抽樣誤差。 

（C）固定抽樣誤差，大樣本數則需有較大的信心水準。 

（D）固定信心水準，抽樣誤差欲減半需要兩倍大的樣本數。 

（E）固定樣本數，減少抽樣誤差會降低信心水準。 

 

 

 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

 155 

13. 下面為皆進行 100 回合但抽樣人數不同（分別為 1000n = 、 2000n = 、 3000n = ）的三個信賴區

間圖，但因不慎弄亂圖序無法得知各圖所表示的抽樣人數。下面有五個敘述。 

     

圖 A       圖 B       圖 C 

     □ （一）由這張三圖可知，應該在預測的是母體 0.6p = 的實驗。 

     □ （二）因為進行 100 回合，所以三張圖中皆各有 100 個信賴區間。 

     □ （三）圖 A 中的 100 個信賴區間寬度應皆等長（同理圖 B、圖 C 也是各自皆等長）。 

     □ （四）圖 A 的圖形應該是 1000n = 的信賴區間圖。 

     □ （五）圖 C 的圖形應該是 1000n = 的信賴區間圖。 

則上面的五個敘述，有幾個是對的？＿＿＿＿＿＿。（並請將你認為對的敘述在前面□打勾） 

（A）0 個對 （B）1 個對 （C）2 個對 （D）3 個對 （E）4 個對 （F）5 個對 

 

 

14. 已知一個不公平的硬幣，其出現正面的機率為 0.6，我們現在實際做投擲試驗，且分別做

1000n = 、 2000n = 、 3000n = 次，請回答下面的問題： 

   

圖 A       圖 B       圖 C 

（1）上面三個抽樣機率直方圖，請你分辨 1000n = 、 2000n = 、 3000n = 的圖形分別為何者？ 

1000n = 的直方圖為圖＿＿； 2000n = 的直方圖為圖＿＿； 3000n = 的直方圖為圖＿＿。 

 

（2）承（1），你如何做出這樣的判定？請闡述你的理由。 

 

（3）三個直方圖中的曲線為常態分佈曲線，請您解釋直方圖與曲線圖的區域面積有差異的原因。 
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15. 下圖（一）為投擲一公正硬幣 10 次，其成功次數 X的機率直方圖，其中機率分佈之 5µ = ，

10 0.5 0.5 1.58σ = × × ≈ 圖（二）為將 X標準化後為 
X

Z
µ

σ
−

=  的機率直方圖，，試問： 

0
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0.4

0.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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0.3
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面
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圖（一）                               圖（二） 

【引導式作答】 

（1）圖（一）中， 4.5A = ， 5.5B = ，又 A、B標準化後分別為圖（二）中的 'A 與 'B ， 

則 'A 為＿＿＿＿＿＿及 'B 為＿＿＿＿＿＿。 

 

 

 

 

（2）圖（一）的寬度 1a B A= − = ，同理圖（二）的寬度 ' 'b B A= − =＿＿＿＿＿＿。 

 

 

 

（3）圖（一）的區域面積 1 0.2461 0.2461M = × = ，且標準化前、後的區間面積不會改變，則圖

（二）的區域面積 N =＿＿＿＿＿＿。 

 

 

 

（4）圖（二）的高度 h =＿＿＿＿＿＿。 

 

 

 

（5）圖（二）中的曲線為標準常態分佈曲線，則請問這個高度h解釋了什麼？ 

 

 

 

 

 

 

 

試題結束 
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附錄附錄附錄附錄 3：：：：後測試題後測試題後測試題後測試題 

後測試題 
※  參考公式  ※ 

1. 設隨機變數 X遵循 ( , )B n p 的二項分佈，則平均數為 npµ = ，變異數為

2 (1 )np pσ = − ，標準差為 (1 )np pσ = − 。 

2. 設重複伯努利試驗 n次，每次成功的機率為 p，各次獨立，又隨機變數 X表

成功次數，則成功比率
X

Y
n

= 之平均數為 pµ = ，標準差為
(1 )p p

n
σ

−
= 。 

3. 常態分佈其隨機變數 X的值落在平均數左右 1 個、2 個、3 個標準差之內的機

率依序為 68%、95%、99.7%。 

 

4. 中央中央中央中央極限定理極限定理極限定理極限定理：：：： 

已知母體平均數為µ ，母體標準差為σ 。若從母體中隨機抽取 n個樣本，當

樣本數 n夠大，則這樣抽樣分佈會近似常態分佈，而這個常態分佈的樣本平

均數仍為µ ，樣本標準差變為
n

σ
。 

5. 在 95%的信心水準下的信賴區間為
(1 ) (1 )

[ 2 , 2 ]
p p p p

p p
n n

∧ ∧ ∧ ∧
∧ ∧− −
− + ，其中抽

樣誤差為
(1 )

2
p p

e
n

∧ ∧

−
= 。 

 

 

 

 

 

 

＿＿年 ＿＿班  ＿＿號 

姓 名：＿＿＿＿＿＿＿ 
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1. 下列哪些隨機變數屬於二項分佈？（（（（多選））））＿＿＿＿＿＿。 

（A）投擲一個公正的硬幣 10 次，其出現正面次數的機率分佈。 

（B）投擲同一個不公正的硬幣 10 次，其出現正面次數的機率分佈。 

（C）投擲同一個公正的硬幣 10 次，其出現正面比率比率比率比率的機率分佈。 

（D）投擲同一個公正的骰子 10 次，其出現偶數點偶數點偶數點偶數點的次數的機率分佈。 

（E）投擲同一個公正的骰子 10 次，其出現點數點數點數點數 6的次數的機率分佈。 

 

 

2. 下列三個變數 x的常態分佈圖形，試問： 

 
（1）試判斷此三個常態分佈曲線的平均數平均數平均數平均數大小，由大至小為＿＿＿＿＿＿。 

（2）試判斷此三個常態分佈曲線的標準差標準差標準差標準差大小，由大至小為＿＿＿＿＿＿。 

 

 

 

3. 投擲一公正（ 0.5p = ）的硬幣 100 次，試求： 

（1）隨機變數 X為出現正面的次數次數次數次數，則平均數 ( )E X =＿＿＿＿，標準差 ( )Xσ = ＿＿＿＿。 

（2）隨機變數 Y為出現正面的比率比率比率比率，則平均數 ( )E Y =＿＿＿＿，標準差 ( )Yσ =＿＿＿＿。 

 

 

 

 

4. 若某校段考高二有 1000 位學生參加，數學平均分數 51.9 分，標準差 8 分，且成績分佈為常態

分佈，則此校約有多少位學生數學段考成績及格（60 分以上）？＿＿＿＿＿＿。 

（A）320 人  （B）160 人  （C）500 人  （D）50 人  （E）100 人 

 

 

 

 

5. 投擲一枚不公正銅板 72 次，假定其出現正面的機率為
1

3
，則此硬幣出現正面次數介於 16 次與

32 次之間的機率大約是多少？＿＿＿＿＿＿。 

（A）16%   （B）43%   （C）50%   （D）68%   （E）95% 
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6. 今若自某母體做隨機抽樣，第 1 次抽取 100n = 個樣本，即抽取 1X 、 2X 、…、 100X ，得第 1 個

樣本平均數 1 2 100
1

100

X X X
X

+ + +
=

⋯
，再將這 100 個樣本放回。若我們重複這樣的抽樣過程 

50 次，便可得到 1X 、 2X 、⋯、 50X ，利用這 50 個樣本平均數可畫出 X 的機率直方圖，此即

隨機變數 X 的抽樣分佈，而此抽樣分佈會近似常態分佈，這就是中央極限定理。 

下列選項的敘述，哪些是正確的？（（（（多選））））＿＿＿＿＿＿。 

（A）大數法則告訴我們的是 1X 、 2X 、⋯、 50X 這些樣本平均數都會接近母體平均數µ 。 

（B）大數法則告訴我們的是 1 2 50

50

X X X
X

+ + +
=

⋯
這個平均數都會接近母體平均數µ 。 

（C）中央極限定理的敘述中，所謂的 n夠大，在此指的是 50n = 。 

（D）中央極限定理的敘述中，所謂的 n夠大，在此指的是 100n = 。 

（E）中央極限定理的敘述中，抽樣分佈指的是利用 1X 、 2X 、⋯、 50X 這 50 個數據所繪出的

機率分佈圖，將近似常態分佈。 

 

7. 關於二項分佈與常態分佈的敘述，下列選項哪些是正確的？（（（（多選））））＿＿＿＿＿＿。 

（A）在參數是 ( , )n p 的二項分佈中，以隨機變數 X表示成功次數，則當 n夠大時，隨機變數 X

之機率分佈將近似常態分佈。 

（B）在參數是 ( , )n p 的二項分佈中，以隨機變數 X表示成功次數，則當 n夠大時，隨機變數 X

之機率分佈將近似標準標準標準標準常態分佈。 

（C）在參數是 ( , )n p 的二項分佈中，以隨機變數 X表示成功次數，則隨機變數
X

Y
n

= 為成功比

率。當 n夠大時，隨機變數 Y之機率分佈將近似常態分佈。 

（D）在參數是 ( , )n p 的二項分佈中，以隨機變數 X表示成功次數，則隨機變數
X

Y
n

= 為成功比

率。當 n夠大時，隨機變數 Y之機率分佈將近似標準標準標準標準常態分佈。 

（E）標準標準標準標準常態分佈之平均數 0µ = ，標準差為 1σ = 。 

 

 

8. 詐騙集團詐騙手法不斷翻新，民眾在貪小便宜的心理下也頻頻受騙。針對臺灣地區的詐騙電話

做調查後發現，約有 73%的人曾接過詐騙電話。在 95%的信心水準下，正負誤差為 3 個百分點，

下列各選項哪些是正確的？（（（（多選））））＿＿＿＿＿＿。 

（A）此次調查 900 人。 

（B）此次調查 876 人。 

（C）樣本中約有 640 左右的人曾接過詐騙電話。 

（D）信賴區間為 [ ]70%,76% 。 

（E）信賴區間為 [ ]71.5%,74.5% 。 
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9. 一家保險公司由警方的紀錄中，隨機檢視 582 件意外事故的樣本，結果發現其中 91 件屬於青少

年駕駛。在 95%的信心水準下，試回答下面的問題： 

（1）建構所有汽車意外事故中，青少年駕駛比例的 95%的信賴區間為＿＿＿＿＿＿。 

 

（2）解釋 95%的信心水準的意義。 

 

（3）一位提倡嚴格核發駕照給青少年的政治人物說：「每五件車禍就有一件事是青少年駕駛所

造成的。」請由你的信賴區間，說明支持或抵觸這一敘述。請解釋。 

 

10. 若比率 p的 95%信賴區間為[0.28 , 0.64]，試問 p的 68％信賴區間為＿＿＿＿＿＿。 

（列出式子可部分給分） 

 

 

11. 民調公司做總統大選支持度調查，成功訪問了 1000 位合格選民，其中有 600 位表示支持甲候選

人，得在 95%的信心水準下的信賴區間為[0.57,0.63]，下面有五個敘述。 

  □ （一）95%的信心水準表示實際支持度 p有 95%的機率會落在此區間[0.57,0.63]中。 

  □ （二）甲候選人實際支持度將落在 0.57 到 0.63 的區間內。 

  □ （三）此次調查的信賴區間[0.57,0.63]包含實實實實際際際際支持度 p的機率為 95%。 

  □ （四）此次調查的信賴區間[0.57,0.63]包含抽樣抽樣抽樣抽樣支持度 p
∧

的機率為 95%。 

  □ （五）信賴區間為調查次數的區間平均值（如調查 100 次的這 100 個區間平均）。 

則上面的五個敘述，有幾個是對的？＿＿＿＿＿＿。（（（（並請將你認為對的敘述在前面並請將你認為對的敘述在前面並請將你認為對的敘述在前面並請將你認為對的敘述在前面□□□□打勾打勾打勾打勾）））） 

（A）0 個對 （B）1 個對 （C）2 個對 （D）3 個對 （E）4 個對 （F）5 個對 

 

12. 下面為皆進行 100 回合但抽樣人數不同（分別為 1000n = 、 2000n = 、 3000n = ）的 95％的信

賴區間圖，但因不慎弄亂圖序無法得知各圖所表示的抽樣人數。下面有五個敘述。 

其中有其中有其中有其中有 6個區間沒包含母體個區間沒包含母體個區間沒包含母體個區間沒包含母體 p 其中有其中有其中有其中有 5個區間沒包含母體個區間沒包含母體個區間沒包含母體個區間沒包含母體 p 其中有其中有其中有其中有 4個區間沒包含母體個區間沒包含母體個區間沒包含母體個區間沒包含母體 p 

圖 A      圖 B      圖 C 

     □ （一）圖 A、圖 B、圖 C 分別為信心水準為 94%、95%、96%的信賴區間。 

     □ （二）因為進行 100 回合，所以三張圖中皆各有 100 個信賴區間。 

     □ （三）圖 A 中的 100 個信賴區間寬度應皆等長（同理圖 B、圖 C 也是各自皆等長）。 

     □ （四）圖 A 的圖形應該是 1000n = 的信賴區間圖。 

     □ （五）圖 C 的圖形應該是 1000n = 的信賴區間圖。 
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則上面的五個敘述，有幾個是對的？＿＿＿＿＿＿。（（（（並請將你認為對的敘述在前面並請將你認為對的敘述在前面並請將你認為對的敘述在前面並請將你認為對的敘述在前面□□□□打勾打勾打勾打勾）））） 

（A）0 個對 （B）1 個對 （C）2 個對 （D）3 個對 （E）4 個對 （F）5 個對 

 

 

13. 我們想要估計本校所有學生身高，我們決定隨機抽取 n個學生出來預測，在 95％信心水準下，

使最大誤差 0.3e ≤ 公分。已知全校學生身高的母體標準差為 6 公分，則： 

（1）由中央極限定理中央極限定理中央極限定理中央極限定理可知，此抽樣 n人的樣本標準差為＿＿＿＿＿＿公分。 

（2）欲使最大誤差 0.3e ≤ ，則至少要抽取的樣本數為＿＿＿＿＿＿人。 

 

 

 

14. 建構信賴區間時，會受到許多因素的影響。這其中包含樣本數、信心水準和抽樣誤差，則在相

同的 p
∧

狀況下討論，下列各選項的敘述，哪些是正確的？（（（（多選））））____________。 

（A）固定樣本數，高信心水準使得抽樣誤差變小。 

（B）固定樣本數，減少抽樣誤差會降低信心水準。 

（C）固定抽樣誤差，大樣本數則需有較大的信心水準。 

（D）固定信心水準，抽樣誤差欲減半需要兩倍大的樣本數。 

（E）固定信心水準，大樣本數會產生較小的抽樣誤差。 

 

15. 設調查全國高中生對「可以不穿制服到校」議題的支持度，回收有效問卷 n張，贊成比例為 p
∧

，

若分別計算得到 68%的信賴區間為[ , ]a b ，95%的信賴區間為[ , ]c d ，及 99.7%的信賴區間為

[ , ]e f ，則下列敘述哪些正確？（（（（多選））））____________。 

（A）
2 2 2

a b c d e f
p
∧ + + +
= = =   （B） a c e< <   （C）b d f< <  

（D）有效問卷中，贊成者有 n p
∧

張 

（E）這三個信心水準中，以 99.7%的信心水準的區間寬度為最大 

 

 

16. 已知一個不公平的硬幣，其出現正面的機率為 0.6，我們現在實際做投擲試驗，且分別做

1000n = 、 2000n = 、 3000n = 次的樣本分佈機率直方圖，請回答下面的問題： 

   

圖 A      圖 B      圖 C 
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（1）已知圖 B 是樣本數為 2000n = 時的機率直方圖，若這個直方圖會近似常態分佈，則這個常

態分佈曲線的平均數為＿＿＿＿＿＿，標準差為＿＿＿＿＿＿。 

 

 

（2）判定 1000n = 直方圖為圖＿＿； 3000n = 的直方圖為圖＿＿。 

 

（3）承（2），你如何做出這樣的判定？請闡述你的理由。 

 

 

（4）直方圖中的曲線為常態分佈曲線，請您解釋直方圖與曲線圖的區域面積有差異的原因。 

 

 

17. 下圖（一）為投擲一公正硬幣 10 次，其成功次數 X的機率直方圖，其中機率分佈之 5µ = ，

10 0.5 0.5 1.58σ = × × ≈ 圖（二）為將 X標準化後為 
X

Z
µ

σ
−

=  的機率直方圖，，試問： 
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圖（一）隨機變數 X                    圖（二）隨機變數 Z 

（1）圖（一）中， 4.5A = ， 5.5B = ，又 A、B 標準化標準化標準化標準化後分別為圖（二）中的 'A 與 'B ，試比較

出兩圖中的寬度a AB= 及 ' 'b A B= 的大小關係為＿＿＿＿＿＿。 

 

 

 

（2）承（1），請解釋造成寬度 a及 b不同的理由。 

 

 

 

（3）圖（二）中的曲線為標準常態分佈曲線，請嘗試估計估計估計估計這個曲線在 0Z = 時所對應的高度為

＿＿＿＿＿＿。 

 

 

 

 

試題結束 
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附錄附錄附錄附錄 4：：：：問卷問卷問卷問卷 
 

此份問卷內容的問題，將會呈現統計數據分析，請靜下心來回答下面的一些問題。並感

謝您這段時間內的支援，祝福您事事順心、健康喜樂。 \((((‧‧‧‧QQQQ‧‧‧‧) ) ) ) //// 

班級：＿＿年＿＿班  座號：＿＿  姓名：＿＿＿＿＿＿＿＿＿ 

一、若不考慮數學成績，我可以說是喜歡喜歡喜歡喜歡數學的？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否    

若不考慮數學成績，我可以說是能接受能接受能接受能接受數學的？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

二、關於這份教材（指講義）的編寫， 

1、在授課講解前授課講解前授課講解前授課講解前，這些教材內容是否太深？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

2、在授課講解後授課講解後授課講解後授課講解後，這些教材內容是否太深？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

3、關於這份教材，是否需要教師額外講解才能加以理解？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

4、關於這份教材，在提供我自主學習上是否具有幫助？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

三、請問這樣的上課方式（單槍、多媒體、實驗，搭配板書）， 

1、我是否可以接受這樣的上課方式？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

2、與傳統數學教學方式相比，我是否（比較）喜歡這樣的上課方式？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

3、在沒有成績的束縛下，我覺得這樣的上課方式是否是比較有價值的？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

4、這樣的上課方式中，你記憶最深刻的是： 

 

 

四、對於此次上課的所有內容， 

1、我認為我的學習成效是否能夠大致上理解的？        □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

2、我在這次學習的授課期間授課期間授課期間授課期間是否普遍認真的？        □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

3、我在這次學習的過程是否有所收穫？        □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

4、 對我而言，我認為大致上是具有難度的？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否    

並請針對下面的各單元主題勾選我認為的難易程度。 

 單 元 難 普 通 易 

1 隨機變數    □ □ □ 

2 期望值、變異數與標準差    □ □ □ 

3 二項分佈 □ □ □ 

4 常態分佈    □ □ □ 

5 大數法則與中央極限定理 □ □ □ 

6 二項分佈近似常態分佈 □ □ □ 

7 信賴區間的解讀 □ □ □ 
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五、單就單就單就單就「信賴區間」這個主題， 

1、我是否已經大致理解「信賴區間」的意涵？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否         

2、學習「信賴區間」，對於我解讀報章雜誌上的民調資訊是否具有幫助？        □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

3、「信賴區間」這個主題，對於我生活上是否具有實質意義的？  □ □ □ □ 是是是是                □ □ □ □ 否否否否 

我回答我回答我回答我回答 3333 這題這題這題這題的的的的這個這個這個這個答案的答案的答案的答案的理由是理由是理由是理由是：：：：    

    

六、高中的數學課程中，關於統計大致分成四個主題，我最喜歡哪一個？（（（（單單單單選選選選））））＿＿＿＿＿＿ 

（A）一維數據分析（平均數、標準差、四分位差等）  

（B）相關係數（二維數據的相關程度） 

（C）迴歸直線 

（D）信賴區間的解讀（單指本次課程的第 7章） 

我的理由是我的理由是我的理由是我的理由是：：：：    

 

七、對於高中數學課程中，若二分法分成「一般的數學課程」及「統計的數學課程」，我比較喜歡

或比較有興趣的是 

 □ 一般的數學課程（即除了統計課程以外的其他數學課程） 

 □ 統計的數學課程 

我喜歡的理由是我喜歡的理由是我喜歡的理由是我喜歡的理由是：：：：    

    

而我不喜歡另一個的理由是而我不喜歡另一個的理由是而我不喜歡另一個的理由是而我不喜歡另一個的理由是：：：：    

    

八、對於高中數學課程中，若二分法分成「一般的數學課程」及「統計的數學課程」，我覺得 

 □ 一般的數學課程比較難 

 □ 統計的數學課程比較難 

 □ 都很難（（（（若無法若無法若無法若無法比較比較比較比較哪個比較難哪個比較難哪個比較難哪個比較難，，，，且都認為很難且都認為很難且都認為很難且都認為很難，，，，再選擇這個再選擇這個再選擇這個再選擇這個選項選項選項選項）））） 

九、這次課程讓你願意利用課餘或週末來協助的理由是（（（（可複選可複選可複選可複選）））） 

□ 知曉課程內容是高中數學，想（提前）增進知識 [此選項高二者可選填] 

□ 想充實週末或進大學前的生活 

□ 同學拉我一起來的，我算是 □可接受自願的  □ 不可接受自願的 

□ 幫助老師完成論文 

□ 其他（請陳述）： 

十、關於這次授課期間，還有什麼想要陳述或表達的？ 

 

問卷結束                                            
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