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Abstract

In this thesis, we study Baker-Norine’s chip-firing game, and apply it

to discrete tropical divisors. In particularly, we discuss the relationship

between this game and the equivalence of divisors.

Finally, we give a proof of the theorem: Let D and E be discrete tropical

divisors of tropical curve Γ, and let D and E be corresponding configu-

rations of the chip-firing game. The divisors D and E are equivalent if

and only if D can be transformed into E.
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中文摘要

論文 Baker-Norine 的搬硬幣遊戲 遊

戲 用 的熱帶因子 遊戲與等價

熱帶因子 的關係 的 理: D,E 熱帶曲

線 Γ 的 熱帶因子, D, E 代 因子 D,E 搬硬幣遊戲

的 因子 D 與 E 等價, D 搬硬幣遊戲 E
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論

熱帶幾何 (tropical geometry) 數 的 數

Imre Simon 1980 代 “熱帶” 的 因

熱帶幾何 因 代數幾何

的計算 熱帶幾何 要的 用 的計數幾何

代數幾何 的 用

“熱帶幾何” 的數 基本介紹 關

多 的 與 理 [8] [7] [9] [10] 的介紹 熱帶曲線 (tropical

curve)的 數 的曲線 數 數

的 理 ( 熱帶代數基本 理 Bezout theorem) 等

“ 幾何圖的理論” “熱帶幾何圖的理論” 中

要 關 圖中的 因子 (discrete divisor) 圖中的 係數

帶 係數的 線 的因子 [1] 介紹 “ 幾何

圖的因子理論” 的 “熱帶幾何 圖的因子理

論” [5] [6] 中 因子理論中的 “等價關係 (equivalence)” 本 論文要 的

介紹圖論中 要的遊戲 “chip-firing game” 的

多 中 多數 本 論文介紹 圖

1
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(undirected graph) 的 1991 Anders Björner, Lásló Lovász, Peter

Shor [4] 的 “ 遊戲” 1999 Norman Biggs [3] 的 “ 硬幣遊戲” 2007

Matthew Baker, Serguei Norine [2] 的 “搬硬幣遊戲”

Baker-Norine 的搬硬幣遊戲 用 熱帶曲線的 因

子 遊戲與等價因子 的關係 因子 搬硬

幣遊戲 因子 因子等價

因子等價 中 因子 搬硬幣遊戲 因子

利用搬硬幣遊戲找等價因子的 用 秩 (rank)

的計算 介紹 計算秩的 式 黎曼 -羅赫 理 (Riemann-Roch

Theory)

2
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熱帶幾何 介

2.1 熱帶代數的基本介紹

熱帶代數 T = R∪ {−∞} 的 算 “⊕” “⊙”

“熱帶 ” “熱帶 ”

定義 2.1.1. 熱帶 (The max-plus tropical semiring)

x, y ∈ T = R ∪ {−∞} “⊕” “⊙” x⊕ y = max{x, y},

x⊙ y = x+ y,

(T , ⊕ , ⊙) 形

範例 2.1.2.
3⊕ 8 = max{3, 8} = 8

3⊙ 8 = 3 + 8 = 11,

算

性質 2.1.3.

x⊕ y = y ⊕ x

x⊙ y = y ⊙ x,

3
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範例 2.1.4.
3⊕ 8 = max{3, 8} = 8

3⊙ 8 = 3 + 8 = 11,

性質 2.1.5.

(x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z)

(x⊙ y)⊙ z = x⊙ (y ⊙ z)

範例 2.1.6.
3⊕ 8 = max{3, 8} = 8

3⊙ 8 = 3 + 8 = 11,

性質 2.1.7.

x⊙ (y ⊕ z) = (x⊙ y)⊕ (x⊙ z)

(x⊕ y)⊙ z = (x⊙ z)⊕ (y ⊙ z)

範例 2.1.8.
2⊙ (6⊕ 9) = (2⊙ 6)⊕ (2⊙ 9)

性質 2.1.9. −∞ 0

x⊕ (−∞) = (−∞)⊕ x = x

x⊙ 1 = 1⊙ x = x

性質 2.1.10. x ̸= −∞

x⊙ (−x) = (−x)⊙ x = 0

x⊕ 8 = 3 x

代數 的 數式 x · x · x · x = x4 熱帶數 的 數式

4
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定義 2.1.11. x ∈ T 熱帶 算中 x 的 k

x⊙ x⊙ x⊙ ...⊙ x = x⊙k, x⊙k = k × x

x⊙4 = 4x

2.2 熱帶多項式

數 數 x 的多項式 anx
n + an−1x

n−1 + ... + a0 中

ai 係數 (i = 1, 2, ..., n) f(x) = 2x3 − x2 + x + 0 熱帶數 多

項式 p(x) = 2⊙ x⊙3 ⊕ (−1)⊙ x⊙2 ⊕ 1⊙ x⊕ 0 “熱帶多項式”

熱帶多項式中 項式的 ⊙

p(x) = 2⊙ x⊙3 ⊕ (−1)⊙ x⊙2 ⊕ 1⊙ x⊕ 0

= 2⊙ x3 ⊕ (−1)⊙ x2 ⊕ 1⊙ x⊕ 0

定義 2.2.1. 熱帶 項式 “x⊙m
n ” 的線 熱帶多項式

p(x1, x2, ...xn) = a⊙ xi1
1 x

i2
2 · · · xin

n ⊕ b⊙ xj1
1 x

j2
2 · · · xjn

n ⊕ · · ·

= max{a+ i1x1 + ...+ inxn, b+ j1x1 + ...+ jnxn, · · ·}

中 係數 a, b, ... 數 數 i1, j1, ... 數

p(x) ∈ T[x1, x2, . . . , xn]

範例 2.2.2. ( 數的熱帶多項式)

p(x) = 2⊙ x3 ⊕ (−1)⊙ x2 ⊕ 1⊙ x⊕ 0

= max{3x+ 2, 2x− 1, x+ 1, 0}

5
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範例 2.2.3. ( 數的熱帶多項式)

p(x) = 1⊙ x3 ⊕ x2 ⊕−5

中 x3 的係數 1 x2 的係數 0 x 的係數 −∞

p(x) = max{3x+ 1, 2x,−5}

範例 2.2.4. ( 熱帶多項式)

p(x, y) = (−2)⊙ x⊕ 3⊙ y ⊕ 1

= max{x− 2, y + 3, 1}

熱帶多項式 Rn R 的 數 幾 熱

帶多項式 代 的 數圖形

範例 2.2.5. ( 熱帶多項式)

p(x) = 1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2

= max{2x+ 1, x+ 4, 2}

圖 2.1: 一元二次熱帶多項式 p(x) = 1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2 函數圖形

圖 2.1 p(x) “ x 數 代 線中 的 y

” 線中 的線 線

6
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(i) x ≥ 3 L1 : y = 2x+ 1 線

(ii) −2 ≤ x ≤ 3 L2 : y = x+ 4 線

(iii) x ≤ −2 L3 : y = 2 線

的 數圖形 1⊙ (x⊕ 3)⊙ (x⊕−2) 多項式的因式

熱帶數 熱帶多項式 p(x) 因式的

1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2 = 1⊙ (x⊕ 3)⊙ (x⊕−2)

範例 2.2.6. ( 熱帶多項式)

p(x) = x3 ⊕ 4⊙ x2 ⊕ 5⊙ x⊕ 0

= max{3x, 2x+ 4, x+ 5, 0}

圖 2.2: 熱帶多項式 p(x) = x3 ⊕ 4⊙ x2 ⊕ 5⊙ x⊕ 0 的函數圖形

圖 2.2

p(x) = (x⊕ 4)⊙ (x⊕ 1)⊙ (x⊕−5)

範例 2.2.7. ( 的熱帶多項式 多項式 )

圖 2.3

x2 ⊕−1⊙ x⊕ 2 = x2 ⊕−3⊙ x⊕ 2 = (x⊕ 1)2

熱帶多項式 數 要的

7
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圖 2.3: x2 ⊕−1⊙ x⊕ 2 與 x2 ⊕−3⊙ x⊕ 2 的函數圖形

性質 2.2.8. 熱帶多項式 數 p : Rn → R

• p 的

• p 線 的 的 數 的

• p 數 Rn 中的 x, y p(
x+ y

2
) ≤ 1

2
(p(x) + p(y))

2.3 熱帶曲線

熱帶多項式 2.2.5與 2.2.6中的

1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2 = 1⊙ (x⊕ 3)⊙ (x⊕−2)

x3 ⊕ 4⊙ x2 ⊕ 5⊙ x⊕ 0 = (x⊕ 4)⊙ (x⊕ 1)⊙ (x⊕−5)

數 多項式 “ ” 的 熱帶多項式 1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2 的

3 −2 x3 ⊕ 4 ⊙ x2 ⊕ 5 ⊙ x ⊕ 0 的 4, 1,−5 數熱帶多項式

p(x) 的 “ ” 數圖形 p(x) 的 x 代

線 線 的

的 的 H(p)

8
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定義 2.3.1. 曲 (hypersurface)

熱帶多項式 p : Rn → R x ∈ Rn 代 線 數中

的 x H(p) “ 曲 ”

H(p) = {x ∈ Rn | x代 線 數中 }

: x ∈ H(p) ⇔ 數 p 的圖形 x 線 的

數的熱帶多項式 p(x) 中 H(p) p(x) 的 形 的

範例 2.3.2. ( 數熱帶多項式 p(x) 的 H(p))

p(x) = 1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2 = 1⊙ (x⊕ 3)⊙ (x⊕−2) H(p) = {4, 1,−5}

數的熱帶多項式

p(x1, x2) =
⊕
i,j∈N

cij ⊙ x⊙i
1 ⊙ x⊙j

2 , cij ∈ R

範例 2.3.3. ( 熱帶多項式的 H(p))

p(x, y) = 2⊙ x⊕ 3⊙ y ⊕ 1

= max{2 + x, 3 + y, 1}

的 :

(i) 2+ x = 3+ y ≥ 1 x− y = 1 x > −1, y > −2 線 L1

(ii) 2 + x = 1 ≥ 3 + y x = −1 y < −2 線 L2

(iii) 3 + y = 1 ≥ 2 + x y = −2 x < −1 線 L3

H(p) 線 的 (x, y) 的 圖 2.4

定義 2.3.4. 熱帶曲線 (tropical curve)

數的熱帶多項式

p(x1, x2) =
⊕
i,j∈N

cij ⊙ x⊙i
1 ⊙ x⊙j

2

H(p) R2 的曲線 的 “熱帶曲線”

9
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圖 2.4: p(x, y) = 2⊙ x⊕ 3⊙ y ⊕ 1 的 H(p) 在 R2 的曲線圖形

範例 2.3.5. 熱帶 線 (tropical line)

熱帶多項式

p(x, y) = a⊙ x⊕ b⊙ y ⊕ c, a, b, c ∈ R

p : R2 → R, (x, y) 7→ max(a+ x, b+ y, c)

H(p) “ 數 p 中 線 的 (x, y)” 形 的 R2 的熱帶

曲線圖形 (c− a, c− b) (1, 1) (−1, 0) (0,−1) 的

線 ( (c− a, c− b) 中 ) 圖 2.5 p(x, y) = a⊙ x⊕ b⊙ y ⊕ c 的

熱帶曲線 “ 熱帶曲線” “熱帶 線”

圖 2.5: 熱帶直線 Γ

10
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範例 2.3.6. 熱帶 曲線 (tropical conic)

熱帶多項式

p(x, y) = 1⊙ x2 ⊕ 1⊙ xy ⊕−3⊙ y2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2⊙ y ⊕ 2,

利用 H(p) 的 論 的項 R2 的熱帶曲線圖形

圖 2.6

圖 2.6: p(x, y) = 1⊙ x2 ⊕ 1⊙ xy ⊕−3⊙ y2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2⊙ y ⊕ 2 的熱帶曲線

熱帶多項式

p(x, y) = a⊙ x2 ⊕ b⊙ xy ⊕ c⊙ y2 ⊕ d⊙ x⊕ e⊙ y ⊕ f,

熱帶曲線圖形 “ 熱帶曲線” “熱帶 曲線”

子 2.3.6 熱帶 曲線的 形式 係數 a, b, c, d, e, f 熱帶曲線

形式 介紹 利用 的 式 熱帶曲

線

定義 2.3.7. 圖形 (the dual graph)

數的熱帶多項式

p(x1, x2) =
⊕

i=1,...,n

b(i) ⊙ x
a
(i)
1

1 ⊙ x
a
(i)
2

2 a
(i)
1 , a

(i)
2 ∈ N

= max{a(i)1 x1 + a
(i)
2 x2 + b(i)}

11
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a(i) = (a
(i)
1 , a

(i)
2 ) a(i) 的 ∆ ∆ 中

∆ 的 線 曲線 Γ 曲線 Γ ∆ 的 圖形

a
(i)
1 + a

(i)
2 = d p(x1, x2) d 熱帶多項式

a(i) 的 ∆d

定義 2.3.8. 子 (Newton subdivision), 熱帶曲線 (smooth tropical

curve)

d 熱帶多項式 R2 的 ∆d 子
1

2
的 形 的 “ 子 ” 的 圖

形 “ 的熱帶曲線”

範例 2.3.9. (利用 熱帶曲線)

p(x, y) = a⊙ x⊕ b⊙ y ⊕ c

= a⊙ x1y0 ⊕ b⊙ x0y1 ⊕ c⊙ x0y0

a(1) = (1, 0), a(2) = (0, 1), a(3) = (0, 0)
1

2
的 形 ∆1

圖形 Γ 熱帶曲線 圖 2.7

圖 2.7: ∆1 的對偶圖形為一次熱帶曲線

範例 2.3.10. (利用 熱帶 曲線)

熱帶曲線 子 的 曲線 形式 圖 2.8

12
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圖 2.8: ∆2 的對偶圖形為二次熱帶曲線

範例 2.3.11. (利用 熱帶 曲線)

熱帶曲線 (tropical cubic) 的 子 式 圖 2.9

13
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圖 2.9: ∆3 的對偶圖形為三次熱帶曲線

14
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圖的因子理論

3.1 圖形中的因子

本文 論的圖形 線 的 圖

定義 3.1.1. G 線 的圖形

(1)G 中 的 V (G) G 中 數 |V (G)|

(2)G 中 線 的 E(G) G 中 線 數 |E(G)|

定義 3.1.2. v ∈ V (G)

(1) 與 v 的 線 形 的 Ev(G)

(2) 與 v 的 線 數 val(v)

範例 3.1.3. 圖 3.1.3 圖形 G

V (G) = {v1, v2, v3, v4}, E(G) = {e1, e2, e3, e4, e5, e6}

val(v1)=3, Ev1(G) = {e2, e3, e4}

..v2 .

v1

. v3.

v4

.

G

.

e3

.

e2

.
e1
.

e4

.
e5 .

e6

圖 3.1: 圖形 G

15
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定義 3.1.4. 圖形中的因子 (divisor )

圖形 G 中的 v 係數 av 線

D =
∑

v∈V (G)

av · v, av ∈ Z

D G 的因子 G 因子 形 的 Div(G)

因子 D 中 v 的係數 av D(v) D(v) G 中

數 數 V (G) Z 的 數

因子 D

D =
∑

v∈V (G)

D(v) · v, D(v) ∈ Z

定義 3.1.5. 因子的 數 (degree)

因子 D 中 的係數 因子 D 的 數 deg(D)

D ∈ Div(G) D =
∑

v∈V (G)

D(v) · v deg(D) =
∑

v∈V (G)

D(v)

範例 3.1.6. (圖形 G 的因子 D)

圖 圖形 G 係數 因子 D

..

2

.1 . -1.

G

.

v1

.
v3

.
v2

D = 2 · v1 + 1 · v2 + (−1) · v3, deg(D) = 2 + 1 + (−1) = 2
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定義 3.1.7. 因子 (effective divisor)

因子 D 的 係數 的 數 的 因子 因子

D ≥ 0 ⇔ D(v) ≥ 0 , ∀v ∈ V (G)

範例 3.1.8. ( 因子)

..

2

.1 . 3.

G

.

因子 D

.

v1

.
v3

.
v2

.

1

. 0. 0.

G

.

因子 E

.

v1

.
v3

.
v2

因子 D 與因子 E 因子

係數的 數 f : V (G) → Z

M(G) 的 ∆ : M(G) → Div(G) f 圖形 的因子

∆(f)

定義 3.1.9. (Laplacian operator )

∆ : M(G) → Div(G) f ∈ M(G) ∆ 的因子

∆(f) =
∑

v∈V (G)

∆v(f) · v

中 v 的係數

∆v(f) =val(v) · f(v)−
∑

e=wv∈Ev(G)

f(w)

=
∑

e=wv∈Ev(G)

(f(v)− f(w))
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範例 3.1.10. ( 的因子)

..v2 .

v1

.v3 .

�G

.

3

.2 . -1.

G

.

f 的因子

.

v1

.
v3

.
v2

.

5

. 2. -7.

G

.

因子 ∆(f)

.

v1

.
v3

.
v2

圖中的圖 G f(v1) = 3, f(v2) = 2, f(v3) = −1 的 數 f 的

因子 3v1 + 2v2 − v3 的係數

∆v1(f) = (3− 2) + (3− (−1)) = 5

∆v2(f) = (2− 3) + (2− (−1)) = 2

∆v3(f) = (−1− 3) + (−1− 2) = −7

因子 ∆(f) = 5v1 + 2v2 − 7v3

要利用 ∆(f) 因子 Div(G) 中因子的等價關係

定義 3.1.11. 等價關係 (equivalence relation)

D,E 圖 G 中的 因子 數 f D −E = ∆(f)

D,E 因子等價 D ∼ E

D,E 因子等價 數 f D−E = ∆(f)

範例 3.1.12. (等價因子)

圖 G 中的 因子 D,E

D = 6v1 + 2v2 − 5v3,

E = v1 + 0v2 + 2v3,

⇒ D − E = 5v1 + 2v2 − 7v3

3.1.10 f(v1) = 3 , f(v2) = 2 , f(v3) = −1 的 數 f

D − E = ∆(f)
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3.2 The Chip-Firing Game

要介紹 圖論 的遊戲 “chip-firing game” 遊戲的

幾 中 多數 的 與 用

介紹 圖 (undirected graph) chip-firing

的

• Anders Björner, Lásló Lovász, Peter Shor(1991) 的 “ 遊戲” [4]

• Norman Biggs(1999) 的 “ 硬幣遊戲” [3]

• Matthew Baker, Serguei Norine(2007) 的 “搬硬幣遊戲” [2]

3.2.1 Björner-Lovász-Shor 的 遊戲

Björner-Lovász-Shor(1991) 的 chip-firing

“ ” 的圖

數 vi 的 數 D(vi) 等

的 數 val(vi) 的 的

“ ”(the vertex fires) 圖 的 數

的 數 (stable) 遊戲

chip-firing “ 遊戲”

範例 3.2.1. ( 遊戲)

圖 3.2

(i)圖的 D0 因 v1 的 數 D(v1) = 2 val(v1) = 2 D(v1) ≥

val(v1) v1 搬 D1

(ii) D1 因 v2 的 數 D(v2) ≥ val(v2) v2 D2

(iii) D2 的 數 的 數 遊戲
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..

2

.1. 0.

0

.

D0

.

v1

.

v4

.v2 . v3.

0

. 2. 0.

1

.

D1

.

v1

.

v4

. v2. v3.

1

. 0. 1.

1

.

D2

.

v1

.

v4

. v2. v3

圖 3.2: 發射碎片:D0 → D1 → D2

遊戲

範例 3.2.2. ( 遊戲 )

圖 3.3 E0 v1

⇒ E1 v2

⇒ E2 v3

⇒ E3 v4

⇒ E4( E0)

的 理 [4]

定理 3.2.3. N 數 (N =
∑

D(v) , v ∈ V (G))

(1) N > 2|E(G)| − |V (G)| 遊戲 ( )

(2) N < |E(G)| 遊戲 ( )

(3) |E(G)| ≤ N ≤ 2|E(G)| − |V (G)|

定理 3.2.4. 遊戲 論 的 何

的 ( 遊戲 的 )

範例 3.2.5. (N = |E(G)| 遊戲 )

圖 3.4 D E
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..

2

.1. 1.

1

.

E0

.

v1

.

v4

.v2 . v3.

0

. 2. 1.

2

.

E1

.

v1

.

v4

. v2. v3.

1

. 0. 2.

2

.

E2

.

v1

.

v4

. v2. v3

..

1

.1. 0.

3

.

E3

.

v1

.

v4

.v2 . v3.

2

. 1. 1.

1

.

E4

.

v1

.

v4

. v2. v3

圖 3.3: 發射碎片:E0 → E1 → E2 → E3 → E4(同E0)

3.2.2 N.Biggs 的 硬幣遊戲

介紹 Norman Biggs(1999) “ ” 的

圖 的 chip-firing game dollar game

N.Biggs 的遊戲 圖 G 中 v0 (a sink

vertex) vi 硬幣 ( 數 )

v0 多 硬幣 v0 的 vi 硬幣數 等

的 數 的硬幣 與 的 硬幣

v0 (v0-stable)

v0 圖 G 的 遊戲

N.Biggs 的 chip-firing 硬幣遊戲
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..

1

.1. 1.

1

.

D

.

v1

.

v4

.v2 . v3.

2

. 0. 2.

0

.

E

.

v1

.

v4

. v2. v3

圖 3.4: 發射碎片，N = 4, |E(G)| = 4

範例 3.2.6. ( 硬幣遊戲)

圖 3.5與圖 3.6

(i) 圖 G v1 硬幣 D0

(ii) D0 中 v2 的硬幣數 的 數 硬幣 D1

(iii) D1 中 v3 D2

(iv) D2 中 v1 v1 D3

(v) D3 中 v2 v4 v4 D4

..

v1

.v2. v3.

v4

.

G

.

P

. 4. 2.

0

.

D0

.

v1

.

v4

. v2. v3.

P

. 1. 3.

1

.

D1

.

v1

.

v4

. v2. v3

圖 3.5: 發射硬幣:D0 → D1

硬幣遊戲 D 幾

D D (recurrent) 4.2.1中的 D4 = D0
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..

P

.2. 0.

2

.

D2

.

v1

.

v4

.v2 . v3.

P

. 3. 1.

3

.

D3

.

v1

.

v4

. v2. v3.

P

. 4. 2.

0

.

D4

.

v1

.

v4

. v2. v3

圖 3.6: 發射硬幣:D2 → D3 → D4

D v0 幾 D

D (critical)

範例 3.2.7. ( )

圖 3.7與圖 3.8

..

P

.1. 2.

0

.

E0

.

v1

.

v4

.v2 . v3.

P

. 2. 3.

1

.

E1

.

v1

.

v4

. v2. v3

圖 3.7: 特殊點發射硬幣:E0 → E1

(i) E0 v1 v1 E1

(ii) E1 v3 E2

(iii) E2 v2 E3

(iv) E3 v4 E0

E0

定理 3.2.8. 的 硬幣

的
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..

P

.3. 0.

2

.

E2

.

v1

.

v4

.v2 . v3.

P

. 0. 1.

3

.

E3

.

v1

.

v4

. v2. v3

圖 3.8: 發射硬幣的循環狀態:E0 → E1 → E2 → E3 → E0

3.2.3 Baker-Norine 的搬硬幣遊戲

2007 Baker-Norine 的遊戲

硬幣 數 數

數 “ ” 中 搬 搬 硬幣

的硬幣 ( 的 硬幣)

硬幣

因 的硬幣 硬幣 數 遊戲的

的 的搬 硬幣 的

的硬幣數 等 遊戲 Baker-Norine 的

chip-firing 搬硬幣遊戲

範例 3.2.9. 圖 3.9 D0

(i) D0 中 v4 硬幣 D1

(ii) D1 中 v3 硬幣 D2

D2 的 遊戲

的 與 理

性質 3.2.10. [2]

(1) 遊戲 的 的搬 硬幣 遊戲
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..

1

.0. 4.

-2

.

D0

.

v1

.

v4

.v2 . v3.

0

. -1. 3.

1

.

D1

.

v1

.

v4

. v2. v3.

1

. 0. 0.

2

.

D2

.

v1

.

v4

. v2. v3

圖 3.9: 搬硬幣遊戲:D0 → D1 → D2

(2) 搬 硬幣 與 的 關

圖 G 本 的 硬幣 數 N 關係搬硬幣遊戲

定理 3.2.11. (圖 G 的 與硬幣 數 N 遊戲)

圖 G 的 D N = deg(D) g = |E(G)| − |V (G)|+ 1

(1) N ≥ g 遊戲

(2) N < g

範例 3.2.12. (N = 3 , g = 3)

圖 3.10 因 N ≥ g 遊戲 利

..2 .

-1

. -3.

5

.
v2

.
v3

.

v1

.
v4

圖 3.10: N = 3 , g = 3

用搬 硬幣的 遊戲 中 (搬 硬幣)

v3, v1, v3, v2, v1
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範例 3.2.13. (N = 1 , g = 1)

圖 3.11 因 N ≥ g 遊戲

..

1

.

1

. 0. -1.

0

.

0

.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

v5

.

v6

圖 3.11: N = 1 , g = 1

中 (搬 硬幣) v3, v3, v5, v6, v4, v5, v6

範例 3.2.14. (N = 0 , g = 1)

圖 3.12 D 遊戲 E 遊戲

..

1

.-1 . 0.

D

.

v1

.
v3

.
v2

.

-1

. -1. 2.

E

.

v1

.
v3

.
v2

圖 3.12: N = 0 , g = 1
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熱帶幾何的因子理論

4.1 熱帶幾何中的因子

圖的因子理論 用 熱帶幾何 熱帶曲線中的 線

與線 的圖形 “圖” 的 用 的

熱帶曲線 的因子 論 關 本文 論的熱帶幾何因子

理論 “ 線 的熱帶圖形 Γ”

範例 4.1.1. 圖 2.7 本 熱帶曲線圖形 ( 線)

..v0

線 的 熱帶曲線圖形 Γ

..v0

範例 4.1.2. 圖 2.8 熱帶曲線中 形式
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..

v1

.

v2

. v3. v4

線 的 熱帶曲線

..

v1

.

v2

. v3. v4

範例 4.1.3. 熱帶曲線 線

..v2.

v3

.

v1

. v4. v2.

v3

.

v1

. v4

範例 4.1.4. ( 熱帶曲線 線 )

28



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

..v1.

v2

.

v3

.

v4

.

v5

.

v6

.

v7

.

v8

.

v9

. v1.

v2

.

v3

.

v4

.

v5

.

v6

.

v7

.

v8

.

v9

定義 4.1.5. Γ 線 的熱帶曲線圖形

(1)Γ 中 的 V (Γ) Γ 中 數 |V (Γ)|

(2)Γ 中 線 的的 E(Γ) Γ 中 線 數 |E(Γ)|

定義 4.1.6. v ∈ V (Γ)

(1) 與 v 的 線 形 的 Ev(Γ)

(2) 與 v 的 線 數 val(v)

定義 4.1.7. 的熱帶因子 (discrete tropical divisor)

熱帶圖形 Γ 中的 係數 線

D =
∑

v∈V (Γ)

D(v) · v, D(v) ∈ Z

D Γ 的 因子 Γ 因子 形 的 Div(Γ)

本文 論的 熱帶因子 熱帶因子

定義 4.1.8. 熱帶因子的 數 (degree)

因子 D 中 的係數 因子 D 的 數 deg(D)

D ∈ Div(Γ) D =
∑

v∈V (Γ)

D(v) · v deg(D) =
∑

v∈V (Γ)

D(v)
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..

v1

.

v2

. v3. v4

圖 4.1: 二次熱帶曲線 Γ

圖形的因子中 介紹 用

熱帶因子 的因子

係數的 數 f : V (Γ) → Z

M(Γ) 的 ∆ : M(Γ) → Div(Γ) f 圖形 的因子

∆(f)

定義 4.1.9. 熱帶因子的 (Laplacian operator )

∆ : M(Γ) → Div(Γ) f ∈ M(Γ) ∆ 的因子

∆(f) =
∑

v∈V (Γ)

∆v(f) · v

中

∆v(f) =val(v) · f(v)−
∑

e=wv∈Ev(Γ)

f(w)

=
∑

e=wv∈Ev(Γ)

(f(v)− f(w))

範例 4.1.10. 圖 4.1的 熱帶曲線 Γ

f(v1) = 3, f(v2) = 1, f(v3) = 0, f(v4) = −2 的 數 f 因子

圖 4.2 因子 的係數

∆v1(f) = (3− 1) = 2

∆v2(f) = (1− 3) + (1− 0) = −1

∆v3(f) = (0− 1) + (0− (−2)) = 1

∆v4(f) = (−2− 0) = −2
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..

3

.

1

. 0. -2.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

f 的因子

.

Γ

.

2

.

-1

. 1. -2.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

∆(f)

圖 4.2: ∆(f) = 2 · v0 − 1 · v1 + 1 · v2 − 2 · v3

因 的 因子

∆(f) = 2 · v1 − 1 · v2 + 1 · v3 − 2 · v4.

範例 4.1.11. 圖 4.3 熱帶曲線 Γ f(v1) = a, f(v2) = b, f(v3) =

c, f(v4) = d 的 數 f

v1的係數∆v1(f) = a− b

v2的係數∆v2(f) = (b− a) + (b− c) = 2b− a− c

v3的係數∆v3(f) = (c− b) + (c− d) = 2c− b− d

v4的係數∆v4(f) = d− c

因

∆(f) = (a− b)(v1) + (2b− a− c)(v2) + (2c− b− d)(v3) + (d− c)(v4)

附註 4.1.12. 要找 數 f ∆(f) 係數

∆v1(f) = a′ , ∆v2(f) = b′ , ∆v3(f) = c′ , ∆v4(f) = d′ 利用 4.1.11

f(v1), f(v2), f(v3), f(v4) 關係

f(v1) = a = d+ (3a′ + 2b′ + c′)

f(v2) = b = d+ (2a′ + 2b′ + c′)

f(v3) = c = d+ (a′ + b′ + c′)

f(v4) = d
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..

a

.

b

. c. d.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

f 的因子

.

Γ

.

a′

.

b′

. c′. d′.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

∆(f)

圖 4.3: 係數 a, b, c, d 與 a′, b′, c′, d′ 的關係

性質 4.1.13. f1, f2 ∈ M(Γ) ∆(f1) + ∆(f2) = ∆(f1 + f2)

定理 4.1.14. f ∈ M(Γ) deg(∆(f)) = 0

證明.

deg(∆(f)) =
∑

v∈V (Γ)

∆v(f)

=
∑

v∈V (Γ)

∑
e=vw∈Ev(Γ)

(f(v)− f(w))

vi 幾 的係數 f(vi) 幾 幾

幾

deg(∆(f)) =
∑

v∈V (Γ)

(val (v)f(v)− val (v)f(v))

=
∑

v∈V (Γ)

0

= 0

熱帶曲線 因子的等價關係

定義 4.1.15. 熱帶因子的等價 (equivalence)

D,E 熱帶曲線 的 因子 數 f D − E = ∆(f)

D,E 因子等價 D ∼ E

D,E 因子等價 數 f D−E = ∆(f)
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範例 4.1.16. 圖 4.1的 熱帶曲線 因子 D,E

D = −1v1 + 0v2 + 1v3 + 2v4,

E = 1v1 − 1v2 + 2v3 + 0v4,

⇒ E −D = 2v1 − 1v2 + 1v3 − 2v4

4.1.12 f(v1) = 3, f(v2) = 1, f(v3) = 0, f(v4) = −2 的 數

f E −D = ∆(f) D 與 E 等價

性質 4.1.17. D1, D2, E1, E2 熱帶曲線 的因子

D1 與 E1 等價 D2 與 E2 等價 因子 D1 +D2 與因子 E1 + E2 等價

D1 ∼ E1 , D2 ∼ E2 ⇒ (D1 +D2) ∼ (E1 + E2)

定理 4.1.18. 熱帶曲線 的 因子等價 因子的係數 等

D ∼ E ⇒ deg(D) = deg(E)

證明. 因 因子 D,E 等價 數 f : V (Γ) → Z

D − E = ∆(f) ⇒ D = E +∆(f)

deg(D) = deg(E +∆(f)) = deg(E) + deg(∆(f))

理 4.1.14 deg(∆(f)) = 0 deg(D) = deg(E)

4.2 搬硬幣遊戲與因子等價的關係

介紹 chip-firing game 的 用 Baker-Norine

的搬硬幣遊戲 熱帶曲線的因子 圖形 搬 硬

幣 ( 硬幣) 搬 硬幣 ( 硬幣)
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範例 4.2.1. ( 熱帶曲線因子 的搬硬幣遊戲)

圖 4.4 熱帶曲線 Γ 的 因子

D0 = −1v1 + 0v2 − 1v3 + 3v4

(i) D0 v1 搬 硬幣 的 v2 v2

因子 D1 圖 4.5

(ii) D1 v2 搬 硬幣 v1, v3 因子

D2 圖 4.6

(iii) D2 v3 搬 硬幣 v2, v4 v3

因子 D3 圖 4.7

(iv) D3 v4 搬 硬幣 v3 因子 D4

圖 4.8

..

-1

.

0

. -1. 3.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

D0

.

Γ

圖 4.4: D0 = −1v1 + 0v2 − 1v3 + 3v4

..

0

.

-1

. -1. 3.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

D1

.

Γ

圖 4.5: D1 = 0v1 − 1v2 − 1v3 + 3v4
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..

-2

.

3

. -3. 3.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

D2

.

Γ

圖 4.6: D2 = −2v1 + 3v2 − 3v3 + 3v4

..

-2

.

4

. -5. 4.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

D3

.

Γ

圖 4.7: D3 = −2v1 + 4v2 − 5v3 + 4v4

..

-2

.

4

. -3. 2.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

D4

.

Γ

圖 4.8: D4 = −2v1 + 4v2 − 3v3 + 2v4
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範例 4.2.2. 4.2.1 因子 D0 搬硬幣遊戲 因子 D4

D4 −D0 = −1v1 + 4v2 − 2v3 − 1v4

4.1.12

f(v1) = 1 , f(v2) = 2 , f(v3) = −1 , f(v4) = −2

∆(f) = −1v1 + 4v2 − 2v3 − 1v4 因 D0 與 D4 等價

附註 4.2.3. 數 f

f(v1) = a , f(v2) = b , f(v3) = c , f(v4) = d a = d+ 3, b = d+ 4, c = d+ 1

∆(f) = −1v1+4v2−2v3−1v4 f(v1) = 3 , f(v2) = 4 , f(v3) =

1 , f(v4) = 0

搬 搬 硬幣 “ 1 ” “搬 硬幣

” “ −1 ” “搬 硬幣 ”

範例 4.2.4. ( D,E 因子等價 D 搬硬幣 E)

曲線 Γ 的 因子

D = −1v1 + 0v2 + 1v3 + 2v4,

E = 1v1 − 1v2 + 2v3 + 0v4,

4.1.16 D,E 等價 利用搬硬幣遊戲 因子 D 因子 E

v1 3 , v2 1 , v3 2 , v4 −2

v1 5 , v2 3 , v3 2 , v4 0

( 4.2.8 何找 的 )

36



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

子 用 式 搬硬幣遊戲與

等價 的關係

熱帶曲線 Γ 搬硬幣 v1 中 1 (搬 硬幣 )

硬幣 形 圖

..

1

.

-1

. 0. 0.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

Γ

f1 ∆(f1) = 1v1 − 1v2 + 0v3 + 0v4

利用 4.1.12的代數 算 f1(v1) = 1 , f1(v2) = 0 , f1(v3) = 0 , f1(v4) =

的 數 f1

附註 4.2.5. f

f(v1) = a, f(v2) = b, f(v3) = c, f(v4) = d a = d+ 1 , b = c = d

∆(f1) = 1v1 − 1v2 + 0v3 + 0v4

f(v1) = 0, f(v2) = −1, f(v3) = −1, f(v4) = −1

理 v2 中 1 (搬 硬幣 ) 硬幣 形 圖

..

-1

.

2

. -1. 0.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

Γ

利用 4.1.12 a = 0, b = 1, c = 0, d = 0 找 f2(v1) =

0, f2(v2) = 1, f2(v3) = 0, f2(v4) = 0的 數 f2 ∆(f2) = −1v1+2v2−1v3+0v4
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..

1

.

0

. 0. 0.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

f1

.

Γ

.

1

.

-1

. 0. 0.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

∆(f1)

圖 4.9: f1 與 ∆(f1) = 1v1 − 1v2 + 0v3 + 0v4

附註 4.2.6. f a, b, c, d a = d, b = d + 1, c = d

∆(f2) = −1v1 + 2v2 − 1v3 + 0v4

f2(v1) = −1, f2(v2) = 0, f2(v3) = −1, f2(v4) = −1.

數

f1(v) =

 1, v = v1

0, v ̸= v1

f2(v) =

 1, v = v2

0, v ̸= v2

f3(v) =

 1, v = v3

0, v ̸= v3

f4(v) =

 1, v = v4

0, v ̸= v4

i = 1, 2, 3, 4 fi 與因子 ∆(fi) 的 圖 4.9 圖 4.12

fi 數代 的 “ vi 中 1 (搬 硬幣 )”

−fi “ vi 中 −1 (搬 硬幣 )” 搬硬幣的

±fi 多 f1, f2, f3, f4 的線 f 硬幣 形

∆(f1), ∆(f2), ∆(f3), ∆(f4) 的線 ∆(f) 本因子 D 搬 搬

硬幣 係數 的 因子 E = D +∆(f)
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1

. 0. 0.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

f2

.

Γ

.

-1

.

2

. -1. 0.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

∆(f2)

圖 4.10: f2 與 ∆(f2) = −1v1 + 2v2 − 1v3 + 0v4

..

0

.

0

. 1. 0.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

f3

.

Γ

.

0

.

-1

. 2. -1.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

∆(f3)

圖 4.11: f3 與 ∆(f3) = 0v1 − 1v2 + 2v3 − 1v4

..

0

.

0

. 0. 1.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

f4

.

Γ

.

0

.

0

. -1. 1.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

∆(f4)

圖 4.12: f4 與 ∆(f4) = 0v1 + 0v2 − 1v3 + 1v4
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範例 4.2.7. 熱帶曲線 Γ D = 2v1 + 3v2 − 4v3 + 1v4

v1 中 −2 (搬 硬幣 2 )

v2 中 −1 (搬 硬幣 1 )

v3 中 3 (搬 硬幣 3 )

v4 中 3 (搬 硬幣 3 )

E = 1v1 + 0v2 + 0v3 + 1v4

硬幣 形 E −D

∆(f) = −2 ·∆(f1)− 1 ·∆(f2) + 3 ·∆(f3) + 3 ·∆(f4),

中

f = −2f1 − f2 + 3f3 + 3f4.

D 與 E 等價

等價的因子 D,E ∆(f) 利用 4.1.12 找 數

f 中 f f1, f2, f3, f4 的線 何 利用搬 搬

硬幣幾 因子 D 因子 E

範例 4.2.8. ( 4.2.4)

因 f(v1) = 3, f(v2) = 1, f(v3) = 0, f(v4) = −2 的 數 f

E −D = ∆(f) = 2v1 − 1v2 + 1v3 − 2v4 D 與 E 等價 數 f

因子 D 因子 E

v1 中 3 v2 中 1

v3 中 0 v4 中 −2

利用 4.1.12 找 數 f ∆(f) =

2v1 − 1v2 + 1v3 − 2v4 f(v1) = 5, f(v2) = 3, f(v3) = 2, f(v4) = 0 的
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v1 中 5 v2 中 4

v3 中 2 v4 中 0

範例 4.2.9. 熱帶曲線的 因子

D = 1v1 − 1v2 + 0v3 + 1v4

E = 2v1 + 0v2 − 3v3 + 2v4

⇒ E −D = 1v1 + 1v2 − 3v3 + 1v4

因 f(v1) = 3, f(v2) = 2, f(v3) = 0, f(v4) = 1 的 數 f ∆(f) =

1v1 + 1v2 − 3v3 + 1v4 D 與 E 等價 D 搬硬幣 E

v1 中 3 v2 中 2

v3 中 0 v4 中 1

子的 論 的 理

定理 4.2.10. D,E 熱帶曲線 Γ 的 熱帶因子, D, E 代 因

子 D,E 搬硬幣遊戲 的 因子 D 與 E 等價, D 搬硬幣遊

戲 E

證明. 數 代 搬硬幣的

vi ( vi 中 係數 1) 用 數

fi(v) =

 1, v = vi

0, v ̸= vi

數 fi 的因子 的 ∆(fi) 搬硬幣遊戲中

係數 的 形 圖形中 n v1, v2, ..., vn 搬硬幣的

多 代 的 數 f1, f2, f3, ..., fn 的線 係數 的

形 ∆(f1), ∆(f2), ∆(f3), ..., ∆(fn) 的線 ∆(f) 因 多

的因子 E = D +∆(f) 因子 D 與 E 等價
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因子 D 與 E 等價 數 f E −D = ∆(f)

E = D+∆(f) 中 ∆(f) 找 的 數 f 的因子 數 f

fi 的線 fi 的係數 何 搬硬幣遊戲

因子 D 因子 E
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用 秩的計算

5.1 利用搬硬幣遊戲找因子的秩

定義 5.1.1. 因子的線 (linear system )

熱帶曲線 Γ 的因子 D 與 D 等價的 因子 ( 因子)

的 因子 D 的 “線 ” |D|

|D| = {E ∈ Div(Γ)|E ≥ 0, E ∼ D}

|D| 利用搬硬幣遊戲 係數 數的 因子

E 因子 D 多 因子 用 因子 |D| 的

(the dimension of the linear system |D|) 多 因子的

因子的秩

定義 5.1.2. 因子的秩 (rank)

熱帶曲線 Γ 的因子 D 因子 D 的 “秩”rank(D) r(D)

• |D| r(D) = −1

• |D|

r(D) = max{n | 數 n的 因子E, |D − E| ̸= ϕ}

r(D) = min{m− 1 | 數 m的 因子E, |D − E| = ϕ}
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範例 5.1.3. deg(D) < 0 |D| = ϕ

圖 熱帶曲線 Γ1 的因子

D = −1v1 + 2v2 − 3v3 − 1v4

deg(D) = −3 < 0 理 4.1.18 等價因子的係數

因子的係數 等 0 D 等價的 因子 |D| = ϕ

r(D) = −1

..

-1

.

2

. -3. -1.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

因子 D

.

Γ1

圖 5.1: 次數為負的因子

範例 5.1.4. 熱帶曲線 的 因子 D = 5v0 找 的 r(D)

因子 E1 , E2 , E3 , E4

E1 = 4v0 ⇒ D − E1 = 1 · v0 ⇒ |D − E1| ̸= ϕ,

E2 = 5v0 ⇒ D − E2 = 0 · v0 ⇒ |D − E2| ̸= ϕ,

E3 = 6v0 ⇒ D − E3 = −1 · v0 ⇒ |D − E3| = ϕ,

E4 = 7v0 ⇒ D − E4 = −2 · v0 ⇒ |D − E4| = ϕ,

r(D) = 5

範例 5.1.5. 利用搬硬幣遊戲找等價因子

圖 5.2 曲線 Γ2 的因子 D = 0v1+1v2+2v3− 2v4 deg(D) = 1

• deg(E) = 0 的 因子 E = 0v1 + 0v2 + 0v3 + 0v4 D − E = D

因 D 搬硬幣遊戲 等價的 因子 v3 −1

v4 2 因 r(D) ≥ 0
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..1.

2

.

0

. -2.

v3

.v2 .

v1

.
v4

.

Γ2

圖 5.2: 二次曲線 Γ2 上的一個因子 D = 0v1 + 1v2 + 2v3 − 2v4

• deg(E) = 1 的 因子 E

E1 = 1v1 + 0v2 + 0v3 + 0v4

E2 = 0v1 + 1v2 + 0v3 + 0v4

E3 = 0v1 + 0v2 + 1v3 + 0v4

E4 = 0v1 + 0v2 + 0v3 + 1v4

D −E1 D −E2 D −E3 D−E4 的因子 圖 5.3 圖 5.6

數 1 的 因子 E |D − E| ̸= ϕ 因 r(D) ≥ 1

..1.

2

.

-1

. -2.

v3

.v2 .

v1

.
v4

.
v3 −2

. v1 1.

v4 2

.
D − E1

圖 5.3: D − E1 可經搬硬幣得到等價的有效因子

• deg(E) = 2 deg(D − E) = deg(D)− deg(E) = 1− 2 = −1

因 deg(D − E) < 0 |D − E| = ϕ

因 r(D) = 1
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..0.

2

.

0

. -2.

v3

.v2 .

v1

.
v4

. v3 −2 v4 2.
D − E2

圖 5.4: D − E2 可經搬硬幣得到等價的有效因子

..1.

1

.

0

. -2.

v3

.v2 .

v1

.
v4

. v1 −1 v4 2.
D − E3

圖 5.5: D − E3 可經搬硬幣得到等價的有效因子

5.2 利用黎曼 -羅赫理論計算因子的秩

“黎曼 -羅赫理論” 計算 秩的 式 本 利用 式

利用搬硬幣遊戲找 的秩 介紹 理論 圖形

的幾

利用圖形本 的 因子 因子

定義 5.2.1. 因子 (canonnical divisor)

熱帶曲線 Γ 利用 的 數 因子 K

K =
∑

v∈V (Γ)

(val(v)− 2) · v,

因子 K 因子
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..1.

2

.

0

. -3.

v3

.v2 .

v1

.
v4

. v3 −2 v4 3.
D − E4

圖 5.6: D − E4 可經搬硬幣得到等價的有效因子

範例 5.2.2. ( 熱帶曲線的 因子)

圖 5.7 熱帶曲線 Γ1 數 的 因子

K = (val(v1)− 2) · v1 + (val(v2)− 2) · v2 + (val(v3)− 2) · v3 + (val(v4)− 2) · v4
= −1v1 + 0v2 + 0v3 − 1v4

..

v1

.

v2

.v3 .v4 .

Γ1

.

-1

.

0

. 0. -1.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

因子 K

.

Γ1

圖 5.7: 熱帶曲線 Γ1 的典型因子 K

定義 5.2.3. (genus)

熱帶曲線 Γ 的 “ 數 − 數 +1” g

g = |E(Γ)| − |V (Γ)|+ 1

定理 5.2.4. 熱帶黎曼 -羅赫理論 (Tropical Riemann-Roch Theory)

熱帶曲線 Γ g K Γ 的 因子 Γ 的 因子 D

r(D)− r(K −D) = deg(D) + 1− g.
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範例 5.2.5. 5.1.5

圖 5.2 曲線 Γ2 的 因子

D = 0v1 + 1v2 + 2v3 − 2v4.

Γ2 的 因子

K = −1v1 + 1v2 − 1v3 − 1v4,

K −D = −1v1 + 0v2 − 3v3 + 1v4,

因 deg(K −D) < 0 r(K −D) = −1

Γ2 的 g = 0 黎曼 -羅赫 理

r(D) = r(K −D) + deg(D) + 1− g

= −1 + 1 + 1− 0

= 1.

用黎曼 -羅赫 理 用搬硬幣遊戲 找 的秩
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論

本 論文 熱帶曲線 的 因子 搬硬幣遊戲 論遊戲與等

價因子 的關係 論 何 的因子 搬硬幣

遊戲 中 因子 的 圖 “ ” “ ” pi pi

係數 ci 線 的因子

D =
∑

ci · pi 中ci ∈ Z, pi ∈ Γ

熱帶曲線 Γ 圖 6.1

p1 , p2 , p3 , p4 , p5 係數 形

圖 6.1: 二次熱帶曲線 Γ 上的連續型因子

因子

D = 1p1 − 2p2 + 2p3 + 1p4 + 3p5.

[5] [6] 的文 介紹 因子的 等價關係 用黎

曼 -羅赫 理 因子 因子 的 chip-firing
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game 何 與等價因子的關係 [6] 多 因子

的 因子 用
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