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Abstract

In this thesis, we study Baker-Norine’s chip-firing game, and apply it

to discrete tropical divisors. In particularly, we discuss the relationship

between this game and the equivalence of divisors.

Finally, we give a proof of the theorem: Let D and E be discrete tropical

divisors of tropical curve Γ, and let D and E be corresponding configu-

rations of the chip-firing game. The divisors D and E are equivalent if

and only if D can be transformed into E.
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中文摘要

⛐忁䭯論文墉炻ㆹᾹ䞼䨞 Baker-Norine 的搬硬幣遊戲炻᷎ᶼ㈲忁ᾳ遊

戲ㅱ用⛐暊㔋✳的熱帶因子ᶲˤ䈡⇍⛘炻ㆹᾹ⍣㍊妶忁ᾳ遊戲與等價

熱帶因子ᷳ攻的關係ˤ㚨⼴ㆹᾹ嫱㖶Ḯᶳ朊的⭂理: 劍 D,E 䁢熱帶曲

線 Γ ᶲ的暊㔋✳熱帶因子, 侴 D, E ↮⇍代堐因子 D,E ⛐搬硬幣遊戲

㗪的䉨ン炻因子 D 與 E 等價, 劍ᶼ䁢劍 D ⎗䴻搬硬幣遊戲嬲ㆸ Eˤ
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䫔ᶨ䪈 䵺論

熱帶幾何 (tropical geometry) 㗗數⬠的ᶨᾳ↮㓗炻㚨⇅㗗䓙ᶨᾳ⶜大數⬠⭞

ℤ暣儎䥹⬠⭞ Imre Simon 㕤 1980 ⸜代䘤⯽炻侴 “熱帶” 忁ᾳ⎵娆的䓙Ἦ炻㗗因

䁢㸸㕤⶜大ˤ熱帶幾何攳⥳塓⺽崟㲐シ炻因䁢㚱㗪῁⬫⎗ẍ䯉⊾⛐代數幾何ᶲ庫

䷩墯的計算ˤ侴熱帶幾何ḇ塓䘤䎦ᶨṃ慵要的ㅱ用炻⯙⤪⎴⛐⎌℠的計數幾何⍲

代數幾何ᶲ的ㅱ用ˤ

ㆹᾹ⮯⛐䫔Ḵ䪈⮵ “熱帶幾何” 的數⬠⭂佑⍲⿏岒ἄᶨṃ基本介紹炻關㕤㚜

多娛䳘的ℏ⭡與⭂理嫱㖶⛐ [8] [7] [9] [10] 㚱娛䚉的介紹炻⊭⏓熱帶曲線 (tropical

curve)的⺢䩳忶䦳炷⮯ᶨᾳ墯數⸛朊的曲線德忶ᶨᾳ↥數⮵ㅱ⇘⮎數⸛朊ᶲ炸x ℞

Ṿ叿⎵的⭂理 (⤪熱帶代數基本⭂理ˣBezout theorem) 等ˤ

㍍叿ㆹᾹ゛⮯ “⎌℠幾何圖的理論” ㍐⯽⇘ “熱帶幾何圖的理論”炻℞中䈡⇍

要㍊妶關㕤圖中的暊㔋✳因子 (discrete divisor)烉⮯圖中的枪溆岎Ḱ㔜係數炻䃞

⼴帶㚱㔜係數的枪溆ἄ線⿏䳬⎰炻䓊䓇的因子 [1]ˤ⛐䫔ᶱ䪈⃰介紹 “⎌℠幾何墉

圖的因子理論”炻䃞⼴ầ忈⎴㧋的㕡㱽⍣⺢㥳↢䫔⚃䪈 “熱帶幾何墉圖的因子理

論” [5] [6]ˤ℞中炻因子理論中的 “等價關係 (equivalence)”炻㗗本䭯論文要㍊妶的

ᶨᾳ慵溆ˤ

䫔ᶱ䪈䫔Ḵ䭨炻㚫介紹圖論中ᶨᾳ慵要的遊戲 “chip-firing game”炻⬫的䘤

⯽⶚㚱Ḵ⋩多⸜炻中攻㬟䴻姙多數⬠⭞ᾖ㓡炻本䭯論文介紹Ḯᶱ䧖⛐䃉⎹圖

1
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(undirected graph) 的䍑㱽炻↮⇍㗗 1991 ⸜ Anders Björner, Lásló Lovász, Peter

Shor [4] 的 “䘤⮬䠶䇯遊戲”ˣ1999 ⸜ Norman Biggs [3] 的 “䘤⮬硬幣遊戲”ˣ2007

⸜ Matthew Baker, Serguei Norine [2] 的 “搬硬幣遊戲”ˤ

䫔⚃䪈䫔Ḵ䭨ㆹᾹ⮯ Baker-Norine 的搬硬幣遊戲ㅱ用⇘熱帶曲線的暊㔋✳因

子ᶲ炻᷎ᶼ㍊妶遊戲與等價因子ᷳ攻的關係ˤ㚨⼴ㆹᾹ嫱㖶烉劍ᶨᾳ因子䴻搬硬

幣遊戲⼴䓊䓇Ḯ⎎ᶨᾳ因子炻⇯ℑ因子等價ˤ

⍵ᷳ炻劍ℑ因子等價炻⇯℞中ᶨ因子⎗德忶搬硬幣遊戲⼿⇘⎎ᶨ因子ˤ

㚨⼴⛐䫔Ḽ䪈炻ㆹᾹ冱ᶨᾳ利用搬硬幣遊戲找等價因子的ㅱ用烉秩 (rank)

的計算ˤ᷎ᶼ介紹ᶨᾳ⾓忇計算秩的℔式烉黎曼 -羅赫⭂理 (Riemann-Roch

Theory)炻Ἦ⼤㬌␤ㅱ槿嫱ˤ

2
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䫔Ḵ䪈 熱帶幾何䯉介

2.1 熱帶代數的基本介紹

熱帶代數㗗侫ㄖ⛐ T = R∪ {−∞} 墉的⃫䳈炻岎Ḱℑᾳ忳算 “⊕” ⍲ “⊙”炻᷎

↮⇍䧙ᷳ䁢 “熱帶≈㱽” ⍲ “熱帶Ḁ㱽”ˤ

定義 2.1.1. 熱帶⋲䑘 (The max-plus tropical semiring)

侫ㄖ x, y ∈ T = R ∪ {−∞} 炻⭂佑 “⊕” ⍲ “⊙” ⤪ᶳ烉 x⊕ y = max{x, y},

x⊙ y = x+ y,

(T , ⊕ , ⊙) 㚫形ㆸᶨᾳ⋲䑘ˤ

範例 2.1.2.
3⊕ 8 = max{3, 8} = 8

3⊙ 8 = 3 + 8 = 11,

忁ℑᾳ忳算㚱ẍᶳ⿏岒烉

性質 2.1.3. ≈㱽⍲Ḁ㱽䘮㚱Ṍ㎃⼳炻⌛烉

x⊕ y = y ⊕ x

x⊙ y = y ⊙ x,

3
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範例 2.1.4.
3⊕ 8 = max{3, 8} = 8

3⊙ 8 = 3 + 8 = 11,

性質 2.1.5. ≈㱽⍲Ḁ㱽䘮㚱䳸⎰⼳炻⌛烉

(x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z)

(x⊙ y)⊙ z = x⊙ (y ⊙ z)

範例 2.1.6.
3⊕ 8 = max{3, 8} = 8

3⊙ 8 = 3 + 8 = 11,

性質 2.1.7. Ḁ㱽⮵≈㱽㚱↮惵⼳炻⌛烉

x⊙ (y ⊕ z) = (x⊙ y)⊕ (x⊙ z)

(x⊕ y)⊙ z = (x⊙ z)⊕ (y ⊙ z)

範例 2.1.8.
2⊙ (6⊕ 9) = (2⊙ 6)⊕ (2⊙ 9)

性質 2.1.9. ≈㱽╖ỵ⃫䳈䁢 −∞炻Ḁ㱽╖ỵ⃫䳈䁢 0ˤ⌛烉

x⊕ (−∞) = (−∞)⊕ x = x

x⊙ 1 = 1⊙ x = x

性質 2.1.10. 劍 x ̸= −∞炻⇯Ḁ㱽⍵⃫䳈⬀⛐ᶼⓗᶨˤ⌛烉

x⊙ (−x) = (−x)⊙ x = 0

⎎⢾炻᷎朆㭷ᾳ⃫䳈悥㚱≈㱽⍵⃫䳈ˤἳ⤪烉x⊕ 8 = 3炻⇯ x ᶵ⬀⛐ˤ

⤪⎴⎌℠代數墉的㊯數式炻x · x · x · x = x4炻ḇ⎗⭂佑熱帶數⬠的㊯數式ˤ

4
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定義 2.1.11. x ∈ T炻熱帶Ḁ㱽忳算中炻x 的 k ᾳ忋Ḁ䧵

x⊙ x⊙ x⊙ ...⊙ x = x⊙k,⌛烉x⊙k = k × x

ἳ⤪烉x⊙4 = 4x

2.2 熱帶多項式

⛐⎌℠數⬠炻╖ᶨ嬲數 x 的多項式炻✳⤪ anx
n + an−1x

n−1 + ... + a0炻℞中

ai 䁢係數 (i = 1, 2, ..., n)炻ἳ⤪烉f(x) = 2x3 − x2 + x + 0ˤ熱帶數⬠ḇ⎗⭂佑多

項式炻ἳ⤪烉p(x) = 2⊙ x⊙3 ⊕ (−1)⊙ x⊙2 ⊕ 1⊙ x⊕ 0 ㆹᾹ䧙ᷳ䁢 “熱帶多項式”ˤ

ẍᶳ炻䁢㕡ὧ崟夳炻ㆹᾹ⮯熱帶多項式中炻╖項式的㫉㕡 ⊙ 䚩䔍炻ἳ⤪烉

p(x) = 2⊙ x⊙3 ⊕ (−1)⊙ x⊙2 ⊕ 1⊙ x⊕ 0

= 2⊙ x3 ⊕ (−1)⊙ x2 ⊕ 1⊙ x⊕ 0

定義 2.2.1. 䓙㚱旸ᾳ熱帶╖項式 “x⊙m
n ” ㇨㥳ㆸ的線⿏䳬⎰炻䧙䁢熱帶多項式ˤ

p(x1, x2, ...xn) = a⊙ xi1
1 x

i2
2 · · · xin

n ⊕ b⊙ xj1
1 x

j2
2 · · · xjn

n ⊕ · · ·

= max{a+ i1x1 + ...+ inxn, b+ j1x1 + ...+ jnxn, · · ·}

℞中炻係數 a, b, ... 䁢⮎數炻㊯數 i1, j1, ... 䁢㔜數ˤ

姀ἄ烉p(x) ∈ T[x1, x2, . . . , xn]

範例 2.2.2. (╖嬲數的熱帶多項式)

p(x) = 2⊙ x3 ⊕ (−1)⊙ x2 ⊕ 1⊙ x⊕ 0

= max{3x+ 2, 2x− 1, x+ 1, 0}

5
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範例 2.2.3. (╖嬲數的熱帶多項式)

p(x) = 1⊙ x3 ⊕ x2 ⊕−5

℞中 x3 的係數䁢 1炻x2 的係數䁢 0炻x 的係數䁢 −∞炻ᶼ

p(x) = max{3x+ 1, 2x,−5}

範例 2.2.4. (Ḵ⃫ᶨ㫉熱帶多項式)

p(x, y) = (−2)⊙ x⊕ 3⊙ y ⊕ 1

= max{x− 2, y + 3, 1}

㭷ᶨᾳ熱帶多項式℞⮎㗗ᶨᾳ⽆ Rn ㇻ⇘ R 的↥數炻ᶳ朊ㆹᾹἮ奨⮇幾ᾳ熱

帶多項式㇨代堐的↥數圖形ˤ

範例 2.2.5. (ᶨ⃫Ḵ㫉熱帶多項式)

p(x) = 1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2

= max{2x+ 1, x+ 4, 2}

圖 2.1: 一元二次熱帶多項式 p(x) = 1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2 函數圖形

⤪圖 2.1炻p(x) 㗗 “䔞 x 䁢㝸ᶨ⮎數炻代ℍᶱ㡅䚜線中炻㇨⼿⇘㚨⣏的 y

ῤ”ˤ⌛ᶱ㡅䚜線中炻⍾↢庫檀的線㭝ㆾ⮬線烉

6
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(i) 䔞 x ≥ 3炻⇯⍾ L1 : y = 2x+ 1 忁㡅線ˤ

(ii) 䔞 −2 ≤ x ≤ 3炻⇯⍾ L2 : y = x+ 4 忁㡅線ˤ

(iii) 䔞 x ≤ −2炻⇯⍾ L3 : y = 2 忁㡅線ˤ

忁㧋的↥數圖形炻ḇ⎗⮓ㆸ 1⊙ (x⊕ 3)⊙ (x⊕−2)炻✳⤪多項式的因式↮妋ˤ

⛐熱帶數⬠墉炻ㆹᾹ⎗ẍ㈲熱帶多項式 p(x) ↮妋ㆸᶨ㫉因式的Ḁ䧵

1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2 = 1⊙ (x⊕ 3)⊙ (x⊕−2)

範例 2.2.6. (ᶨ⃫ᶱ㫉熱帶多項式)

p(x) = x3 ⊕ 4⊙ x2 ⊕ 5⊙ x⊕ 0

= max{3x, 2x+ 4, x+ 5, 0}

圖 2.2: 熱帶多項式 p(x) = x3 ⊕ 4⊙ x2 ⊕ 5⊙ x⊕ 0 的函數圖形

⤪圖 2.2炻

p(x) = (x⊕ 4)⊙ (x⊕ 1)⊙ (x⊕−5)

範例 2.2.7. (ᶵ⎴的熱帶多項式⎗傥堐䣢ㆸ䚠⎴多項式Ḁ䧵)

⤪圖 2.3炻

x2 ⊕−1⊙ x⊕ 2 = x2 ⊕−3⊙ x⊕ 2 = (x⊕ 1)2

熱帶多項式↥數㚱ᶳ朊慵要的⿏岒ˤ

7
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圖 2.3: x2 ⊕−1⊙ x⊕ 2 與 x2 ⊕−3⊙ x⊕ 2 的函數圖形

性質 2.2.8. 熱帶多項式↥數 p : Rn → R炻

• p 㗗忋临的ˤ

• p 㗗↮㭝線⿏的炻ᶼ↮㭝的ᾳ數㗗㚱旸的ˤ

• p 㗗↠↥數炻⌛烉⮵㇨㚱 Rn 中的⃫䳈 x, y 炻p(
x+ y

2
) ≤ 1

2
(p(x) + p(y)) ⿮

ㆸ䩳ˤ

2.3 熱帶曲線

⛐⇵ᶨ䪈炻ㆹᾹ㍸⇘熱帶多項式↮妋炻䭬ἳ 2.2.5與䭬ἳ 2.2.6中的

1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2 = 1⊙ (x⊕ 3)⊙ (x⊕−2)

x3 ⊕ 4⊙ x2 ⊕ 5⊙ x⊕ 0 = (x⊕ 4)⊙ (x⊕ 1)⊙ (x⊕−5)

ầ䄏⎌℠數⬠墉多項式 “㟡” 的㤪⾝炻ㆹᾹ婒熱帶多項式 1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2 的㟡

䁢 3 ␴ −2炻侴 x3 ⊕ 4 ⊙ x2 ⊕ 5 ⊙ x ⊕ 0 的㟡䁢 4, 1,−5ˤ奨⮇╖嬲數熱帶多項式

p(x) 的 “㟡” 㬋㗗䘤䓇⛐↥數圖形 p(x) 的㉀溆嗽炻侴忁ṃ㉀溆ḇ㬋㗗⮯ x 徸ᶨ代

ℍ㭷㡅線㗪炻军⮹⛐ℑ㡅線⎴㗪䘤䓇㚨⣏ῤ的⛘㕡ˤᶳ朊ㆹᾹ㚜℟橼⭂佑㚱ᶲ徘

䈡刚的⃫䳈㇨㥳ㆸ的普⎰ H(p)ˤ

8
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定義 2.3.1. 崭曲朊 (hypersurface)

侫ㄖ熱帶多項式 p : Rn → R炻⮯㇨㚱 x ∈ Rn 代ℍ㚱旸ᾳ線⿏↥數中炻ἧ⼿㚨⣏

ῤ军⮹↢䎦ℑ㫉的 x 普⎰崟Ἦ炻Ẍἄ H(p)炻᷎䧙ἄ “崭曲朊”ˤ

⌛烉

H(p) = {x ∈ Rn | x代ℍ㚱旸ᾳ線⿏↥數中炻ἧ⼿㚨⣏ῤ军⮹↢䎦ℑ㫉}

ḇ⎗ẍ婒: x ∈ H(p) ⇔ ↥數 p 的圖形⛐ x 嗽ᶵ㗗線⿏的ˤ

劍侫ㄖ╖嬲數的熱帶多項式 p(x) 中炻H(p) ⌛㗗 p(x) 的㟡㇨形ㆸ的普⎰ˤ

範例 2.3.2. (╖嬲數熱帶多項式 p(x) 的 H(p))

侫ㄖ p(x) = 1⊙ x2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2 = 1⊙ (x⊕ 3)⊙ (x⊕−2)炻⇯ H(p) = {4, 1,−5}

㍍叿炻ㆹᾹἮ侫ㄖℑᾳ嬲數的熱帶多項式炻✳⤪

p(x1, x2) =
⊕
i,j∈N

cij ⊙ x⊙i
1 ⊙ x⊙j

2 , cij ∈ R

範例 2.3.3. (Ḵ⃫ᶨ㫉熱帶多項式的 H(p))

p(x, y) = 2⊙ x⊕ 3⊙ y ⊕ 1

= max{2 + x, 3 + y, 1}

侫ㄖ䓊䓇㚨⣏ῤ的⛘㕡:

(i) 劍㚨⣏ῤ䁢 2+ x = 3+ y ≥ 1炻⇯ x− y = 1 ᶼ x > −1, y > −2ˤ䔓⼿⮬線 L1

(ii) 劍㚨⣏ῤ䁢 2 + x = 1 ≥ 3 + y炻⇯ x = −1 ᶼ y < −2ˤ䔓⼿⮬線 L2

(iii) 劍㚨⣏ῤ䁢 3 + y = 1 ≥ 2 + x炻⇯ y = −2 ᶼ x < −1ˤ䔓⼿⮬線 L3

H(p) ⌛䁢ᶱ㡅⮬線ᶲ的溆 (x, y) ㇨㥳ㆸ的普⎰ˤ⤪圖 2.4ˤ

定義 2.3.4. 熱帶曲線 (tropical curve)

侫ㄖℑᾳ嬲數的熱帶多項式

p(x1, x2) =
⊕
i,j∈N

cij ⊙ x⊙i
1 ⊙ x⊙j

2

℞ H(p) 㗗⛐ R2 ᶲ的曲線炻䧙ᷳ䁢⸛朊ᶲ的 “熱帶曲線”ˤ

9
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圖 2.4: p(x, y) = 2⊙ x⊕ 3⊙ y ⊕ 1 的 H(p) 在 R2 的曲線圖形

範例 2.3.5. 熱帶䚜線 (tropical line)

Ḵ⃫ᶨ㫉熱帶多項式

p(x, y) = a⊙ x⊕ b⊙ y ⊕ c, a, b, c ∈ R

p : R2 → R, (x, y) 7→ max(a+ x, b+ y, c)

℞ H(p) 䁢 “↥數 p 中炻ᶵ㗗線⿏的㇨㚱溆 (x, y)” ㇨形ㆸ的普⎰炻⛐ R2 的熱帶

曲線圖形⊭⏓Ḯᶨ溆 (c− a, c− b)炻ẍ⍲⼨ (1, 1)ˣ(−1, 0)ˣ(0,−1) ᶱᾳ㕡⎹的⮬

線 (ẍ溆 (c− a, c− b) 䁢中⽫)炻⤪圖 2.5ˤㆹᾹ䧙 p(x, y) = a⊙ x⊕ b⊙ y ⊕ c 的

熱帶曲線䁢 “ᶨ㫉熱帶曲線”炻⍰䧙 “熱帶䚜線”ˤ

圖 2.5: 熱帶直線 Γ
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範例 2.3.6. 熱帶⚻抸曲線 (tropical conic)

侫ㄖḴ⃫Ḵ㫉熱帶多項式

p(x, y) = 1⊙ x2 ⊕ 1⊙ xy ⊕−3⊙ y2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2⊙ y ⊕ 2,

利用 H(p) 的⭂佑⍣妶論䓊䓇㚨⣏ῤ的項炻忚侴⎗䔓↢⛐ R2 的熱帶曲線圖形炻⤪

圖 2.6ˤ

圖 2.6: p(x, y) = 1⊙ x2 ⊕ 1⊙ xy ⊕−3⊙ y2 ⊕ 4⊙ x⊕ 2⊙ y ⊕ 2 的熱帶曲線

Ḵ⃫Ḵ㫉熱帶多項式

p(x, y) = a⊙ x2 ⊕ b⊙ xy ⊕ c⊙ y2 ⊕ d⊙ x⊕ e⊙ y ⊕ f,

ㆹᾹ䧙℞熱帶曲線圖形䁢 “Ḵ㫉熱帶曲線”炻⍰䧙 “熱帶⚻抸曲線”ˤᶲ徘ἳ

子 2.3.6⎒㗗熱帶⚻抸曲線的ᶨ䧖形式炻晐叿係數 a, b, c, d, e, f ᶵ⎴炻℞熱帶曲線

ḇᶵ⎴炻⯂㚱℞Ṿ形式ˤẍᶳ⮯介紹⎎ᶨ䧖䔓㱽炻利用⮵„的㕡式䔓↢熱帶曲

線ˤ

定義 2.3.7. ⮵„圖形 (the dual graph)

侫ㄖ⏓ℑᾳ嬲數的熱帶多項式

p(x1, x2) =
⊕

i=1,...,n

b(i) ⊙ x
a
(i)
1

1 ⊙ x
a
(i)
2

2 a
(i)
1 , a

(i)
2 ∈ N

= max{a(i)1 x1 + a
(i)
2 x2 + b(i)}

11
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Ẍ a(i) = (a
(i)
1 , a

(i)
2 )炻⮯忁ṃ溆 a(i) 忋崟Ἦ的↠普⎰䁢 ∆炻⛐ ∆ 中ả⍾ᶨ溆炻ℵ⮵

∆ 的怲↮⇍ ✪線炻⼿⇘曲線 Γ炻ㆹᾹ䧙㬌曲線 Γ 䁢 ∆ 的⮵„圖形ˤ

䈡⇍炻䔞 a
(i)
1 + a

(i)
2 = d 㗪炻ㆹᾹ䧙 p(x1, x2) 䁢ᶨᾳ d 㫉熱帶多項式炻℞溆

a(i) 忋崟Ἦ的↠普⎰炻ẍ ∆d 堐䣢ˤ

定義 2.3.8. 䈃枻子↮√ (Newton subdivision), ⸛㹹熱帶曲線 (smooth tropical

curve)

ᶨᾳ d 㫉熱帶多項式⛐ R2 ᶲ的 ∆d 炻劍ℵ忚埴↮√ἧ⼿㭷ᾳ子↮√悥⏰䎦朊䧵

䁢
1

2
的ᶱ奺形炻ㆹᾹ䧙忁㧋的↮√䁢 “䈃枻子↮√”炻侴⛐忁㧋↮√ᶳ的⮵„圖

形炻䧙䁢 “⸛㹹的熱帶曲線”ˤ

範例 2.3.9. (利用⮵„䔓ᶨ㫉熱帶曲線)

p(x, y) = a⊙ x⊕ b⊙ y ⊕ c

= a⊙ x1y0 ⊕ b⊙ x0y1 ⊕ c⊙ x0y0

⍾ a(1) = (1, 0), a(2) = (0, 1), a(3) = (0, 0)炻忋㍍ᶱ溆⼿朊䧵䁢
1

2
的ᶱ奺形 ∆1炻℞

⮵„圖形 Γ ⌛䁢ᶨ㫉熱帶曲線炻⤪圖 2.7ˤ

圖 2.7: ∆1 的對偶圖形為一次熱帶曲線

範例 2.3.10. (利用⮵„䔓Ḵ㫉熱帶⸛㹹曲線)

Ḵ㫉熱帶曲線炻⛐䈃枻子↮√ᶳ䓇ㆸ的⸛㹹曲線⎒㚱⚃䧖形式炻⤪圖 2.8ˤ
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圖 2.8: ∆2 的對偶圖形為二次熱帶曲線

範例 2.3.11. (利用⮵„䔓ᶱ㫉熱帶⸛㹹曲線)

ᶱ㫉熱帶曲線 (tropical cubic) 的ᶨ䧖子↮√㕡式炻⤪圖 2.9

13



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

圖 2.9: ∆3 的對偶圖形為三次熱帶曲線
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䫔ᶱ䪈 圖的因子理論

3.1 圖形中的因子

本文㇨妶論的圖形䁢㰺㚱徜⚰ˣ㰺㚱慵墯線㭝ˣᶼ䁢忋忂的㚱旸圖ˤ

定義 3.1.1. G 䁢ᶨᾳ㰺㚱䃉䩖怈線㡅的圖形烉

(1)G 中㇨㚱枪溆㥳ㆸ的普⎰炻姀ἄ V (G)ˤG 中㇨㚱枪溆數炻姀ἄ |V (G)|ˤ

(2)G 中㇨㚱線㭝㥳ㆸ的普⎰炻姀ἄ E(G)ˤG 中㇨㚱線㭝數炻姀ἄ |E(G)|ˤ

定義 3.1.2. 劍 v ∈ V (G)炻⇯

(1) 與枪溆 v 䚠惘的㇨㚱線㭝形ㆸ的普⎰䁢 Ev(G)ˤ

(2) 與枪溆 v 䚠惘的㇨㚱線㭝數炻姀ἄ val(v)ˤ

範例 3.1.3. ⤪圖 3.1.3炻侫ㄖ圖形 G炻

V (G) = {v1, v2, v3, v4}, E(G) = {e1, e2, e3, e4, e5, e6}

val(v1)=3, Ev1(G) = {e2, e3, e4}

..v2 .

v1

. v3.

v4

.

G

.

e3

.

e2

.
e1
.

e4

.
e5 .

e6

圖 3.1: 圖形 G
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定義 3.1.4. 圖形中的因子 (divisor )

⮯圖形 G 中的㭷ᾳ枪溆 v炻岎Ḱ㔜係數 av炻᷎ἄ線⿏䳬⎰⼴炻

D =
∑

v∈V (G)

av · v, av ∈ Z

䧙 D 䁢 G 的因子ˤ侴 G ᶲ㇨㚱因子㇨形ㆸ的普⎰炻ㆹᾹẍ Div(G) 堐䣢ˤ

因子 D 中炻⮵ㅱ枪溆 v 的係數 av ḇ⎗姀ἄ D(v)ˤD(v) ⮯ G 中枪溆⮵ㅱ⇘

㔜數炻㗗ᶨᾳ↥數炻⮯ V (G) ㇻ⇘ Z 的↥數ˤ

ㆹᾹḇ⎗忁㧋堐䣢因子 D炻

D =
∑

v∈V (G)

D(v) · v, D(v) ∈ Z

ˤ

定義 3.1.5. 因子的㫉數 (degree)

因子 D 中炻㇨㚱枪溆的係數␴炻䧙䁢因子 D 的㫉數炻姀ἄ deg(D)ˤ

Ṏ⌛烉劍 D ∈ Div(G)炻D =
∑

v∈V (G)

D(v) · v炻⇯ deg(D) =
∑

v∈V (G)

D(v)ˤ

範例 3.1.6. (圖形 G ᶲ的因子 D)

⤪圖炻⮯圖形 G 㭷ᾳ枪溆岎Ḱ㔜係數炻⼿⇘ᶨᾳ因子 D炻

..

2

.1 . -1.

G

.

v1

.
v3

.
v2

D = 2 · v1 + 1 · v2 + (−1) · v3,ᶼ deg(D) = 2 + 1 + (−1) = 2
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定義 3.1.7. 㚱㓰因子 (effective divisor)

劍因子 D 的㭷ᾳ係數䘮䁢朆屈的㔜數炻ㆹᾹ䧙忁㧋的朆屈因子䁢㚱㓰因子ˤ

姀ἄ烉D ≥ 0 ⇔ D(v) ≥ 0 , ∀v ∈ V (G)ˤ

範例 3.1.8. (㚱㓰因子)

..

2

.1 . 3.

G

.

因子 D

.

v1

.
v3

.
v2

.

1

. 0. 0.

G

.

因子 E

.

v1

.
v3

.
v2

因子 D 與因子 E 䘮䁢㚱㓰因子ˤ

ㆹᾹ㈲岎Ḱ㭷ᾳ枪溆㔜係數的↥數 f : V (G) → Z 吸普ㆸᶨᾳ普⎰炻⎓⬫ἄ

M(G)ˤℵἮ⭂佑ᶨᾳ㕘的廱㎃ ∆ : M(G) → Div(G)炻⮯ f 廱㎃ㆸ圖形ᶲ的因子

∆(f)ˤ

定義 3.1.9. ㉱㘖㉱㕗廱㎃ (Laplacian operator )

∆ : M(G) → Div(G)炻f ∈ M(G) 德忶 ∆ 廱㎃⼿⇘ᶨᾳ㕘的因子烉

∆(f) =
∑

v∈V (G)

∆v(f) · v

℞中枪溆 v 的係數

∆v(f) =val(v) · f(v)−
∑

e=wv∈Ev(G)

f(w)

=
∑

e=wv∈Ev(G)

(f(v)− f(w))

17
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範例 3.1.10. (㉱㘖㉱㕗廱㎃⼴的因子)

..v2 .

v1

.v3 .

�G

.

3

.2 . -1.

G

.

f 䓇ㆸ的因子

.

v1

.
v3

.
v2

.

5

. 2. -7.

G

.

因子 ∆(f)

.

v1

.
v3

.
v2

侫ㄖᶲ圖中的圖 G炻劍 f(v1) = 3, f(v2) = 2, f(v3) = −1炻䓙忁㧋的↥數 f 䓇ㆸ的

因子䁢 3v1 + 2v2 − v3ˤ䴻㉱㘖㉱㕗廱㎃⼴的係數烉

∆v1(f) = (3− 2) + (3− (−1)) = 5

∆v2(f) = (2− 3) + (2− (−1)) = 2

∆v3(f) = (−1− 3) + (−1− 2) = −7

⼿因子 ∆(f) = 5v1 + 2v2 − 7v3ˤ

㍍ᶳἮㆹᾹ要利用 ∆(f) 忁䧖因子炻Ἦ⭂佑 Div(G) 中因子的等價關係ˤ

定義 3.1.11. 等價關係 (equivalence relation)

D,E 䁢圖 G 中的ℑᾳ因子炻劍⬀⛐ᶨᾳ↥數 f炻ἧ⼿ D −E = ∆(f)炻⇯ㆹᾹ䧙

D,E ℑᾳ因子等價炻姀ἄ D ∼ Eˤ

ḇ⯙㗗婒烉劍 D,E ℑᾳ因子等價炻⇯ᶨ⭂⬀⛐ᶨᾳ↥數 f炻ἧ⼿ D−E = ∆(f)ˤ

範例 3.1.12. (等價因子)

侫ㄖ圖 G 中的ℑᾳ因子 D,E炻

D = 6v1 + 2v2 − 5v3,

E = v1 + 0v2 + 2v3,

⇒ D − E = 5v1 + 2v2 − 7v3

䓙ᶲἳ 3.1.10炻⎗䞍⬀⛐ᶨᾳ f(v1) = 3 , f(v2) = 2 , f(v3) = −1 的↥數 f ἧ⼿

D − E = ∆(f)ˤ
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3.2 The Chip-Firing Game

忁ᾳ⮷䭨炻ㆹᾹ要介紹ᶨᾳ⛐圖論ᶲ的遊戲 “chip-firing game”炻忁ᾳ遊戲的

䘤⯽⶚㚱Ḵ⋩幾⸜炻中攻䴻忶姙多數⬠⭞⮵夷⇯的ᾖ㓡與䞼䨞炻ἧ℞傥⣈ㅱ用⛐

冒䃞䥹⬠ˣ慹圵ˣ䴻㾇ᶲˤẍᶳ⮯介紹⛐䃉⎹圖 (undirected graph) ᶲ chip-firing

的ᶱ䧖䍑㱽烉

• Anders Björner, Lásló Lovász, Peter Shor(1991) 的 “䘤⮬䠶䇯遊戲” [4]

• Norman Biggs(1999) 的 “䘤⮬硬幣遊戲” [3]

• Matthew Baker, Serguei Norine(2007) 的 “搬硬幣遊戲” [2]

3.2.1 Björner-Lovász-Shor 的䘤⮬䠶䇯遊戲

Björner-Lovász-Shor(1991) 的 chip-firing 夷⇯⤪ᶳ烉

⛐ᶨᾳ “㚱旸ˣ忋忂ˣ䃉⎹” 的圖ᶲ炻ᶨ攳⥳㭷ᾳ枪溆ᶲ悥㓦㚱ᶨṃ䠶䇯炻暞ᾳㆾ

㬋㔜數ᾳˤ劍㚱㝸ᾳ枪溆 vi炻℞ᶲ朊的䠶䇯數 D(vi)炻⣏㕤ㆾ等㕤娚枪溆㇨忋㍍

的怲數 val(vi) 㗪炻⇯䦣≽⬫幓ᶲ的䠶䇯⇘䚠惘的枪溆炻䴎㭷ᾳ惘⯭⎬ᶨᾳ䠶䇯ˤ

ㆹᾹ䧙娚枪溆 “䘤⮬”(the vertex fires)ˤ䔞圖ᶲ的㭷ᾳ枪溆幓ᶲ䠶䇯數悥⮷㕤⬫㇨

忋㍍的怲數㗪炻㰺㚱枪溆⎗ẍ䘤⮬炻⇯忼䨑⭂䉨ン (stable)炻䳸㜇遊戲ˤ

ㆹᾹᶵ⥐䧙忁ᾳ chip-firing 䁢 “䘤⮬䠶䇯遊戲”ˤ

範例 3.2.1. (䘤⮬䠶䇯遊戲)

⤪圖 3.2ˤ

(i)圖的⇅⥳䉨ン D0炻因䁢 v1 ᶲ的䠶䇯數 D(v1) = 2炻val(v1) = 2炻D(v1) ≥

val(v1)炻㇨ẍ v1 䘤⮬炻搬䦣幓ᶲ䠶䇯䴎惘⯭炻㭷ᾳ惘⯭⎬ᶨᾳ炻嬲ㆸ䉨ン D1ˤ

(ii)䉨ン D1炻因䁢 v2 ᶲ的䠶䇯數 D(v2) ≥ val(v2)炻㇨ẍ v2 䘤⮬炻嬲ㆸ䉨ン D2ˤ

(iii)䉨ン D2炻㭷ᾳ枪溆ᶲ的䠶䇯數䘮⮷㕤⬫的惘怲數炻忼䨑⭂䉨ン炻遊戲䳸㜇ˤ
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..

2

.1. 0.

0

.

D0

.

v1

.

v4

.v2 . v3.

0

. 2. 0.

1

.

D1

.

v1

.

v4

. v2. v3.

1

. 0. 1.

1

.

D2

.

v1

.

v4

. v2. v3

圖 3.2: 發射碎片:D0 → D1 → D2

忁ᾳ遊戲⎗傥ᶵ㚫忼䨑⭂䉨ン炻侴䃉旸㫉⛘忚埴ᶳ⍣ˤ

範例 3.2.2. (䘤⮬䠶䇯遊戲⎗傥㚫䃉旸㫉忚埴)

⤪圖 3.3ˤ䉨ン E0炻v1 䘤⮬

⇒ 䉨ン E1炻v2 䘤⮬

⇒ 䉨ン E2炻v3 䘤⮬

⇒ 䉨ン E3炻v4 䘤⮬

⇒ 䉨ン E4(⎴E0)

忁ᾳ䍑㱽的䳸㝄炻㚱ᶳ朊⭂理 [4]烉

定理 3.2.3. Ẍ N 䁢䠶䇯䷥數 (N =
∑

D(v) , v ∈ V (G))炻

(1)⤪㝄 N > 2|E(G)| − |V (G)|炻遊戲㚫䃉旸㫉⛘䍑ᶳ⍣ (䃉㱽忼䨑⭂䉨ン)ˤ

(2)⤪㝄 N < |E(G)|炻㚫⛐㚱旸㫉㬍樇⼴䳸㜇遊戲 (忼䨑⭂䉨ン)ˤ

(3)⤪㝄 |E(G)| ≤ N ≤ 2|E(G)| − |V (G)|炻⇯䳸㝄ᶵᶨ⭂ˤ

定理 3.2.4. 劍䘤⮬䠶䇯遊戲⎗忼䨑⭂䉨ン炻⇯ᶵ論枪溆䘤⮬的枮⸷⤪何炻悥㚫
忼⇘ⓗᶨ的䨑⭂䉨ン (⌛䳸㜇遊戲㗪炻㚫㚱䚠⎴的䠶䇯↮Ự)ˤ

範例 3.2.5. (N = |E(G)| 㗪炻遊戲⎗䴻㚱旸㬍樇⼴䳸㜇炻ḇ⎗傥䃉旸㫉忚埴)

⤪圖 3.4ˤ䉨ン D ⎗ẍ忼䨑⭂炻䉨ン E ⇯ᶵ㚫忼䨑⭂䉨ンˤ
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圖 3.3: 發射碎片:E0 → E1 → E2 → E3 → E4(同E0)

3.2.2 N.Biggs 的䘤⮬硬幣遊戲

㍍ᶳἮ炻ㆹᾹ介紹 Norman Biggs(1999) ⛐ “㚱旸ˣ䃉⎹ˣ䃉徜⚰ˣ忋忂” 的

圖ᶲ忚埴的 chip-firing game炻⍰䧙 dollar gameˤ

N.Biggs 的遊戲夷⇯䁢烉⛐ᶨᾳ圖 G 中⃰怠⍾ᶨᾳ枪溆 v0 䔞䈡㬲溆 (a sink

vertex)ˤ昌Ḯ䈡㬲溆⢾炻㭷ᾳ枪溆 vi ᶨ攳⥳悥㓦㚱ᶨṃ硬幣 (暞ᾳㆾ㬋㔜數ᾳ)炻

v0 ⇯㑩㚱䃉旸多ᾳ硬幣ˤ⤪㝄 v0 ⢾的℞Ṿ枪溆 vi炻硬幣數⣏㕤ㆾ等㕤⬫㇨忋㍍

的怲數㗪炻⇯䘤⮬幓ᶲ的硬幣炻䴎與⬫䚠惘的㭷ᾳ枪溆⎬ᶨᾳ硬幣ˤ

䔞忁ṃ枪溆悥ᶵ⽭䘤⮬㗪炻ㆹᾹ䧙䁢 v0 䨑⭂䉨ン (v0-stable)炻㬌㗪⇯䓙䈡㬲

溆 v0 䘤⮬炻ᶨ䚜⇘圖 G ⍰↢䎦℞Ṿ⎗䘤⮬的溆ˤ忁ᾳ遊戲⎗ẍᶨ䚜䃉旸⛘䍑ᶳ

⍣ˤ

ㆹᾹᶵ⥐䧙 N.Biggs 的 chip-firing 䁢䘤⮬硬幣遊戲ˤ
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圖 3.4: 發射碎片，N = 4, |E(G)| = 4

範例 3.2.6. (䘤⮬硬幣遊戲)

夳圖 3.5與圖 3.6ˤ

(i)⛐圖 G炻怠㑯 v1 䁢䈡㬲溆炻℞Ṿ枪溆ᶲ㚱ᶨṃ硬幣炻⤪䉨ン D0ˤ

(ii)䉨ン D0 中炻v2 ᶲ的硬幣數⣏㕤⬫的惘怲數炻㇨ẍ䘤⮬硬幣炻⼿䉨ン D1ˤ

(iii)䉨ン D1 中炻v3 䘤⮬炻⼿䉨ン D2ˤ

(iv)䉨ン D2 中炻忼 v1 䨑⭂䉨ンˤ䓙 v1 䘤⮬炻⼿䉨ン D3ˤ

(v)䉨ン D3 中炻v2 ㆾ v4 䘤⮬炻ㆹᾹ怠㑯 v4 䘤⮬炻⼿䉨ン D4ˤ

..

v1

.v2. v3.

v4

.

G

.

P

. 4. 2.

0

.

D0

.

v1

.

v4

. v2. v3.

P

. 1. 3.

1

.

D1

.

v1

.

v4

. v2. v3

圖 3.5: 發射硬幣:D0 → D1

忁ᾳ䘤⮬硬幣遊戲⽆㝸ᾳ䉨ン D 攳⥳炻䘤⮬幾㫉⼴炻⤪㝄⍰⚆⇘⍇Ἦ䉨ン

D炻ㆹᾹ䧙䉨ン D 䁢⽒䑘䉨ン (recurrent)炻⤪䭬ἳ 4.2.1中的 D4 = D0 䁢ᶨᾳ⽒

䑘䉨ンˤ
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圖 3.6: 發射硬幣:D2 → D3 → D4

⤪㝄䉨ン D 㗗ᶨᾳ v0 䨑⭂䉨ン炻⍰䘤⮬幾㫉⼴炻⤪㝄⍰⚆⇘䉨ン D ㆹᾹ䧙

䉨ン D 䁢冐䓴䉨ン (critical)ˤ

範例 3.2.7. (冐䓴䉨ン)

夳圖 3.7與圖 3.8ˤ

..

P

.1. 2.

0

.

E0

.

v1

.

v4

.v2 . v3.

P

. 2. 3.

1

.

E1

.

v1

.

v4

. v2. v3

圖 3.7: 特殊點發射硬幣:E0 → E1

(i) 䉨ン E0 䁢 v1 䨑⭂䉨ン炻v1 䘤⮬炻⼿䉨ン E1ˤ

(ii) 䉨ン E1炻v3 䘤⮬炻⼿䉨ン E2ˤ

(iii) 䉨ン E2炻v2 䘤⮬炻⼿䉨ン E3ˤ

(iv) 䉨ン E3炻v4 䘤⮬炻⍰⚆⇘䉨ン E0ˤ

㇨ẍ E0 㗗ᶨᾳ冐䓴䉨ンˤ

定理 3.2.8. 䴎⭂ᶨᾳ⇅⥳䉨ン炻䴻ᶨ忋ᷚ的䘤⮬硬幣⼴炻悥㚫⮶农⇘ᶨᾳ冐䓴
䉨ンˤ㭷ᾳ⇅⥳䉨ン悥㚱ⓗᶨ的冐䓴䉨ンˤ
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圖 3.8: 發射硬幣的循環狀態:E0 → E1 → E2 → E3 → E0

3.2.3 Baker-Norine 的搬硬幣遊戲

⛐ 2007 ⸜炻Baker-Norine ᾖ㓡的遊戲夷⇯⤪ᶳ烉

崟⇅㭷ᾳ枪溆ᶲ悥㚫㚱ᶨṃ硬幣炻⎗傥㬋㔜數ˣ⎗傥暞ˣ⎗傥屈㔜數ˤ劍䁢屈㔜

數炻䧙娚枪溆 “屈⁝”ˤ⎗ảシ怠㑯ᶨᾳ枪溆䁢中⽫炻䃞⼴搬ℍㆾ搬↢硬幣炻ḇ⯙

㗗⎗ẍ䦣≽幓ᶲ的硬幣䴎惘⯭ (䚠惘的㭷ᾳ枪溆⎬ᶨᾳ硬幣)炻ㆾ㗗⽆㭷ᾳ惘⯭幓

ᶲ⎬⼿ᶨᾳ硬幣ˤ

因䁢㇨㚱的硬幣炻⎒㗗⛐枪溆攻䦣≽炻㇨ẍ硬幣䷥數ᶵ㚫㓡嬲ˤ忁ᾳ遊戲的

䚖的炻㗗ⶴ㛃䴻忶ᶨ忋ᷚ的搬≽硬幣⼴炻ἧ⼿㰺㚱枪溆㗗屈⁝的䉨ン炻⌛䔞㇨㚱

枪溆ᶲ的硬幣數⣏㕤ㆾ等㕤暞炻⯙ㆸ≇⛘䳸㜇遊戲ˤㆹᾹᶵ⥐䧙 Baker-Norine 的

chip-firing 䁢搬硬幣遊戲ˤ

範例 3.2.9. 夳圖 3.9ˤ⇅⥳䉨ン D0

(i)⛐䉨ン D0 中炻怠㑯 v4炻⽆㭷ᾳ惘⯭幓ᶲ⎬⼿⇘ᶨᾳ硬幣炻嬲ㆸ䉨ン D1ˤ

(ii)⛐䉨ン D1 中炻怠㑯 v3炻↮䴎㭷ᾳ惘⯭⎬ᶨᾳ硬幣炻嬲ㆸ䉨ン D2ˤ

䉨ン D2 ᶲ的㰺㚱枪溆㗗屈⁝炻䳸㜇遊戲ˤ

忁ᾳ䍑㱽㚱ẍᶳ的⿏岒與⭂理ˤ

性質 3.2.10. [2]

(1)劍忁ᾳ遊戲㗗⎗ㆸ≇的炻⇯⎗ẍ⎒䴻忶ᶨ忋ᷚ的搬ℍ硬幣炻侴䳸㜇遊戲ˤ
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圖 3.9: 搬硬幣遊戲:D0 → D1 → D2

(2)䔞ㆹᾹ⎒德忶搬ℍ硬幣Ἦ忼⇘ㆸ≇㗪炻與怠㑯⒒ᶨᾳ枪溆Ἦ㑵ἄ的枮⸷䃉關ˤ

圖 G 本幓的✳ンẍ⍲硬幣䷥數 N 㚫關係搬硬幣遊戲㗗⏎⎗ẍㆸ≇䳸㜇ˤ

定理 3.2.11. (圖 G 的✳ン與硬幣䷥數 N ⼙枧遊戲)

圖 G ᶲ的䉨ン D炻N = deg(D)炻ᶼẌ g = |E(G)| − |V (G)|+ 1炻⇯

(1)劍 N ≥ g炻忁ᾳ遊戲ᶨ⭂⎗⛐㚱旸㫉㑵ἄ⼴ㆸ≇䳸㜇ˤ

(2)劍 N < g炻⇯ᶵᶨ⭂⎗ẍㆸ≇ˤ

範例 3.2.12. (N = 3 , g = 3)

⤪圖 3.10ˤ因䁢 N ≥ g炻忁ᾳ遊戲⎗䴻㚱旸㫉㑵ἄ⼴ㆸ≇䳸㜇ˤㆹᾹ⎗ẍ⎒利

..2 .

-1

. -3.

5

.
v2

.
v3

.

v1

.
v4

圖 3.10: N = 3 , g = 3

用搬ℍ硬幣的≽ἄ炻ㆸ≇䳸㜇遊戲ˤὅ⸷ẍᶳ朊枪溆䁢中⽫㑵ἄ (搬ℍ硬幣)烉

v3, v1, v3, v2, v1ˤ
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範例 3.2.13. (N = 1 , g = 1)

⤪圖 3.11炻因䁢 N ≥ g炻忁ᾳ遊戲⎗䴻㚱旸㫉㑵ἄ⼴ㆸ≇䳸㜇ˤὅ⸷ẍᶳ朊枪溆
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1
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1

. 0. -1.
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v4
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圖 3.11: N = 1 , g = 1

䁢中⽫㑵ἄ (搬ℍ硬幣)烉v3, v3, v5, v6, v4, v5, v6ˤ

範例 3.2.14. (N = 0 , g = 1)

⤪圖 3.12ˤ䉨ン D 㗪炻遊戲㚫䃉旸忚埴ˤ䉨ン E 㗪炻遊戲⎗ẍㆸ≇䳸㜇ˤ
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圖 3.12: N = 0 , g = 1
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䫔⚃䪈 熱帶幾何的因子理論

4.1 熱帶幾何中的因子

䁢Ḯ⮯圖的因子理論⺞Ỡㅱ用⇘熱帶幾何ᶲ炻ㆹᾹ䦣昌熱帶曲線中的⮬線悐

↮炻⎒䔁ᶳ枪溆與線㭝炻忁㧋的圖形ὧ㺧嵛⇵ᶨ䪈 “圖” 的㡅ẞ炻ὧ⎗用⎴㧋的

㕡㱽Ἦ⭂佑熱帶曲線ᶲ的因子炻᷎妶論䚠關⿏岒ˤ㇨ẍ本文妶論的熱帶幾何因子

理論㗗⺢䩳⛐ “䦣昌⮬線⼴的熱帶圖形 Γ” ᶲˤ

範例 4.1.1. 䓙圖 2.7䞍⍇本ᶨ㫉熱帶曲線圖形 (⊭⏓枪溆⍲⮬線) 䁢

..v0

䦣昌⮬線⼴的ᶨ㫉熱帶曲線圖形 Γ ὧ⎒∑ᶳᶨᾳ溆

..v0

範例 4.1.2. 䓙圖 2.8䞍⚃䧖Ḵ㫉熱帶曲線中㚱ᶨ䧖形式䁢
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. v3. v4

䦣昌⮬線⼴的Ḵ㫉熱帶曲線䁢

..

v1

.

v2

. v3. v4

範例 4.1.3. ⎎ᶨ䧖Ḵ㫉熱帶曲線䦣昌⮬線⼴

..v2.

v3

.

v1

. v4. v2.

v3

.

v1

. v4

範例 4.1.4. (ᶨᾳᶱ㫉熱帶曲線䦣昌⮬線⼴)
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定義 4.1.5. Γ 䁢䦣昌⮬線⼴的熱帶曲線圖形烉

(1)Γ 中㇨㚱枪溆㥳ㆸ的普⎰炻姀ἄ V (Γ)ˤΓ 中㇨㚱枪溆數炻姀ἄ |V (Γ)|ˤ

(2)Γ 中㇨㚱線㭝㥳ㆸ的的普⎰炻姀ἄ E(Γ)ˤΓ 中㇨㚱線㭝數炻姀ἄ |E(Γ)|ˤ

定義 4.1.6. 劍 v ∈ V (Γ)炻⇯

(1) 與枪溆 v 䚠惘的㇨㚱線㭝形ㆸ的普⎰䁢 Ev(Γ)ˤ

(2) 與枪溆 v 䚠惘的㇨㚱線㭝數炻姀ἄ val(v)ˤ

定義 4.1.7. 暊㔋✳的熱帶因子 (discrete tropical divisor)

⮯熱帶圖形 Γ 中的㭷ᾳ枪溆炻岎Ḱ㔜係數炻᷎ἄ線⿏䳬⎰⼴炻

D =
∑

v∈V (Γ)

D(v) · v, D(v) ∈ Z

䧙 D 䁢 Γ 的暊㔋✳因子ˤ侴 Γ ᶲ㇨㚱因子㇨形ㆸ的普⎰炻ㆹᾹẍ Div(Γ) 堐䣢ˤ

本文㍍ᶳἮ妶論的䘮䁢暊㔋✳熱帶因子炻ὧ䚜㍍䯉䧙熱帶因子ˤ

定義 4.1.8. 熱帶因子的㫉數 (degree)

因子 D 中炻㇨㚱枪溆的係數␴炻䧙䁢因子 D 的㫉數炻姀ἄ deg(D)ˤ

Ṏ⌛烉劍 D ∈ Div(Γ)炻D =
∑

v∈V (Γ)

D(v) · v炻⇯ deg(D) =
∑

v∈V (Γ)

D(v)ˤ
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圖 4.1: 二次熱帶曲線 Γ

⇵ᶨ䪈⛐圖形的因子中炻ㆹᾹ㚦介紹ᶨ䧖廱㎃烉㉱㘖㉱㕗廱㎃ˤ㍍叿ḇ⮯用

⎴㧋㕡㱽⛐熱帶因子ᶲ⭂佑忁䧖廱㎃炻⼿⇘ᶨᾳ㕘的因子ˤ

椾⃰㈲岎Ḱ㭷ᾳ枪溆㔜係數的↥數 f : V (Γ) → Z 吸普ㆸᶨᾳ普⎰炻⎓⬫ἄ

M(Γ)ˤℵἮ⭂佑ᶨᾳ㕘的廱㎃ ∆ : M(Γ) → Div(Γ)炻⮯ f 廱㎃ㆸ圖形ᶲ的因子

∆(f)ˤ

定義 4.1.9. 熱帶因子的㉱㘖㉱㕗廱㎃ (Laplacian operator )

∆ : M(Γ) → Div(Γ)炻f ∈ M(Γ) 德忶 ∆ 廱㎃⼿⇘ᶨᾳ㕘的因子烉

∆(f) =
∑

v∈V (Γ)

∆v(f) · v

℞中

∆v(f) =val(v) · f(v)−
∑

e=wv∈Ev(Γ)

f(w)

=
∑

e=wv∈Ev(Γ)

(f(v)− f(w))

範例 4.1.10. 侫ㄖ圖 4.1的Ḵ㫉熱帶曲線 Γˤ

劍 f(v1) = 3, f(v2) = 1, f(v3) = 0, f(v4) = −2炻忁㧋的↥數 f 㚫䓇ㆸᶨᾳ因子炻

⤪圖 4.2ˤ忁ᾳ因子䴻㉱㘖㉱㕗廱㎃的係數烉

∆v1(f) = (3− 1) = 2

∆v2(f) = (1− 3) + (1− 0) = −1

∆v3(f) = (0− 1) + (0− (−2)) = 1

∆v4(f) = (−2− 0) = −2
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.
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v4
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∆(f)

圖 4.2: ∆(f) = 2 · v0 − 1 · v1 + 1 · v2 − 2 · v3

因㬌廱㎃⼴的㕘因子䁢

∆(f) = 2 · v1 − 1 · v2 + 1 · v3 − 2 · v4.

範例 4.1.11. ⤪圖 4.3ˤ侫ㄖḴ㫉熱帶曲線 Γ炻f(v1) = a, f(v2) = b, f(v3) =

c, f(v4) = d炻忁㧋的↥數 f 䴻㉱㘖㉱㕗廱㎃烉

v1的係數∆v1(f) = a− b

v2的係數∆v2(f) = (b− a) + (b− c) = 2b− a− c

v3的係數∆v3(f) = (c− b) + (c− d) = 2c− b− d

v4的係數∆v4(f) = d− c

因㬌

∆(f) = (a− b)(v1) + (2b− a− c)(v2) + (2c− b− d)(v3) + (d− c)(v4)

附註 4.1.12. 劍ㆹᾹ゛要找⇘ᶨᾳ↥數 f ἧ⼿ ∆(f) ℞⚃ᾳ枪溆係數↮⇍䁢

∆v1(f) = a′ , ∆v2(f) = b′ , ∆v3(f) = c′ , ∆v4(f) = d′炻⇯利用ᶲἳ 4.1.11微㍐⼿

f(v1), f(v2), f(v3), f(v4) 關係⤪ᶳ烉

f(v1) = a = d+ (3a′ + 2b′ + c′)

f(v2) = b = d+ (2a′ + 2b′ + c′)

f(v3) = c = d+ (a′ + b′ + c′)

f(v4) = d
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f 䓇ㆸ的因子
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Γ

.

a′

.

b′

. c′. d′.

v1
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.
v3

.
v4

.

∆(f)

圖 4.3: 係數 a, b, c, d 與 a′, b′, c′, d′ 的關係

性質 4.1.13. 劍 f1, f2 ∈ M(Γ)炻⇯ ∆(f1) + ∆(f2) = ∆(f1 + f2)

定理 4.1.14. 劍 f ∈ M(Γ)炻⇯ deg(∆(f)) = 0

證明.

deg(∆(f)) =
∑

v∈V (Γ)

∆v(f)

=
∑

v∈V (Γ)

∑
e=vw∈Ev(Γ)

(f(v)− f(w))

⯙㭷ᾳ枪溆 vi 侴妨炻䚠惘Ḯ幾ᾳ怲炻⬫的係數 f(vi) ⯙㚫≈幾㫉烊侴䚠惘Ḯ幾ᾳ

怲炻⯙㚫塓㷃㌱幾㫉ˤ

deg(∆(f)) =
∑

v∈V (Γ)

(val (v)f(v)− val (v)f(v))

=
∑

v∈V (Γ)

0

= 0

ầ䄏⇵ᶨ䪈炻ㆹᾹ⭂佑⛐熱帶曲線ᶲℑ因子的等價關係ˤ

定義 4.1.15. 熱帶因子的等價 (equivalence)

D,E 䁢熱帶曲線ᶲ的ℑ因子炻劍⬀⛐ᶨᾳ↥數 f炻ἧ⼿ D − E = ∆(f)炻⇯ㆹᾹ

䧙 D,E ℑᾳ因子等價炻姀ἄ D ∼ Eˤ

ḇ⯙㗗婒烉劍 D,E ℑᾳ因子等價炻⇯ᶨ⭂⬀⛐ᶨᾳ↥數 f炻ἧ⼿ D−E = ∆(f)ˤ
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範例 4.1.16. 侫ㄖ圖 4.1的Ḵ㫉熱帶曲線ˤ劍㚱ℑ因子 D,E ↮⇍䁢烉

D = −1v1 + 0v2 + 1v3 + 2v4,

E = 1v1 − 1v2 + 2v3 + 0v4,

⇒ E −D = 2v1 − 1v2 + 1v3 − 2v4

䓙旬姣 4.1.12䞍忻炻⬀⛐ᶨᾳ f(v1) = 3, f(v2) = 1, f(v3) = 0, f(v4) = −2 的↥數

f炻ἧ⼿ E −D = ∆(f)ˤ㇨ẍ D 與 E 等價ˤ

性質 4.1.17. D1, D2, E1, E2 䘮䁢熱帶曲線ᶲ的因子ˤ

劍 D1 與 E1 等價炻D2 與 E2 等價炻⇯因子 D1 +D2 ḇ㚫與因子 E1 + E2 等價ˤ

⌛烉

D1 ∼ E1 , D2 ∼ E2 ⇒ (D1 +D2) ∼ (E1 + E2)

定理 4.1.18. 劍熱帶曲線ᶲ的ℑᾳ因子等價炻⇯忁ℑᾳ因子的係數␴㚫䚠等ˤ
⌛烉

D ∼ E ⇒ deg(D) = deg(E)

證明. 因䁢ℑ因子 D,E 等價炻㇨ẍ⬀⛐ᶨᾳ↥數 f : V (Γ) → Z炻ἧ⼿

D − E = ∆(f) ⇒ D = E +∆(f)

㇨ẍ

deg(D) = deg(E +∆(f)) = deg(E) + deg(∆(f))

䓙⭂理 4.1.14䞍 deg(∆(f)) = 0炻㇨ẍ deg(D) = deg(E)

4.2 搬硬幣遊戲與因子等價的關係

⇵ᶨ䪈ㆹᾹ介紹忶 chip-firing game 的ᶱ䧖䍑㱽ˤㆹᾹ⮯ㅱ用 Baker-Norine

的搬硬幣遊戲⛐暊㔋✳熱帶曲線的因子ᶲ烉⛐圖形ᶲ炻⎗ẍả怠ᶨ枪溆炻搬ℍ硬

幣 (⽆㭷ᾳ惘⯭幓ᶲ⼿⇘ᶨᾳ硬幣) ㆾ搬↢硬幣 (䴎㭷ᾳ惘⯭⎬ᶨᾳ硬幣)ˤ
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範例 4.2.1. (⛐熱帶曲線因子ᶲ的搬硬幣遊戲)

⤪圖 4.4炻侫ㄖḴ㫉熱帶曲線 Γ ᶲ的ᶨᾳ因子

D0 = −1v1 + 0v2 − 1v3 + 3v4

(i) ⛐ D0 ᶲ怠㑯 v1炻搬ℍ硬幣ˤ⽆䚠惘的枪溆 v2 ᶲ⼿⇘ᶨ⃫炻⇯ v2 ⮹ᶨ⃫炻嬲

ㆸ因子 D1ˤ⤪圖 4.5ˤ

(ii) ⛐ D1 ᶲ怠㑯 v2炻搬ℍ硬幣ℑ㫉ˤ⽆䚠惘枪溆 v1, v3 ᶲ⎬㊧⼿ℑ⃫炻嬲ㆸ因子

D2ˤ⤪圖 4.6ˤ

(iii) ⛐ D2 ᶲ怠㑯 v3炻搬↢硬幣ˤ䚠惘枪溆 v2, v4 ᶲ⎬⼿⇘ᶨ⃫炻v3 ㎵⣙ℑ⃫炻

嬲ㆸ因子 D3ˤ⤪圖 4.7ˤ

(iv) ⛐ D3 ᶲ怠㑯 v4炻搬↢硬幣ℑ㫉ˤ䚠惘枪溆 v3 ⼿⇘ℑ⃫炻嬲ㆸ因子 D4ˤ⤪

圖 4.8ˤ
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v1
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v4

.

D0

.

Γ

圖 4.4: D0 = −1v1 + 0v2 − 1v3 + 3v4
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. -1. 3.

v1
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v2
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v3

.
v4
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Γ

圖 4.5: D1 = 0v1 − 1v2 − 1v3 + 3v4
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圖 4.6: D2 = −2v1 + 3v2 − 3v3 + 3v4
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圖 4.7: D3 = −2v1 + 4v2 − 5v3 + 4v4
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圖 4.8: D4 = −2v1 + 4v2 − 3v3 + 2v4
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範例 4.2.2. ㈧ᶲἳ 4.2.1炻因子 D0 䴻搬硬幣遊戲嬲ㆸ因子 D4炻㬌㗪

D4 −D0 = −1v1 + 4v2 − 2v3 − 1v4

䓙旬姣 4.1.12炻ㆹᾹ⍾

f(v1) = 1 , f(v2) = 2 , f(v3) = −1 , f(v4) = −2

㚫ἧ⼿ ∆(f) = −1v1 + 4v2 − 2v3 − 1v4ˤ因㬌 D0 與 D4 等價ˤ

附註 4.2.3. ḳ⮎ᶲ炻↥數 f ᶵⓗᶨˤ

劍 f(v1) = a , f(v2) = b , f(v3) = c , f(v4) = d炻䔞 a = d+ 3, b = d+ 4, c = d+ 1

㗪炻悥⎗⼿⇘ ∆(f) = −1v1+4v2−2v3−1v4ˤἳ⤪烉f(v1) = 3 , f(v2) = 4 , f(v3) =

1 , f(v4) = 0ˤ

ẍᶳ䁢Ḯ䯉㻼堐䣢搬ℍㆾ搬↢硬幣炻ㆹᾹẍ “㑵ἄ 1 㫉” 堐䣢 “搬ℍ硬幣ᶨ

㫉”炻ẍ “㑵ἄ −1 㫉” 堐䣢 “搬↢硬幣ᶨ㫉”ˤ

範例 4.2.4. (劍 D,E ℑ因子等價炻D 㗗⏎⎗䴻忶搬硬幣⼴嬲ㆸ E)

Ḵ㫉曲線 Γ ᶲ的ℑ因子

D = −1v1 + 0v2 + 1v3 + 2v4,

E = 1v1 − 1v2 + 2v3 + 0v4,

䓙䭬ἳ 4.1.16䞍炻D,E 等價ˤㆹᾹ⎗▿娎利用搬硬幣遊戲⮯因子 D 嬲ㆸ因子 E炻

㑵ἄ⤪ᶳ烉

⮵ v1 㑵ἄ 3 㫉 , ⮵ v2 㑵ἄ 1 㫉 , ⮵ v3 㑵ἄ 2 㫉 , ⮵ v4 㑵ἄ −2 㫉

ḳ⮎ᶲ炻㑵ἄᶵⓗᶨ炻ḇ⎗ẍ㗗

⮵ v1 㑵ἄ 5 㫉 , ⮵ v2 㑵ἄ 3 㫉 , ⮵ v3 㑵ἄ 2 㫉 , ⮵ v4 㑵ἄ 0 㫉

(ㆹᾹ⮯㕤䭬ἳ 4.2.8婒㖶⤪何找⇘忁㧋的㑵ἄˤ)
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ẍᶲℑᾳἳ子炻℞⮎ᶵ㗗„䃞ˤ㍍ᶳἮㆹᾹ用⎎ᶨᾳ㕡式Ἦ䚳搬硬幣遊戲與

等價ᷳ攻的關係ˤ

⛐Ḵ㫉熱帶曲線 Γ ᶲ搬硬幣炻ẍ v1 䁢中⽫炻㑵ἄ 1 㫉 (搬ℍ硬幣ᶨ㫉)炻℞

硬幣㳩≽ね形⤪圖ˤ

..

1

.

-1

. 0. 0.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

Γ

㗗⏎⬀⛐ f1 ἧ⼿ ∆(f1) = 1v1 − 1v2 + 0v3 + 0v4烎

利用旬姣 4.1.12的代數忳算炻⎗ẍ⍾ f1(v1) = 1 , f1(v2) = 0 , f1(v3) = 0 , f1(v4) =

的↥數 f1炻㺧嵛㇨㯪ˤ

附註 4.2.5. ḳ⮎ᶲ炻f ᶵⓗᶨˤ

劍 f(v1) = a, f(v2) = b, f(v3) = c, f(v4) = d炻䔞 a = d+ 1 , b = c = d 㗪炻悥⎗⼿

⇘ ∆(f1) = 1v1 − 1v2 + 0v3 + 0v4ˤ

ἳ⤪烉f(v1) = 0, f(v2) = −1, f(v3) = −1, f(v4) = −1ˤ

⎴理炻ẍ v2 䁢中⽫炻㑵ἄ 1 㫉 (搬ℍ硬幣ᶨ㫉)炻℞硬幣㳩≽ね形⤪圖ˤ
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-1

.

2

. -1. 0.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

Γ

利用旬姣 4.1.12炻⎗ẍ⍾ a = 0, b = 1, c = 0, d = 0炻⌛找⇘ᶨᾳ f2(v1) =

0, f2(v2) = 1, f2(v3) = 0, f2(v4) = 0的↥數 f2炻ἧ⼿∆(f2) = −1v1+2v2−1v3+0v4ˤ
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圖 4.9: f1 與 ∆(f1) = 1v1 − 1v2 + 0v3 + 0v4

附註 4.2.6. ḳ⮎ᶲ炻f ᶵⓗᶨˤa, b, c, d 㺧嵛 a = d, b = d + 1, c = d 㗪炻

∆(f2) = −1v1 + 2v2 − 1v3 + 0v4

ἳ⤪烉f2(v1) = −1, f2(v2) = 0, f2(v3) = −1, f2(v4) = −1.

䓙ᶲ徘㕡㱽炻ㆹᾹ⎗⍾ᶳ朊⚃ᾳ↥數

f1(v) =

 1, v = v1

0, v ̸= v1

f2(v) =

 1, v = v2

0, v ̸= v2

f3(v) =

 1, v = v3

0, v ̸= v3

f4(v) =

 1, v = v4

0, v ̸= v4

䔞 i = 1, 2, 3, 4 㗪炻fi 與因子 ∆(fi) 的⮵ㅱ⤪圖 4.9军圖 4.12ˤ

fi 忁ᾳ↥數代堐シ佑的㗗 “ẍ vi 䁢中⽫炻㑵ἄ 1 㫉 (搬ℍ硬幣ᶨ㫉)”烊ẍ

−fi 堐䣢 “ẍ vi 䁢中⽫炻㑵ἄ −1 㫉 (搬↢硬幣ᶨ㫉)”ˤ搬硬幣的㭷㫉㑵ἄ⯙㗗

±fi炻多㫉㑵ἄ⇯㗗 f1, f2, f3, f4 的線⿏䳬⎰炻Ẍ䁢 f炻侴硬幣㳩⎹ね形炻⇯㗗

∆(f1), ∆(f2), ∆(f3), ∆(f4) 的線⿏䳬⎰炻⌛ ∆(f)ˤ⍇本因子 D炻䴻搬ℍㆾ搬↢

硬幣炻係數㓡嬲Ḯ炻⼴Ἦ的䉨ン⌛因子 E = D +∆(f)ˤ
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圖 4.10: f2 與 ∆(f2) = −1v1 + 2v2 − 1v3 + 0v4
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圖 4.11: f3 與 ∆(f3) = 0v1 − 1v2 + 2v3 − 1v4
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圖 4.12: f4 與 ∆(f4) = 0v1 + 0v2 − 1v3 + 1v4
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範例 4.2.7. 侫ㄖḴ㫉熱帶曲線 Γ炻D = 2v1 + 3v2 − 4v3 + 1v4

忚埴ẍᶳ㑵ἄ烉

ẍ v1 䁢中⽫炻㑵ἄ −2 㫉 (搬↢硬幣 2 㫉)炻

ẍ v2 䁢中⽫炻㑵ἄ −1 㫉 (搬↢硬幣 1 㫉)炻

ẍ v3 䁢中⽫炻㑵ἄ 3 㫉 (搬ℍ硬幣 3 㫉)炻

ẍ v4 䁢中⽫炻㑵ἄ 3 㫉 (搬ℍ硬幣 3 㫉)ˤ

⼿⇘ E = 1v1 + 0v2 + 0v3 + 1v4ˤ

硬幣㳩≽ね形 E −D 䁢

∆(f) = −2 ·∆(f1)− 1 ·∆(f2) + 3 ·∆(f3) + 3 ·∆(f4),

℞中

f = −2f1 − f2 + 3f3 + 3f4.

㇨ẍ D 與 E 等價ˤ

⍵ᷳ炻ℑᾳ等價的因子 D,E 攻炻䚠ⶖ ∆(f)炻⎗利用旬姣 4.1.12炻找⇘↥數

f炻℞中 f 㗗 f1, f2, f3, f4 的線⿏䳬⎰炻ὧ⎗䞍忻⤪何⛐⎬枪溆ᶲ利用搬ℍㆾ搬

↢硬幣幾㫉炻因子 D ⎗嬲ㆸ因子 Eˤ

範例 4.2.8. (临䭬ἳ 4.2.4)

因䁢⬀⛐ᶨᾳ㺧嵛 f(v1) = 3, f(v2) = 1, f(v3) = 0, f(v4) = −2 的↥數 f ἧ⼿

E −D = ∆(f) = 2v1 − 1v2 + 1v3 − 2v4炻㇨ẍ D 與 E 等價ˤ䓙↥數 f ⎗䞍炻ㆹ

Ᾱ⮵因子 D 忚埴ẍᶳ㑵ἄὧ⎗⼿⇘因子 E烉

ẍ v1 䁢中⽫㑵ἄ 3 㫉炻ẍ v2 䁢中⽫㑵ἄ 1 㫉炻

ẍ v3 䁢中⽫㑵ἄ 0 㫉炻ẍ v4 䁢中⽫㑵ἄ −2 㫉

ḳ⮎ᶲ炻㕡㱽ᶵⓗᶨˤ利用旬姣 4.1.12ḇ⎗找℞Ṿ↥數 f ἧ⼿ ∆(f) =

2v1 − 1v2 + 1v3 − 2v4炻ἳ⤪烉f(v1) = 5, f(v2) = 3, f(v3) = 2, f(v4) = 0ˤ㬌㗪的㑵

ἄ䁢
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ẍ v1 䁢中⽫㑵ἄ 5 㫉炻ẍ v2 䁢中⽫㑵ἄ 4 㫉炻

ẍ v3 䁢中⽫㑵ἄ 2 㫉炻ẍ v4 䁢中⽫㑵ἄ 0 㫉ˤ

範例 4.2.9. 侫ㄖḴ㫉熱帶曲線的ℑ因子

D = 1v1 − 1v2 + 0v3 + 1v4

E = 2v1 + 0v2 − 3v3 + 2v4

⇒ E −D = 1v1 + 1v2 − 3v3 + 1v4

因䁢⬀⛐ f(v1) = 3, f(v2) = 2, f(v3) = 0, f(v4) = 1 的↥數 f炻℞ ∆(f) =

1v1 + 1v2 − 3v3 + 1v4炻㇨ẍ D 與 E 等價炻ᶼ D ⎗䴻䓙搬硬幣嬲ㆸ E烉

ẍ v1 䁢中⽫㑵ἄ 3 㫉炻ẍ v2 䁢中⽫㑵ἄ 2 㫉炻

ẍ v3 䁢中⽫㑵ἄ 0 㫉炻ẍ v4 䁢中⽫㑵ἄ 1 㫉ˤ

䓙ᶲ朊ἳ子的妶論忶䦳炻ㆹᾹ㚱ᶳ朊的⭂理ˤ

定理 4.2.10. 劍 D,E 䁢熱帶曲線 Γ ᶲ的暊㔋✳熱帶因子, 侴 D, E ↮⇍代堐因

子 D,E ⛐搬硬幣遊戲㗪的䉨ン炻因子 D 與 E 等價, 劍ᶼ䁢劍 D ⎗䴻搬硬幣遊

戲嬲ㆸ Eˤ

證明. ㆹᾹ⎗ẍ䴎ᶨᾳ↥數Ἦ代堐搬硬幣的㭷㫉㑵ἄ烉

⮵枪溆 vi 㑵ἄᶨ㫉 (⌛ẍ vi 䁢中⽫炻⽆䚠惘枪溆⎬⼿係數 1)炻用ᶳ↿↥數堐ᷳ烉

fi(v) =

 1, v = vi

0, v ̸= vi

侴忁ᾳ↥數 fi 䓇ㆸ的因子炻䴻㉱㘖㉱㕗廱㎃⼴的 ∆(fi)炻⌛䁢搬硬幣遊戲中枪溆

係數㳩≽的ね形ˤ`姕圖形中㚱 n ᾳ枪溆 v1, v2, ..., vn炻⛐⎬枪溆ᶲ忚埴搬硬幣的

多㫉㑵ἄ炻℞代堐的↥數⌛䁢 f1, f2, f3, ..., fn 的線⿏䳬⎰炻侴枪溆係數㳩≽的ね

形⌛䁢 ∆(f1), ∆(f2), ∆(f3), ..., ∆(fn) 的線⿏䳬⎰炻Ẍ䁢 ∆(f)ˤ因㬌多㫉㑵ἄ⼴

的因子 E = D +∆(f)炻㇨ẍℑ因子 D 與 E 㚫等價ˤ
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⍵ᷳ炻劍ℑ因子 D 與 E 等價炻⇯⬀⛐↥數 f ἧ⼿ E −D = ∆(f)ˤḇ⯙㗗

E = D+∆(f)炻℞中 ∆(f) ⎗找⇘㗗䓙⾶㧋的↥數 f 廱㎃Ἦ的因子炻侴↥數 f 㚫

㗗 fi 的線⿏䳬⎰炻䓙 fi 的係數ὧ⎗䞍忻⤪何⛐⎬枪溆ᶲ忚埴搬硬幣遊戲炻ἧ⼿

因子 D 嬲ㆸ因子 Eˤ
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䫔Ḽ䪈 ㅱ用烉秩的計算

5.1 利用搬硬幣遊戲找因子的秩

定義 5.1.1. 因子的線⿏䲣䴙 (linear system )

⮵㕤熱帶曲線 Γ 的因子 D炻ㆹᾹ⮯㇨㚱與 D 等價的㚱㓰因子 (朆屈因子)炻吸普

崟Ἦ的普⎰炻䧙䁢因子 D 的 “線⿏䲣䴙”炻姀ἄ |D|ˤ⌛烉

|D| = {E ∈ Div(Γ)|E ≥ 0, E ∼ D}

劍 |D| ᶵ㗗䨢普⎰炻⇯⎗利用搬硬幣遊戲炻⼿⇘係數䁢朆屈㔜數的㚱㓰因子

Eˤ因子 D 㚫㚱多⮹㚱㓰因子␊烎ㆹᾹ用䵕⹎Ἦ堐䣢炻ḇ⯙㗗因子 |D| 的䵕⹎

(the dimension of the linear system |D|) 㚱多⣏␊烎ᶳ朊⭂佑因子的䵕⹎炻ḇ䧙䁢

因子的秩ˤ

定義 5.1.2. 因子的秩 (rank)

⮵㕤熱帶曲線 Γ 的因子 D炻⭂佑因子 D 的 “秩”rank(D)炷ㆾ䷖⮓ㆸ r(D)炸⤪ᶳ烉

• 劍 |D| 㗗䨢普⎰炻⇯ r(D) = −1ˤ

• 劍 |D| ᶵ㗗䨢普⎰炻

⇯ r(D) = max{n |⮵㕤㇨㚱㫉數䁢n的㚱㓰因子E,悥ἧ⼿|D − E| ̸= ϕ}

ㆾ r(D) = min{m− 1 |⬀⛐ᶨᾳ㫉數䁢m的㚱㓰因子E,ἧ⼿|D − E| = ϕ}
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範例 5.1.3. 炷劍 deg(D) < 0炻⇯ |D| = ϕ炸

⤪圖炻ᶨᾳḴ㫉熱帶曲線 Γ1 ᶲ的因子

D = −1v1 + 2v2 − 3v3 − 1v4

㬌㗪 deg(D) = −3 < 0ˤ䓙⭂理 4.1.18䞍ℑᾳ等價因子的係數␴㚫䚠⎴炻侴㚱

㓰因子的係數␴⽭⣏㕤等㕤 0炻㇨ẍ D ᶵ㚫㚱等價的㚱㓰因子炻|D| = ϕ炻⇯

r(D) = −1ˤ

..

-1

.

2

. -3. -1.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

因子 D

.

Γ1

圖 5.1: 次數為負的因子

範例 5.1.4. ᶨ㫉熱帶曲線ᶲ的ᶨᾳ因子 D = 5v0炻㫚找⬫的 r(D)ˤ侫ㄖᶳ朊

⚃ᾳ朆屈因子 E1 , E2 , E3 , E4

E1 = 4v0 ⇒ D − E1 = 1 · v0 ⇒ |D − E1| ̸= ϕ,

E2 = 5v0 ⇒ D − E2 = 0 · v0 ⇒ |D − E2| ̸= ϕ,

E3 = 6v0 ⇒ D − E3 = −1 · v0 ⇒ |D − E3| = ϕ,

E4 = 7v0 ⇒ D − E4 = −2 · v0 ⇒ |D − E4| = ϕ,

㇨ẍ r(D) = 5

範例 5.1.5. 炷利用搬硬幣遊戲找等價因子炸
⤪圖 5.2炻ᶨᾳḴ㫉曲線 Γ2 ᶲ的因子 D = 0v1+1v2+2v3− 2v4炻℞ deg(D) = 1ˤ

• 侫ㄖ deg(E) = 0 的㚱㓰因子 E = 0v1 + 0v2 + 0v3 + 0v4炻ἧ⼿ D − E = Dˤ

因䁢 D ⎗䴻搬硬幣遊戲⼿⇘等價的㚱㓰因子ˤἳ⤪烉⮵ v3 㑵ἄ −1 㫉炻ℵ

⮵ v4 㑵ἄ 2 㫉ˤ因㬌 r(D) ≥ 0ˤ
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..1.

2

.

0

. -2.

v3

.v2 .

v1

.
v4

.

Γ2

圖 5.2: 二次曲線 Γ2 上的一個因子 D = 0v1 + 1v2 + 2v3 − 2v4

• 侫ㄖ deg(E) = 1 的㚱㓰因子 E炻㚱⚃䧖⎗傥

E1 = 1v1 + 0v2 + 0v3 + 0v4

E2 = 0v1 + 1v2 + 0v3 + 0v4

E3 = 0v1 + 0v2 + 1v3 + 0v4

E4 = 0v1 + 0v2 + 0v3 + 1v4

侴 D −E1炻D −E2炻D −E3炻D−E4 的因子⤪圖 5.3⇘圖 5.6ˤ㕤㗗⼿䞍炻

⮵㇨㚱㫉數䁢 1 的㚱㓰因子 E炻悥ἧ⼿ |D − E| ̸= ϕ炻因㬌 r(D) ≥ 1ˤ

..1.

2

.

-1

. -2.

v3

.v2 .

v1

.
v4

.
⮵ v3 㑵ἄ −2 㫉

. ⮵ v1 㑵ἄ 1 㫉.

⮵ v4 㑵ἄ 2 㫉

.
D − E1

圖 5.3: D − E1 可經搬硬幣得到等價的有效因子

• 劍 deg(E) = 2炻㬌㗪 deg(D − E) = deg(D)− deg(E) = 1− 2 = −1炻

因䁢 deg(D − E) < 0炻㇨ẍ |D − E| = ϕˤ

因㬌 r(D) = 1ˤ
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..0.

2

.

0

. -2.

v3

.v2 .

v1

.
v4

. ⮵ v3 㑵ἄ −2 㫉炻⮵ v4 㑵ἄ 2 㫉.
D − E2

圖 5.4: D − E2 可經搬硬幣得到等價的有效因子

..1.

1

.

0

. -2.

v3

.v2 .

v1

.
v4

. ⮵ v1 㑵ἄ −1 㫉炻⮵ v4 㑵ἄ 2 㫉.
D − E3

圖 5.5: D − E3 可經搬硬幣得到等價的有效因子

5.2 利用黎曼 -羅赫理論計算因子的秩

“黎曼 -羅赫理論” 㗗ᶨᾳ⎗ẍ⾓忇計算↢秩的℔式炻本⮷䭨⮯利用㬌℔式Ἦ

槿嫱ᶲᶨ⮷䭨利用搬硬幣遊戲找↢Ἦ的秩ˤ⛐介紹忁ᾳ理論⇵炻⽭枰⃰娵嬀圖形

ᶲ的幾ᾳ⭂佑ˤ

椾⃰利用圖形本幓的䳸㥳Ἦ⭂佑ᶨᾳ因子烉℠✳因子ˤ

定義 5.2.1. ℠✳因子 (canonnical divisor)

熱帶曲線 Γ ᶲ炻ㆹᾹ利用枪溆㇨忋㍍的怲數Ἦ⭂佑ᶨᾳ因子 K炻

K =
∑

v∈V (Γ)

(val(v)− 2) · v,

䧙因子 K 䁢℠✳因子ˤ
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..1.

2

.

0

. -3.

v3

.v2 .

v1

.
v4

. ⮵ v3 㑵ἄ −2 㫉炻⮵ v4 㑵ἄ 3 㫉.
D − E4

圖 5.6: D − E4 可經搬硬幣得到等價的有效因子

範例 5.2.2. (ᶨᾳḴ㫉熱帶曲線的℠✳因子)

⤪圖 5.7炻侫ㄖḴ㫉熱帶曲線 Γ1炻䓙枪溆忋㍍怲數㇨㰢⭂的℠✳因子

K = (val(v1)− 2) · v1 + (val(v2)− 2) · v2 + (val(v3)− 2) · v3 + (val(v4)− 2) · v4
= −1v1 + 0v2 + 0v3 − 1v4

..

v1

.

v2

.v3 .v4 .

Γ1

.

-1

.

0

. 0. -1.

v1

.

v2

.
v3

.
v4

.

℠✳因子 K

.

Γ1

圖 5.7: 熱帶曲線 Γ1 的典型因子 K

定義 5.2.3. 嘏㟤 (genus)

熱帶曲線 Γ ᶲ的嘏㟤䁢 “怲數 − 枪溆數 +1”炻᷎ẍ䫎嘇 g 堐䣢炻⌛烉

g = |E(Γ)| − |V (Γ)|+ 1

定理 5.2.4. 熱帶黎曼 -羅赫理論 (Tropical Riemann-Roch Theory)

熱帶曲線 Γ炻劍℞嘏㟤䁢 g炻ᶼ K 䁢 Γ 的℠✳因子炻侫ㄖ Γ ᶲ的ᶨᾳ因子 D炻

⇯

r(D)− r(K −D) = deg(D) + 1− g.
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範例 5.2.5. 炷㈧䭬ἳ 5.1.5炸

⤪圖 5.2炻Ḵ㫉曲線 Γ2 的ᶨᾳ因子

D = 0v1 + 1v2 + 2v3 − 2v4.

ᶼ Γ2 的℠✳因子

K = −1v1 + 1v2 − 1v3 − 1v4,

㬌㗪

K −D = −1v1 + 0v2 − 3v3 + 1v4,

因䁢 deg(K −D) < 0炻㇨ẍ r(K −D) = −1ˤ

⍰ Γ2 的嘏㟤 g = 0炻䓙黎曼 -羅赫⭂理

r(D) = r(K −D) + deg(D) + 1− g

= −1 + 1 + 1− 0

= 1.

ᶲἳ炻ㆹᾹ用黎曼 -羅赫⭂理槿嫱Ḯ⇵ᶨ⮷䭨用搬硬幣遊戲㇨找↢Ἦ的秩ˤ
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䫔ℕ䪈 䳸論

本䭯論文㗗⛐熱帶曲線ᶲ的暊㔋✳因子ᶲ忚埴搬硬幣遊戲炻᷎妶論遊戲與等

價因子ᷳ攻的關係ˤ℞⮎ḇ⎗ẍ两临⍣妶論炻⤪何⛐忋临✳的因子ᶲ忚埴搬硬幣

遊戲炻℞中忋临✳因子㊯的㗗烉⛐圖ᶲ “ảシ” ⍾ “㚱旸” ᾳ溆 pi炻㭷ᾳ溆 pi 悥

岎Ḱ㔜係數 ci ⼴炻ἄ線⿏䳬⎰㇨䓊䓇的因子

D =
∑

ci · pi ℞中ci ∈ Z, pi ∈ Γ

ἳ⤪烉ᶨᾳḴ㫉熱帶曲線 Γ炻⤪圖 6.1ˤ

⛐ᶱᾳ怲ᶲ↮⇍⍾ p1 , p2 , p3 , p4 , p5 ℙḼᾳ溆炻ℵᾳ⇍岎Ḱ㔜係數⼴炻形ㆸᶨᾳ

圖 6.1: 二次熱帶曲線 Γ 上的連續型因子

忋临✳因子

D = 1p1 − 2p2 + 2p3 + 1p4 + 3p5.

⛐ [5] [6] 的文䪈墉㚱Ṽ䳘介紹忋临✳因子的⿏岒ˣ等價關係炻ẍ⍲ㅱ用黎

曼 -羅赫⭂理⛐忋临✳因子ᶲˤ℞⮎ḇ⎗ẍ两临䞼䨞⛐忋临✳因子ᶲ的 chip-firing
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game 㗗⤪何忚埴炻᷎ᶼ與等價因子的關係 [6]ˤㆹᾹ⎗ẍ䘤䎦⼰多⛐暊㔋✳因子

的⿏岒ṵ䃞⛐忋临✳因子ᶲ怑用ˤ
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