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摘要 

 

在迴歸分析中，若變數間具有非線性 (nonlinear) 的關係時，B-Spline 線性迴

歸是以無母數的方式建立模型。B-Spline 函數為具有節點(knots)的分段多項式，

選取合適節點的位置對 B-Spline 函數的估計有重要的影響，在希望得到 B-Spline

較好的估計量的同時，我們也想要只用少數的節點就達成想要的成效，於是

Huang (2013) 提出了一種選擇節點的方式 APLS (Adaptive penalized least 

squares)，在本文中，我們以此方法進行一些更一般化的設定，並在不同的設定

之下，判斷是否有較好的估計效果，且已修正後的方法與基於 BIC (Bayesian 

information criterion)的節點估計方式進行比較，在本文中我們將一般化設定的

APLS 法稱為 GAPLS，並且經由模擬結果我們發現此兩種以 B-Spline 進行迴歸

函數近似的方法其近似效果都很不錯，只是節點的個數略有不同，所以若是對節

點選取的個數有嚴格要求要取較少的節點的話，我們建議使用基於 BIC 的節點

估計方式，除此之外 GAPLS 法也是不錯的選擇。 

 

【關鍵字】 B-Spline、GAPLS (General adaptive penalized least squares)、BIC、 

無母數方法、分段多項式、節點選取。 
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Abstract 

 

    In regression analysis, if the relationship between the response variable and the 

explanatory variables is nonlinear, B-splines can be used to model the nonlinear 

relationship. Knot selection is crucial in B-spline regression. Huang (2013) propose a 

method for adaptive estimation, where knots are selected based on penalized least 

squares. This method is abbreviated as APLS (adaptive penalized least squares) in this 

thesis. In this thesis, a more general version of APLS is proposed, which is 

abbreviated as GAPLS (generalized APLS). Simulation studies are carried out to 

compare the estimation performance between GAPLS and a knot selection method 

based on BIC (Bayesian information criterion). The simulation results show that both 

methods perform well and fewer knots are selected using the BIC approach than using 

GAPLS. 

 

keywords: B-spline, generalized adaptive penalized least squares,BIC, nonparametric 

method, piecewise polynomial, knot selection 
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第一章 緒論 

 

在迴歸分析當中，我們考慮的模型如下: 

 

 𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) + 휀𝑖 , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 . (1-1) 

 

其中 (𝑥1, 𝑦1) , (𝑥2, 𝑦2) , ⋯  , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 是我們的資料，휀𝑖 是誤差項，當 𝑓 為非線

性函數時，我們可以使用無母數的方法估計 𝑓 ，而此時資料來自於迴歸函數式

子(1-1)，且資料本身假設 𝑥𝑖 的值落在區間 (0,1) 之間，但若資料 𝑥𝑖 的值沒落

在區間 (0,1) 之間的話，則可以對資料作簡單的轉換，使其落在區間 (0,1) 內，

等做完選取後在將比例復原即可。 

 

   B-Spline 迴歸是一種無母數的估計方法，在使用 B-Spline 函數近似 𝑓 時 ，

需要設定函數最高次數與節點的個數與位置，其中節點個數與位置的設定對

B-Spline 函數估計的影響很大，若是沒有任何處罰項的限制，很有可能會造成過

度配適的問題，也就是節點選取過多，另一方面來看，節點若選取過少，則會造

成估計誤差變大，所以節點選取的方法是很重要的。 

 

B-Spline函數估計的節點選取方法已有許多相關文獻所提出，例如: 基於BIC

的節點估計方式與 Huang (2013) 所提出的一種選擇節點的方式 APLS (Adaptive 

Penalized Least Squares)，這兩種方法在 B-Spline 函數近似時，都使用了最小平方

法和懲罰項的加總來取得誤差與節點數量間的平衡，目的都是希望能夠以較少的

節點數量，就達到我們希望的近似效果。 
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在本文中，我們根據 APLS 為主，進行了一些更一般化的修改，在此我們將

修改後的 APLS 法稱為 GAPLS 法(General Adaptive Penalized Least Squares) ，所

以我們想要了解 GAPLS 法與其他不同的節點選取方法之間，找出的節點對於配

適模型成效上有什麼相異與優劣之處。 
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第二章 文獻回顧 

 

在本章節我們討論了兩種節點選取方法，分別為對基於 BIC 的節點估計方式

與 APLS 法，兩種方法的目的都是希望能夠透過適當的懲罰項來制衡節點數量過

度膨脹的問題，且兩方法的資料都來自於迴歸模型 (1-1)，其中 𝑥𝑖   落在 (0,1) 之

間。 

2.1  基於 BIC 的節點估計方式 

BIC 是由 Schwarz (1978) 所提出，其公式為 : 

 

    =  2     ̂ +   (  (𝑛) +   (2 ))， 

 

其中  ̂ 為概似函數，  為 參數個數 ，𝑛 為樣本個數，在 𝑛 很大的時候，上

式可近似為下列式子: 

    =  2     ̂ +     (𝑛)， (2-1) 

 

在B-Spline迴歸模型之下，若假設誤差 휀𝑖 服從 𝑁(0, 𝜎2)，則可以經由一些推導，

得到下列式子: 

    ( ) = 𝑛  (
RSS(�̂�𝑘)

𝑛
) +    (𝑛)， (2-2) 

 

其中 �̂�𝑘 為節點個數固定為   的那些節點向量當中，可使估計誤差 RSS(�̂�𝑘) 的

值達到最小的一組節點。接著在以此公式作為本方法評估模型選取的標準，之後

將以 BIC 法當作此節點選取方法的代稱。 
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   我們給定正整數 時，令 𝑆𝑘 為 (0,1) 區間上長度為   的節點向量 𝑡𝑘 所成

的集合，其中節點為 𝜉1 , … , 𝜉𝑘，且不包含邊際點 0 和 1，則 

 

 �̂�𝑘 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑡𝑘∈𝑆𝑘 ∑ (𝑦𝑖  𝑓(𝑥𝑖; 𝑡𝑘))
2

𝑛
𝑖=1 ， (2-3) 

 

 RSS(�̂�𝑘) = ∑ (𝑦𝑖  𝑓(𝑥𝑖; �̂�𝑘))
2

𝑛
𝑖=1 ， (2-4) 

 

    ( ) = 𝑛  (
RSS(�̂�𝑘)

𝑛
) +    (𝑛)， (2-5) 

 

   我們使用統計軟體 R 的 optim 函數，找出最佳的節點個數與位置，此函數需

要設定我們想要最小化的目標函數及一組起始節點向量供其計算，此時目標函數

如下: 

 ∑ (𝑦𝑖  𝑓(𝑥𝑖; 𝑡𝑘))
2

𝑛
𝑖=1 ， 

而起始節點向量的決定方法說明如下。給定節點向量長度   時，每次隨機在區

間 (0,1) 上抽取   個節點，並自行決定共抽取 𝑝 次，每次均計算其 RSS，在 𝑝 

次中選取 RSS 最小的那組節點 ，則此組節點即為 �̂�𝑘 。 

   接著對 k = 1 , 2 , 3 , … , ∗ 皆做相同的步驟，計算出固定每個   之下最佳的

節點向量 �̂�𝑖 , i = 1,2, … ,  
∗ ，其中  ∗ 為我們預計取到的最大節點數，在將這些

都代入式子(2-4)中算出RSS值後，在將  ∗ 個RSS值代入式子(2-5)中求出BIC，

進而在之間挑出使 BIC 值最小的那組節點向量當作最適解 �̂��̂�，其最佳節點數為 

 ̂ ，因為以模擬的結果來看，節點數通常不會選超過十個，所以本文第四章節模
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擬時，都只令  ∗ 最多到 10 , 𝑝 = 3 的情況去進行模擬。 

 

方法流程圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

RSS(�̂�𝟏) 

代入式子(2-5)

中求出 BIC(1) 

�̂�𝟏 

代入式子(2-4)

算出 RSS(�̂�𝟏) 

𝒑次取一次使

RSS最小的�̂�𝟏 

固定 𝒌 = 𝟏 

RSS(�̂�𝟐) 

代入式子(2-5)

中求出 BIC(2) 

�̂�𝟐 

代入式子(2-4)

算出 RSS(�̂�𝟐) 

𝒑次取一次使

RSS最小的�̂�𝟐 

固定 𝒌 = 𝟐 

RSS(�̂�𝒌∗) 

代入式子(2-5)

中求出 BIC(𝒌∗) 

�̂�𝒌∗ 

代入式子(2-4)

算出 RSS(�̂�𝒌∗) 

𝒑次取一次使

RSS最小的�̂�𝒌∗ 

固定 𝒌 = 𝒌∗ 

最佳節點為 

�̂��̂�，個數為�̂�  

*選出最小的一組 BIC(�̂�) 
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2.2  APLS 法 

   本節為 Huang (2013) 所提出的一種選擇節點的方式，此方法和 BIC 法雖然都

是有帶入懲罰項的觀念，但此方法還有將最適性(Adaptive)納入考慮，證明不用

太多的樣本數就可以達成一樣的收斂速度，而此方法的最終目的來說一樣是在對

處罰項給定限制之下，找出最合適的節點數量與位置。 

 

   此方法主要與 BIC 法不同的地方則是， 𝑆𝑘 雖一樣為 (0,1) 區間上長度為 k

的節點向量 𝑡𝑘 所成的集合，但節點向量中的節點 𝜉1 , … , 𝜉𝑘 會從 {
1

2𝐽
, … ,

(2𝐽−1)

2𝐽
} 

之中取出，目的在於將可能選取的節點位置分開來，可避免同一個位置配適太多

的節點數， 且節點之中不包含邊際節點 0 和 1，其中 J 為切割可能節點數量的

正整數，所以為不同 𝐽 之下可能的節點集合長度是不同的，於是為了分辨不同

的 𝐽 之下的 𝑆𝑘，之後將以 𝑆𝑗 來表示。 

 

   將 𝑆𝑗 之中的節點向量去做 B-Spline 函數估計，皆可以得到 B-Spline 函數的

基底，且其基底係數的絕對值均須小於某正整數 𝑏，且 𝑞 為一可自行設定的參

數，功能為設定 B-Spline 函數為幾次多項式的函數，例如:通常會令 𝑞 = 3，且

多項式的次數為 𝑞  1 ，所以可使函數圖形至少存在曲線關係。將上列得到的

參數與節點蒐集起來後，我們可以得到一組 index 𝑗 =(𝑏 , 𝑞 , 𝜉1 , … , 𝜉𝑘)。 

令 

 Δ̃2,𝑗 = 𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑘+1(𝜉𝑖   𝜉𝑖−1)， (2-6) 

 

 Δ̃1,𝑗 = 𝑚𝑖𝑛1≤𝑖≤𝑘+1(𝜉𝑖   𝜉𝑖−1)， (2-7) 
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 𝐵′𝑗 = √2 𝑒 (0.5 +
𝑞√𝑞(2𝑞+1)9

𝑞−1√Δ̃2,𝑗

√Δ̃1,𝑗

)， (2-8) 

 

 𝑟𝑗 = 1⋁
1

𝑞√Δ̃2,𝑗(𝑘+𝑞)
，  (∨:兩者取最大) (2-9) 

 

   𝐵′𝑗 當中主要有兩個參數，其為式子(2-6)和式子(2-7) ，此兩參數控制的是節

點之間的距離，且因為 𝐵′𝑗 是被放在懲罰項之中，所以此目的也是為了懲罰選

取的節點之間太過接近。 

 

且 𝐽𝑗 = 𝑚𝑖𝑛 {𝐽 ≥ 1 ∶  𝜉1 , … , 𝜉𝑘  are i  {
1

2𝐽
, … ,

(2𝐽−1)

2𝐽
}}，在 ξ0 = 0 且 ξ𝑘+1 = 1 

之下。因為上述的 index j 有很多可能，所以在此令 Λ 為一個包含所有 index 

𝑗 = (𝑏 , 𝑞 , 𝜉1 , … , 𝜉𝑘) 的集合，其中 𝑏 為控制 B-Spline 基底的參數和 𝑞 為控制

B-Spline 函數多項式的次數，此兩參數皆為正整數，其中 2𝐽𝑗 + 𝑞 + 𝑏 ≤ 𝑛 ， 

𝑟𝑗(2𝑏)
2 ≤ 𝛿𝑛，且 {𝛿𝑛} 須滿足 : 

 

  im𝑛→∞ 𝛿𝑛 = ∞  ， 

 和 

  im𝑛→∞
𝛿𝑛log(𝑛)

𝑛𝛼
= 0    ，  for a     𝛼 > 0 ， 

 

則當 {𝑎𝑛} 為一正數組成之數列，可自行設定，只須滿足 im𝑛→∞ 𝑎𝑛 = ∞，用於 
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 �̂� = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑗∈Λ ,𝑢∈𝑆𝑗 (
1

𝑛
∑ (𝑦𝑖  𝑓(𝑥𝑖; 𝑡𝑘))

2
𝑛
𝑖=1 + 𝜂𝑗)， (2-10) 

 𝜂𝑗 =
𝑎𝑛𝑟𝑗(2𝑏)

2

𝑛
(( + 𝑞) og(𝐵′𝑗) + ( og2)2

𝐽𝑗 + 𝑞 + 𝑏)， (2-11) 

 

之下，最終選出的 �̂� 即為本文所求的最適節點位置。 
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第三章 研究方法 

 

   本章節主要是為了比較 BIC 法與 一般化的 APLS 兩種方法對於節點選取的

效果好壞，藉由各自取出的節點去估計 B-Spline 基底，進而求出估計值後，再計

算估計誤差來進行比較，在此我們先介紹一下何謂一般化的 APLS，之後我們皆

將一般化的 APLS 簡稱為 GAPLS。 

 

3.1  GAPLS 法 

   此方法與 APLS 法的差異在於懲罰項的設定更一般化，也就是參數可以根據

不同情況讓使用者自行設定，在 GAPLS 中修改了 APLS 法 當中的 𝜂𝑗，以及 

𝑎𝑛 , 𝛿𝑛 的選取方式: 

 

   其中主要多加入的參數之中𝑐1 , 𝑐2 主要是控制懲罰項𝜂𝑗前後兩段的權重，𝑐1 

可控制 𝐽 , 𝑞 和 𝑏 的大小不要太大，而 𝑐2 可控制 𝑎𝑛 的大小，使 𝜂𝑗 後面那段

即使偏大或偏小，𝜂𝑗 都可以 藉由 𝑎𝑛 來控制。其中: 

 

1. 𝜂𝑗 改成 

 𝜂𝑗 =
𝑎𝑛(2𝑏)

2

𝑛
(( + 𝑞) og(𝐵′𝑗) + 𝑐1𝐾0[( og2)2

𝐽𝑗 + 𝑞 + 𝑏]) ， 

其中參數 𝑐1 > 0 為可調整的常數，而 

 

 𝐾0 = √2 𝑒(3√3(7)9
2) 

  為本文模擬時自行設定的參數值。 
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2. 𝛿𝑛 選取方式: 資料 (𝑥1, 𝑦1) , (𝑥2, 𝑦2) , ⋯  , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) 產生後，先配適以下迴歸

模型: 

 𝑦𝑖 = ∑ 𝜃𝑗𝐵𝑗(𝑥𝑖) + 휀𝑖
𝑚
𝑗=1   , 𝑖 = 1 , … , 𝑛 ， 

其中𝐵1 , … , 𝐵𝑚 為 B-spline 基底，order=3 ,且取用的節點為在 (0,1) 之間等

距排放，個數為 

 mi (20, ⌊𝑛1/3⌋) ， 

 

⌊ ⌋為 floor function，意思就是不超過其值的最大整數，在此因為 𝑛 必為正整

數，所以只需將 𝑛1/3 小的小數部分去掉即可，然後令 𝜃1 , … , 𝜃𝑚  為最小平

方法所估計出來的迴歸係數，而 

 

 �̂� = ⌊(max1≤𝑗≤𝑚|𝜃𝑗|)⌋ + 2 ， 

   最後取 𝛿𝑛 = 4�̂�
2 og (𝑛) 。 

 

3. 𝑎𝑛 選取方式:首先須計算: 

 �̂� = media 1≤𝑖≤𝑛/2
|𝑦2𝑖−𝑦2𝑖−1|

0.6745√2
 ， 

則最後選擇 

 𝑎𝑛 =
𝑐2�̂�log(𝑛)

4�̂�2𝐾0(2(𝑙𝑜𝑔2)+4+�̂�)
 ， 

 

其中 𝑐2 > 0 為可調整的常數。 

(計算 B-spline 基底時，我們運用了 R 的 splines 套件當中的 bs 指令，其中有個參

數 q (order) 是自行設定的，通常我們都以 3 代入，原因在 page 6 有解釋。) 
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3.2 實際模擬 

   本文研究目的是在不同的情況之下，針對 GAPLS 進行模擬，進而比較與 BIC

法之間的優劣，本文中模擬資料的產生，皆根據式子 1-1 所產生，而我們一共

考慮了八種真實函數 (詳見附錄一)，且每一種設定下產生五十筆的模擬資料

(𝑥1, 𝑦1) , (𝑥2, 𝑦2) , ⋯  , (𝑥50, 𝑦50)。在此主要使用統計軟體 R，其中用到三個 R 的

套件: Matrix、splines 以及 Quadprog。 

 

   在模擬的過程當中我們發現理論上的想法，並無法完全應用在實際操作上面，

例如: 

1. 參數的部分 

GAPLS 中的懲罰項中有許多參數，其中式子 2-9 後面的部分 

 

 
1

q√(Δ̃2,𝑗  (k+q) )

  ≤ 1 ， 

 

因為必定小於等於一，所以 𝑟𝑗 一定為常數 1，因此可將此參數簡化為 1就好。 

2. 實際模擬 

  在模擬時會遭遇的困難在於當我們決定 𝛿𝑛 後，因為在 2𝐽𝑗 + 𝑞 + 𝑏 ≤ 𝑛 與 

𝑟𝑗(2𝑏)
2 ≤ 𝛿𝑛 的限制之下，所有可能的 𝑞、𝑏 組合非常多，因此資料量會過於膨

脹，例如:新方法中的 𝐽，只要大於等於四，所有的點就為 2𝐽 個且 𝐽 ≥ 4 ，然

後滿足所有限制之下，𝐽𝑖 又會取   個，所以總共有 𝐶𝑘
2𝐽 種組合， = 1,2, … , 2𝐽 ，

全部都要求出且算出最後的 
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1

𝑛
∑(𝑦𝑖  𝑓(𝑥𝑖; 𝑡𝑘))

2
𝑛

𝑖=1

+ 𝜂𝑗 

進而找出最佳的一組節點向量 𝑡𝑘 ，可想而知如果 𝐽 = 4 ，  = 8 這特例，𝐶𝑘
2𝐽就

有 12870 種，每個都要算出 �̂� ，對電腦來說是很大的負擔且沒效率。 

 

所以針對這項問題我們在模擬時選了另外的方式進行節點選取，因為模擬的

結果發現，選取的節點數量大多都不會超過十個，所以我們先用 optim 這指令找

出沒任何限制之下的最佳解  �̂�𝐮𝐧𝐫𝐞𝐬𝐭𝐫𝐢𝐜𝐭𝐞𝐝 = 𝜉1 , … , 𝜉𝑘，然後先把  𝐽 ≥ 𝑚，

{
1

2𝐽
, … ,

(2𝐽−1)

2𝐽
} 所有可選取的節點皆列出且挑出所有長度為 𝑚 的向量(在此先以

�̃� = 𝑡1, … , 𝑡𝑚表示)，運用最小平方法的概念，求出平方和後，使平方和最小的那

組向量𝑡�̃�，即為最佳的節點向量�̂�，如下式: 

 

�̂� = argmi 
𝑡�̃�∈𝑆𝑚

(∑∑(𝑡�̃�  �̂�𝐮𝐧𝐫𝐞𝐬𝐭𝐫𝐢𝐜𝐭𝐞𝐝)
2

𝑚

1

10

𝑚

) . 
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第四章 模擬與比較 

 

   在本章節我們主要會先為了 GAPLS 法裡的參數 𝑐1 , 𝑐2 進行模擬，希望能找

到在不同情況之下，應該選取什麼 𝑐1 , 𝑐2 的值來進行節點選取，再來則會與 BIC

法進行模擬比較，看看在不同類型的真實函數之下，誰的估計效果較佳，但因為

不同的真實函數其產生的資料本身變異的程度就不同，所以我們使用控制訊噪比

(Signal to noise ratio) 的方式，來讓我們更容易比較不同類型的真實函數所產生

的資料，其中: 

Signal to noise ratio =
 sd(𝑓(𝑥𝑖))

sd(휀𝑖)
 ，𝑖 = 1 , … , 𝑛 

 

而在本文中，我們皆先將 sd(𝑦𝑖) 調成 1，再將 sd(휀𝑖) 調成 1/7，即可將產生資

料的訊噪比調整為 7，此處設訊噪比為 7 只是任意假設的值，目的希望亂數的變

動可以比較小，之後也會將訊噪比更改為 4 進行模擬。 

 

4.1 模擬 𝒄𝟏 , 𝒄𝟐 

   首先我們只生成第二組真實函數的亂數進行 𝑐1 , 𝑐2 的比較，且之後模擬時所

使用的 𝑥𝑖 為在 0 到 1 之間等距排放的五十個點，之後我們先模擬 𝑐1 , 𝑐2 在各

種不同組合之下，分別做十次模擬，在將十次模擬後得到的估計誤差加以計算平

均數與標準差，而 𝑐1 , 𝑐2 我選擇了兩種水準，主要為介於 0 到 1 之間的低水準，

以及介於 1 到 100 的高水準來做分配組合，而模擬的結果如下列各表: 
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表(一) 𝑐1 高水準 𝑐2 高水準 

 

 

 

 

 

 

 

 

表(二) 𝑐1 高水準 𝑐2 低水準 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑐2 

  𝑐1 
1 10 50 100 

1 
0.2853 

(0.3996) 

0.2853 

(0.3996) 

0.2853 

(0.3996) 

0.2853 

(0.3996) 

10 
0.2852 

(0.3981) 

0.2852 

(0.3981) 

0.2852 

(0.3981) 

0.2852 

(0.3981) 

50 
0.2747 

(0.3914) 

0.2747 

(0.3914) 

0.2747 

(0.3914) 

0.2747 

(0.3914) 

100 
0.2822 

(0.4012) 

0.2822 

(0.4012) 

0.2745 

(0.3934) 

0.2745 

(0.3934) 

𝑐2 

  𝑐1 
1 10 50 100 

0.01 
0.2873 

(0.4023) 

0.2873 

(0.4023) 

0.2841 

(0.4003) 

0.2841 

(0.4003) 

0.3 
0.2856 

(0.3993) 

0.2847 

(0.3999) 

0.2847 

(0.3999) 

0.2847 

(0.3999) 

0.7 
0.2852 

(0.3996) 

0.2852 

(0.3996) 

0.2852 

(0.3996) 

0.2852 

(0.3996) 

1 
0.2853 

(0.3996) 

0.2853 

(0.3996) 

0.2853 

(0.3996) 

0.2853 

(0.3996) 
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表(三) 𝑐1 低水準 𝑐2 高水準 

 

 

 

 

 

 

 

表(四) 𝑐1 低水準 𝑐2 低水準 

 

 

 

 

 

 

   由表(一)到表(四)的結果來看，我們可以看出在理論上 𝑐1 , 𝑐2 的設定值雖需

視情況所定，但模擬的結果顯示，不同的 𝑐1 , 𝑐2 組合下，估計的效果並不會有

太大的差異，大多都要到小數點第三位之後才會產生差異，此外以 GAPLS 法選

𝑐2 

  𝑐1 
0.01 0.3 0.7 1 

1 
0.2853 

(0.3996) 

0.2853 

(0.3996) 

0.2853 

(0.3996) 

0.2853 

(0.3996) 

10 
0.2852 

(0.3981) 

0.2852 

(0.3981) 

0.2852 

(0.3981) 

0.2852 

(0.3981) 

50 
0.2747 

(0.3914) 

0.2747 

(0.3914) 

0.2747 

(0.3914) 

0.2747 

(0.3914) 

100 
0.2822 

(0.4012) 

0.2822 

(0.4012) 

0.2745 

(0.3934) 

0.2745 

(0.3934) 

𝑐2 

  𝑐1 
0.01 0.3 0.7 1 

0.01 
0.2873 

(0.4023) 

0.2873 

0.4023) 

0.2873 

(0.4023) 

0.2873 

(0.4023) 

0.3 
0.2879 

(0.4019) 

0.2879 

(0.4019) 

0.2879 

(0.4019) 

0.2856 

(0.3993) 

0.7 
0.2879 

(0.4020) 

0.2879 

(0.4020) 

0.2856 

(0.3994) 

0.2852 

( 0.3996) 

1 
0.2885 

(0.4016) 

0.2862 

(0.3990) 

0.2853 

(0.3996) 

0.2853 

(0.3996) 
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取的節點進行 B-spline 的函數估計，其估計誤差的標準差也都為 0.4 左右，於是

結果顯示以 GAPLS 法來選取節點時，因為不同的 𝑐1 , 𝑐2 組合下，估計的效果都

不會有太大的差異，對於 B-spline 的函數估計穩定性很高，所以我們建議取 

𝑐1 = 1 , 𝑐2 = 1 即可，且此時 𝑐1 , 𝑐2 控制權重的部分會與 APLS 法相同。 

 

4.2  GAPLS 法 與 BIC 法的比較 

   本節目的在於比較 GAPLS 法與 BIC 法之間，在節點選取數量與估計效果優

劣做比較，首先我們總共有八種真實函數，每種函數生成十組固定種子之下的隨

機樣本資料，且兩方法皆針對這些資料進行模擬，進而比較兩法之間對於資料的

估計誤差大小，以及估計的穩定度，和是否容易造成過度配適，而取過多節點數。 

 

   首先下列估計函數圖共分成兩種，第一種為 GAPLS 法模擬十次之下，此法

估計誤差最小的那組樣本，然後將 GAPLS 法與 BIC 法根據此組資料所配適出來

的函數圖放在一起比較，第二種則為 BIC 法模擬十次之下，此法估計誤差最小

的那組樣本，而畫圖的方法則如第一種，且函數估計圖下方有顯示此估計效果來

自哪組樣本。 

    

   於是八種函數 (附錄一) 我們共可以得到十六張圖，並且以根據下列估計函

數圖發現 GAPLS 法與 BIC 法的估計效果都很不錯，配適出來的 B-Spline 迴歸函

數與真實函數的差異都很小，不論是平滑型的函數圖型 (前四組函數)，或是有

間斷型的函數圖型 (後四組函數)。 
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             圖(一) 函數一                     圖(二) 函數一 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

             圖(三) 函數二                      圖(四) 函數二 

 

 

 

 

 

 

             圖(五) 函數三                      圖(六) 函數三 
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           圖(七) 函數四                       圖(八) 函數四 

 

 

 

 

 

 

 

            圖(九) 函數五                       圖(十) 函數五 

 

 

 

 

 

 

 

           圖(十一) 函數六                    圖(十二) 函數六 
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            圖(十三) 函數七                     圖(十四) 函數七 

 

 

 

 

 

 

 

             圖(十五) 函數八                     圖(十六) 函數八 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   因為圖型看起來估計效果都不錯，只看圖型看不出有什麼明顯的差異，那麼

我們現在就使用 GAPLS 法與 BIC 法的估計誤差值來做比較，結果如下表: 
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表(五) 估計誤差的平均和標準差 

 

表(六) 估計誤差的平均和標準差 

    函數 

方法(�̅�, 𝑠) 
函數五 函數六 函數七 函數八 

GAPLS 
0.3958 

(0.4238) 

0.3505 

(0.6653) 

0.2853 

(0.3996) 

0.2903 

(0.4338) 

BIC 
0.1093 

(0.0942) 

0.0912 

(0.0459) 

0.02435 

(0.0124) 

0.00632 

(0.0035) 

 

   首先由表(五)與表(六)可看出，不論函數的種類為何，BIC 法的估計誤差的平

均數皆小於 GAPLS 法的估計誤差的平均數，但雖然 GAPLS 法在估計誤差的比

較上是弱於 BIC 法的，可是其實兩種方法的平均估計誤差都不至於太大，藉由

看圖(一)到圖(十六)也可以得知估計效果其實都還滿不錯，在來看估計誤差的標

準差，BIC 法的估計誤差的標準差非常小，但 GAPLS 法的估計誤差的標準差就

比較大了，可見兩種方法的估計穩定度不太一樣，在模擬中我發現此原因為

GAPLS 的估計誤差，十次中會有 1~2 次的值特別大，所以才會使得 GAPLS 法

的估計誤差的平均數和標準差變大，雖然 BIC 法的估計效果在上述設定的情況

之下比 GAPLS 法來得優秀，但兩方法對於迴歸函數近似來說，都還算是不錯的

方法。 

    函數 

方法(�̅�, 𝑠) 
函數一 函數二 函數三 函數四 

GAPLS 
0.2783 

(0.4178) 

0.2899 

(0.4203) 

0.2881 

(0.4158) 

1.3286 

(1.4673) 

BIC 
0.0081 

(0.0031) 

0.0042 

(0.0032) 

0.0040 

(0.0037) 

0.0178 

(0.0050) 
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   在來細看各函數模擬十次之下，GAPLS 法的估計誤差比 BIC 法的估計誤差來

得小的個數，進而更仔細的比較兩方法之間優劣，模擬結果如下: 

 

表(七) 十次中，GAPLS 法比 BIC 法好的個數 

    函數 

估計誤差 
函數一 函數二 函數三 函數四 

# of GAPLS<BIC 0 0 0 0 

 

表(八) 十次中，GAPLS 法比 BIC 法好的個數 

    函數 

估計誤差 
函數五 函數六 函數七 函數八 

# of GAPLS<BIC 3 4 0 0 

 

   根據上表可以看出，雖然 BIC 法的估計效果比 GAPLS 法好得多，但是我們

發現在不同的函數設定之下，兩方法之間對於估計效果的優劣關係還是會有差異

的。 

在來比較兩方法之下，對於不同的函數類型，其最後選取節點的平均個數，

模擬結果如下表: 
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表(九) 平均選取節點數 

    函數 

平均#knot 
函數一 函數二 函數三 函數四 

GAPLS 9.6 9.5 9.7 9.6 

BIC 8.1 2 2   2.7 

真實函數 * 3 2 * 

(*因為為多項式函數，所以真實函數並無節點設定) 

 

表(十) 平均選取節點數 

    函數 

平均#knot 
函數五 函數六 函數七 函數八 

GAPLS 9.3 8.9 8.7 9.7 

BIC 5 6.8 5.9 5 

真實函數 5 6 6 6 

 

   結果顯示 GAPLS 法不論資料為什麼型態的函數關係，其選取的節點數量全

都高於真實函數的節點數量，而且個數幾乎都落在 8 到 10 個之間，很接近我們

設定的最高數量，相對的 BIC 法則選取的節點數量與真實函數相比則大都偏少，

但比較接近真實函數的節點數量，這很有可能是因為 BIC 法中的懲罰項只單純

懲罰節點配適過多的問題。 
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   因為 BIC 法的近似效果在上述假設中大致看起來都比 GAPLS 法來的有效，

所以我們考慮了一些基本假設的更動，首先第一部分，我選擇將建立隨機樣本時

所使用的種子換成在接下來的十組，也就是換了一批隨機資料，然後照著前面相

同的模擬方法進行模擬比較，模擬結果如下: 

 

表(十一) 下十組資料 

    函數 

估計誤差 
函數一 函數二 函數三 函數四 

# of GAPLS<BIC 1 1 1 0 

 

表(十二) 下十組資料 

    函數 

估計誤差 
函數五 函數六 函數七 函數八 

# of GAPLS<BIC 1 3 2 1 

 

   我們將這裡產出的表(十一)與表(十二)和表(七)和表(八)相比，可以看出已兩

種設定之下已有明顯的不同，發現 GAPLS 法在十次的模擬當中，其估計誤差比

BIC 法的估計誤差來得小的個數已經明顯增加，所以我們可以得知不同的資料對

於 GAPLS 法與 BIC 法的估計效果來說，影響也是滿明顯的。 

   再來第二部分的更動則是訊噪比，在此我不僅將資料換為接下來的十組資料，

且也將資料的訊噪比調整為 4，讓資料的變動看起來更大，模擬結果如下: 
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表(十三) 下十組資料且訊噪比為四 

    函數 

估計誤差 
函數一 函數二 函數三 函數四 

# of GAPLS<BIC 1 1 1 2 

 

表(十四) 下十組資料且訊噪比為四 

    函數 

估計誤差 
函數五 函數六 函數七 函數八 

# of GAPLS<BIC 1 3 2 1 

 

   看起來與表(十一)和表(十二)差異並不大，但是函數四的情況下，GAPLS 法

比 BIC 法好的個數多了一次，所以可以得知其實訊噪比對於這兩方法的估計也

是有一些影響的。 

   最後是第三部份的更動，這是是除了前兩部分的更動以外，還將樣本數調整

為一百筆，而模擬結果如下: 

 

表(十五) 下十組資料且訊噪比為四且樣本數為一百筆 

    函數 

估計誤差 
函數一 函數二 函數三 函數四 

# of GAPLS<BIC 2 2 2 0 
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表(十六) 下十組資料且訊噪比為四且樣本數為一百筆 

    函數 

估計誤差 
函數五 函數六 函數七 函數八 

# of GAPLS<BIC 5 6 3 2 

 

   在此我們可以看到，GAPLS 法的估計效果比 BIC 法的估計效果來得好的個數

已經有明顯的增加，所以可以得知當樣本數變大時，很有可能 GAPLS 法會比 BIC

法來得表現優異。 

 

   最後看看兩方法在更改設定之後，其平均選取的節點個數是否有較接近真實

函數的節點個數，但因為 GAPLS 法所選取的節點數量都落於 8 到 10 之間，並

不會因為更改設定而有什麼明顯的影響，所以這裡我將 BIC 法模擬的結果進行

整理，結果如下表: 

表(十七) 節點差異 

    函數 

平均節點差 
函數一 函數二 函數三 函數四 

下十組資料 * 1.3 2.2 * 

訊噪比調整為四 * 1.1 2.2 * 

樣本增加至一百 * -0.4 0 * 
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表(十八) 節點差異 

    函數 

平均節點差 
函數五 函數六 函數七 函數八 

下十組資料 1.3 1.2 0.7 -0.4 

訊噪比調整為四 -0.7 1.5 0.2 -1.5 

樣本增加至一百 0 -0.4 -0.2 -2.6 

 

   這裡可以看出，不同的設定之中，對於節點估計的準確度幾乎沒有什麼明顯

的趨勢，其中較為明顯的因素則是樣本數，可以看出在本文的研究範圍內，樣本

增加到一百筆以後，對於節點數量的準確度則會提升很多。 

 

   最後可以得到一些小結論，不管函數類型、參數值、不同的隨機資料、訊噪

比的大小以及樣本數的多寡，GAPLS 法所選取的節點數量幾乎都落在 8 到 10 個

之間，而當樣本數增加時，GAPLS 法所選取的節點數量會稍微接近真實函數的

節點數量，此外在不同的設定之下最有差異的地方，在於可以明顯的看出 GAPLS

法的估計效果比 BIC 法的估計效果來得好的次數有明顯增加，所以當訊噪比降

低和樣本數增加時，GAPLS 法的估計效果可以有效地提升。而 BIC 法對於節點

選取的個數，在樣本數提升的情況之下，BIC 法選取的節點就很靠近真實節點數

量，整體看起來 BIC 法的估計效果是很不錯的。 
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第五章 結論與建議 

 

5.1  結論 

   根據模擬的結果，我們可以得到以下幾個結論: 

1. 不論資料服從什麼型態的函數關係，GAPLS 法與 BIC 法的函數近似效 

    果都很不錯，而且穩定性很高。 

2. GAPLS 法不論資料的型態為何，選取的節點數量皆偏多，而 BIC 法在 

    平滑函數時選取的節點數量偏少，在間斷型函數時則偏多，但在模擬的 

    情況當中，數量皆比 GAPLS 法所選取的節點數量來得少。 

3. GAPLS 法中的𝑐1 , 𝑐2 , 𝑟𝑗   只需令其為 1 即可。 

4. 不同的隨機樣本以及樣本數，皆對 GAPLS 法與 BIC 法的估計效果有很

大的影響，而在我們考慮的樣本數範圍內，樣本數越多，則 GAPLS 法

的估計效果比 BIC 法的估計效果來得好的機率就越高 

 

5.2  建議 

   根據以上的結論，如果想要使用 B-Spline 進行迴歸函數近似，但不要求控制

節點數量的話，GAPLS 法與 BIC 法都是很不錯的近似方法，但若有要求節點數

量較少的話，因為 BIC 法只單純懲罰節點數過高的問題，所以 BIC 法所選出的

節點數量都偏少，於是我們推薦使用 BIC 法進行迴歸函數近似。 

 

5.3  延伸題目 

   未來可以再加入更多不同的方法與真實函數進行模擬比較，以及探討收斂速
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度的問題，例如當給定估計誤差須達到多少以下，則須使用多少樣本來讓估計更

準確，則可進一步討論哪些方法更節省樣本數，還有訊噪比的差異以及大樣本之

下(一千筆以上)可能會有什麼不同的情況產生。 
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附錄一 

 

第四章節中，使用八種不同的函數比較兩種節點選取的方法，而資料為真實函數

加上一隨機誤差項所生成: 

𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) + 휀𝑖 , 𝑖 = 1 , 2 , … , 𝑛 

且模擬時需自行將訊噪比調整為 7，此值為自行設定，且調整方式如第四章引言

所述。 

八種真實迴歸函數如下: 

函數一: 

真實迴歸函數為 𝑓(𝑥𝑖) = si (20 × 𝑥𝑖)，誤差項 휀𝑖 ∼ 𝑁(0, 0.23
2) 

 

函數二: 

真實迴歸函數 B-Spline 函數，節點為 𝑡 = (0.3,0.5,0.7)，係數為

 = ( 10, 5,5,10,15,20,1)，誤差項 휀𝑖 ∼ 𝑁(0, 2.49
2) 

 

函數三:  

真實迴歸函數 B-Spline 函數，節點為 𝑡 = (0.5,0.7)，係數為  = (10,8,8,10,12,2)，

誤差項 휀𝑖 ∼ 𝑁(0, 0.48
2) 

 

函數四: 

真實迴歸函數為一四次多項式 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖
4  2 × 𝑥𝑖

3 + 1.4 × 𝑥𝑖
2  0.4 × 𝑥𝑖 +

0.0384，誤差項 휀𝑖 ∼ 𝑁(0, 0.003
2) 
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函數五:  

真實迴歸函數 B-Spline 函數，節點為 𝑡 = (0.4,0.4,0.4,0.4,0.7)，係數為

 = ( 1.78, 0.33,1. 2,  5,5,1.85,  3, 0.35,1.39)，誤差項 휀𝑖 ∼ 𝑁(0, 0.57
2) 

 

函數六:  

真實迴歸函數 B-Spline 函數，節點為 𝑡 = (0.3,0.3,0.3,0.3,0.7,0.8)，係數為

 = (2,5,4,20,4,1 ,10,8,5,4)，誤差項 휀𝑖 ∼ 𝑁(0, 1.1
2) 

 

函數七:  

真實迴歸函數 B-Spline 函數，節點為 𝑡 = (0.1,0.5,0.5,0.5,0.5,0.7)，係數為

 = ( 10, 5, 2,20,1,20,25,10,1,  1)，誤差項 휀𝑖 ∼ 𝑁(0, 2.7
2) 

 

函數八:  

真實迴歸函數 B-Spline 函數，節點為 𝑡 = (0.2,0.5,0.5,0.5,0.5,0.8)，係數為

 = ( 5, 3, 2,5,25,25,5,  2,  3, 5)，誤差項 휀𝑖 ∼ 𝑁(0, 2.59
2) 
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附錄二 

 

  下列各表為更改不同設定之下，GAPLS 法與 BIC 法所選出的平均節點數目: 

 

表(十九) 下十組資料 

    函數 

平均#knot 
函數一 函數二 函數三 函數四 

GAPLS 9.7 9.4 9.8 9.8 

BIC 6.5 4.3 4.2     4.2 

真實函數 * 3 2 * 

 

 

表(二十) 下十組資料 

    函數 

平均#knot 
函數五 函數六 函數七 函數八 

GAPLS 9.4 9.5 9.8 9.5 

BIC 6.3 7.2 6.7 5.6 

真實函數 5 6 6 6 
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表(二十一) 下十組資料且訊噪比為 4 

    函數 

平均#knot 
函數一 函數二 函數三 函數四 

GAPLS 9.6 9.5 9.4 9.6 

BIC 6.2 4.1 4.2    6.4 

真實函數 * 3 2 * 

 

表(二十二) 下十組資料且訊噪比為 4 

    函數 

平均#knot 
函數五 函數六 函數七 函數八 

GAPLS 9.6 9.7 9.7 9.5 

BIC 4.3 7.5 6.2 4.5 

真實函數 5 6 6 6 

 

表(二十三) 下十組資料且訊噪比為 4 且樣本數為 100 

    函數 

平均#knot 
函數一 函數二 函數三 函數四 

GAPLS 9.6 9.1 9.2 9.4 

BIC 5.6 2.6 2    1.8 

真實函數 * 3 2 * 
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表(二十四) 下十組資料且訊噪比為 4 且樣本數為 100 

    函數 

平均#knot 
函數五 函數六 函數七 函數八 

GAPLS 8.1 9.3 9 9.3 

BIC 5 5.6 5.8 3.4 

真實函數 5 6 6 6 

 

  



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

34 

參考文獻 

 

[1] Tzee-Ming Huang . An adaptive knot selection method for regression splines via 

penalized minimum contrast estimation. National ChengChi University. 

Department. of Statistics. 2013. 

 

[2] Huang, Tzee-Ming. "Convergence rates for posterior distributions and adaptive  

estimation." The Annals of Statistics 32.4 (2004): 1556-1593. 

 

[3] Hardle, Wolfgang. Applied nonparametric regression. Vol. 27. Cambridge:  

Cambridge university press, 1990. 

 

[4] Eubank, Randall L. Nonparametric regression and spline smoothing. CRC press,  

1999. 

 

[5] 何昕燁，一種基於 BIC 的 B-Spline 節點估計方式. 2012. 

 

[6] T.A. Springer ，〈線性代數群〉 張瑞吉譯，1987. 

 

若需要 GPALS 法的程式碼，請以 email 跟作者聯絡，以下是作者的信箱: 

101354028@nccu.edu.tw 

 

mailto:101354028@nccu.edu.tw

