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摘要

磁性物質於絕對零溫時的量子相變為近代凝態物理的主要研究課題之一。在本

論文中我們應用量子蒙地卡羅模擬探討橫場及縱場下之反鐵磁易辛自旋鏈的零溫

相圖及其臨界現象。近鄰易辛反鐵磁性交互作用驅使系統形成 z 方向的交錯磁有

序。隨著橫向磁場 hx —此為量子力學參數—的改變，易辛自旋鏈將由具反鐵磁
性的有序基態（當易辛交互作用為主宰項時）經量子相變至順磁性基態（當外加

橫場主宰系統時）。加諸一沿易軸方向的磁場 hz 能進一步削弱反鐵磁有序。我們

考慮兩種類型的交互耦合：一、均質情形：自旋交互作用及加諸於各自旋的磁場

均與晶格點位置無關；二、無序情形：自旋交互作用及加諸於各自旋的橫向磁場

為隨機無序的。對均質系統而言，在 (hx, hz)相圖平面上一臨界線區隔反鐵磁相
及順磁相，該臨界線終止於 hx = 0處之多相臨界點，此處發生古典一階相變。數
值結果得以驗證均質系統 hx > 0的臨界線屬二維古典易辛模型的相變普適類。而
對於無序系統來說，hz = 0處為一具有無窮大動力學指數的非尋常量子臨界點；
在有限縱場之下，我們的數值結果顯示量子相變因無序效應而變模糊不明確。

關鍵字：

量子反鐵磁易辛自旋鏈，量子相變，臨界點，強無序
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Abstract

The study of quantum phase transitions in magnetic materials has been a major focus
of modern condensed-matter physics. In this thesis we study the zero-temperature phase
diagram and critical properties of the antiferromagnetic Ising spin chain in transverse and
longitudinal magnetic fields by quantum Monte Carlo simulations. The nearest-neighbor
Ising interaction favors staggered magnetic ordering along the z axis. As we vary a trans-
verse magnetic field hx, which is a quantum mechanical parameter, the Ising spin chain
will undergo a quantum phase transition from an antiferromagnetic ordered ground state
when the interaction dominates to a paramagnetic ground state when the applied transverse
field dominates. A magnetic field hz applied along the Ising axis can further destabilize
antiferromagnetic order. We consider two types of couplings: (i) the homogeneous case
where the interaction and the magnetic fields are site-independent; (ii) the disordered case
where site-to-site variations of the interaction and the transverse field are random. For
the homogeneous case, the antiferromagnetic phase and the paramagnetic phase are sep-
arated by a critical line in (hx, hz) plane, ending at the multicritical point with hx = 0
where a classical first-order transition occurs. It is found numerically that the critical
line for hx > 0 belongs to the universality class of the two-dimensional classical Ising
model. For the disordered case, the quantum critical point for hz = 0 is of unconventional
infinite-randomness type with infinite dynamic exponent. In a finite longitudinal field,
our numerical results suggest that the sharp global quantum phase transition is destroyed
by smearing.

Keywords:
quantum antiferromagnetic Ising chain, quantum phase transition, critical point, strong
disorder
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第 一章 引言

我們的物質世界是由大量具交互作用的粒子（原子、分子等）組合而成，而

關聯性多體系統浮現出的複雜度及多樣性絕非可藉單一粒子或少數粒子的行為

作延伸得出的，這也是諾貝爾獎得主 P. W. Anderson 在他著名的文章 ”More Is
Different ” [1]中所強調的科學哲學概念。
在關聯性多體系統呈現的許多複雜現象中，「相變」(phase transition)的發生可

說是最引人的研究課題之一。相變在我們日常生活中算是習以為常的現象，例如

我們觀察到水達高溫時轉化成蒸氣，或我們觀察到水結成冰的現象。物質一般可

處於「固態」、「液態」及「氣態」；這三相態間的轉變即為相變的發生。但物質相

態或相變的多樣性遠超過這些「日常現象」，舉凡：導體—絕緣體的轉換、磁性
物質磁化的產生或消失、超導現象的形成、玻色—愛因斯坦凝聚 (Bose–Einstein
condensation)、或液晶 (liquid crystal)呈現的數十種豐富相態間的變化等等均是相
變現象。理論物理的核心價值之一當然在於建立一可解釋千萬種相變現象的理論，

始於二十世紀中期建立的相變理論架構雖已幫助我們瞭解許多相變的機制，但相

變牽涉的複雜度還留下許多待解的問號，所以相關研究一直是近代物理領域的焦

點。

為定量研究相變現象，理論物理學家常藉助微觀統計力學模型，這類模型引入

相關物質的主要特性（如交互作用力的範圍，或粒子的自由度等），但忽略材料的

成份（包含哪些特定化學元素等）。如此看似簡化的模型，卻常面臨無法求得解析

解的困境，更明確地說，精確解析解僅存在極少數的統計力學模型，所以藉助電

腦的數值計算已成為理論多體物理必然發展的一支。事實也顯示，數值計算提供

的不是僅是一些帶「小數點的數字」，它們也常釐清理論觀念，其他更廣更深的影

響當然包含新模型的建立及計算方法跨領域的應用。

本論文將以電腦計算的方法探討一稱為「量子易辛模型」的相變行為。論文的

架構大致如下：下一章概述相變及發生在絕對零度的量子相變，亦簡述含雜質系

統的無序效應對相變可能的影響；在第三章我們給出模型的定義，並概述一些已

知的性質；第四章描述我們所使用的數值方法 –蒙地卡羅演算法；第五章呈現並
討論我們的計算結果。

1
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Chapter 1. 引言
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第 二章 簡述臨界現象與量子相變

2.1 相變及臨界現象

承引言所提，物質相態千萬種，相變理論的建立首應區分不同的相態，或歸納

看似不同卻屬同型的相態。根據 [2, 3]，我們可藉幾類指標來區分物質相態：

對稱性 (symmetry)
水（液態）可視具旋轉及平移的對稱性，因為不管從何種旋轉角度或空間位

置來看，吾人皆分別不出差異，然而分子呈晶格排列的冰卻不是，就是因為

它具排列規則，所以不存在旋轉對稱以及平移對稱性質，稍微有些角度旋轉

或空間移動即露出破綻（圖 2.1 (a,b)）；從水到冰即牽涉到旋轉及平移對稱
的破壞，也是相變的發生。另一例子：高於居里溫度的鐵磁性物質，提供磁

(a) 液態：旋轉、平
移對稱

(b) 固態：旋轉、平
移對稱破缺

(c) 順磁態：自旋旋
轉對稱

(d) 鐵磁態：自旋旋
轉對稱破缺

圖 2.1: 不同相態及其對應的對稱性（破缺）

3
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Chapter 2. 簡述臨界現象與量子相變

矩的電子自旋因指向凌亂可視為具自旋旋轉對稱性，此時系統處於順磁相

(paramagnetic phase)，溫度降至居里溫度 (Curie temperature)以下，大部分自
旋指向同一方向，此為自旋旋轉對稱性自發性的破壞（圖 2.1 (c,d)），系統處
於鐵磁相 (ferromagnetic phase)。值得一提的是，相變的發生，不一定牽涉對
稱性的破壞，如液態及氣態雖屬不同相態，但具有相同的對稱性。

序參數 (order parameter)
Landau相變理論 [4]引入序參數來描述相態的有序化程度以及伴隨相變的對
稱性質之改變或破壞。一般而言，高對稱性（無序）的相態對應零序參數，

低對稱性（有序）的相態對應有限的序參數。以順磁態 –鐵磁態相變為例，
序參數可選擇為磁化量 (magnetization)；磁化量在順磁相為零，在鐵磁相則
為有限值。

元激發 (elementary excitations)
對稱性的破壞常伴隨元激發。根據 Goldstone定理 [2]，一個連續對稱性（例
如旋轉或是平移）破壞伴隨不具有質量的玻色子 (bosons)（又稱 Goldstone
Modes）的產生。例如，在晶體中，由於平移對稱性的破缺而產生聲子
（phonons）；而在磁性物質中，自旋旋轉對稱性的破壞產生磁子（magnons）。
但對應非連續對稱性 (discrete symmetry)的破壞，如在單軸磁性物質中，並
不產生 Goldstone玻色子，而是有限能量的元激發。

物質從一相態轉換至另一相態即相變的發生，其機制可視為系統內能 E 與熵

S 的抗衡。根據熱力學原理，系統的平衡態對應自由能 F = E − TS （T 為溫度）

最小的狀態。以水為例，系統能量取決於水分子間的交互作用，而當水分子排列

成冰的晶格結構時，能量達最小值。熵的大小正比於系統內水分子所有組態數的

對數，顯然地，液態水的熵大於冰。如此不難瞭解，低溫時固態具有較小的自由

能，而高溫時液態熵的貢獻使得自由能得最小值。調控溫度，改變自由能的值，

將使液態水 –冰相變發生於 0◦ （一大氣壓下）。相變點發生處正是描述系統的熱

力學函數呈現不解析之點。熱力學函數如熵、比熱等均可以自由能和它的導數表

示（比如熵是自由能對溫度的導數）。只要自由能是解析的，那麼熱力學的其它參

數也是連續的。但對有限大小的系統來說，配分函數 (partition function)及自由能
永遠是可解析的，因此相變只發生在熱力學極限條件之下（粒子數 N → ∞）。
相變大致可分兩類型：一階的不連續相變，及二階的連續相變。以序參數及對

稱性來作一般性描述：若相變發生於對應不同對稱性的相態間，或序參數在相變

點呈不連續的改變，這類型的相變屬不連續相變；若相變發生於高對稱性與低對

稱性的相態間，或序參數在相變點呈連續的改變，這類型的相變屬連續相變。1更

1但近年理論及電腦模擬上已發現上述分類的例外情形，例如對應獨立、不同對稱性破缺的兩
相態間之直接相變可屬連續相變 [5, 6]。

4
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2.2. 量子相變

確切地說，不連續相變主要牽涉潛熱，以及相共存 (phase coexistence)。最常見的
不連續相變應屬固、液、氣三態間的轉換。連續相變特徵則主要在於無窮大發散

的關聯長度 (correlation length)，所謂關聯長度可視為系統的一距離度量，度量多
遠兩處的微觀自由度漲落仍具明顯關聯性。在連續相變點（又稱「臨界點」），因

為關聯長度發散，系統每一點（無論空間上的實際距離）均緊密互相關聯，這個

大量自由度的強關聯性雖一方面看似複雜，另一方面卻也簡化了問題，原因在於：

發散的關聯長度也意味微觀結構的不重要，也由此產生所謂普適性 (universality)
的概念。接近臨界點時，關聯長度及其他熱力學量呈現與至臨界點距離 (|δ|)的冪
次方關係，冪次法則的指數稱為「臨界指數」(ctitical exponents)。以關聯長度 (ξ)
為例，ξ ∼ |δ|−ν 定義了關聯長度臨界指數 ν (> 0)。事實上，千萬種物質的連續相
變可歸類於數個普適類 (universality class)，同屬一普適類的相變擁有相同的臨界
指數。

臨界點處的冪次法則暗示「尺度不變性」(scale invariance)，其意思是指系統的
物理性質不因尺度的改變而有所改變；這也正是「重正規化群方法」(renormaliza-
tion group methods) [7,8]的基礎。重正規化群方法的基本概念在於：藉循序改變系
統尺度及降低系統自由度數目，持續將物理系統對應至一參數空間內的軌跡，最

後我們將到達少數的不動點 (fixed points)，其中包含描述臨界點的不動點解。可
簡單地說，在重正規化群過程中，不重要的因子將會於小尺度範圍逐漸消失，最

終在大尺度極限留下的則是影響物理的關鍵因子。普適性、尺度標度化（見第五

章）及對應不同物理量的臨界指數間的關係均可透過重正規化群法建立起來。

2.2 量子相變

量子相變（又稱零點相變）是指量子多體系統基態性質的驟變 [9]。量子相變
之研究，無論在理論或實驗方面，可說是強關聯系統領域的核心。至今最被深入

探討的量子相變莫屬於磁性物質基態的磁有序 (magnetic order)受量子擾動破壞而
消失的現象。不同於由熱擾動 (thermal fluctuations)引發的古典（非量子）相變，
造成量子基態性質驟變的變因在於所謂「量子漲落」(quantum fluctuations)；因為
發生於絕對零度 T = 0，控制量子漲落的參數非溫度相關的，而是系統哈密頓算
符 (Hamiltonian)的某一參數（λ），如磁場、壓力或化學成分等。
我們將侷限討論連續（二階）量子相變，如同連續古典相變，此類相變的發生

伴隨著是一在臨界點發散的關聯長度 ξ:

ξ ∼ |λ− λc|−ν , (2.1)

這裡 |λ − λc|定義至量子臨界點 λc 的距離，指數 ν 為關聯長度指數。就量子相變

5
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Chapter 2. 簡述臨界現象與量子相變

而言，隨著量子臨界點 λc 的逼近，基態漲落的特徵能量尺度 ∆也呈冪次型的消
失：

∆ ∼ |λ− λc|zν , (2.2)

定義另一臨界指數 z，稱為動力學指數 (dynamic exponent)；這裡指的特徵能量尺
度可為最低激發態至基態間的能隙，或連續能量譜從最低頻至最高頻的變化指

標。綜合式 (2.1)及 (2.2)得
∆ ∼ ξ−z . (2.3)

考慮特徵時間 ξτ ∼ ∆−1，上式建立了量子相變問題時間上及空間上關聯長度的關

係：

ξτ ∼ ξz . (2.4)

由此我們也看出在量子相變問題空間及時間的關聯性是不可分的，這也是量子相

變與古典相變最大不同處之一。

一般而言，處理量子多體系統及其可能的相變行為較古典多體系統問題來得棘

手，其主要原因在於描述量子多體系統哈密頓算符 (Ĥ)內稟的不對易項使得一些
解析或計算方法不適用或無法直接應用於此。但當我們將溫度 T 於時間 t作下列

轉換時
1

kBT
↔ i

ℏ
t , (2.5)

（kB 為波茲曼常數 (Boltzmann’s constant)；ℏ為 (Planck’s constant)），我們可將量子
統計力學的波茲曼機率與時間演進算符作對比：

e−βĤ ↔ e−itĤ (2.6)

這裡及本論文引入 β ≡ 1/kBT，並為方便我們設常數 ℏ = 1 , kB = 1。如此許多
量子統計力學問題可藉虛數時間的 Feynman路徑積分方法 [10, 11]處理。D 維度
量子多體系統配分函數 (partition function) Z = Tre−βĤ 在虛數時間－空間路徑積

分表象中，則可表示為 D + 1維度古典對應系統的配分函數，其中多出的維度為
長度 β 的虛數時間。如此許多處理古典相變的方法亦可藉上述量子－古典對應

(quantum-classical mapping)在 β → ∞極限下應用於量子相變問題；這個路徑積分
表象也有助我們理解空間與時間在量子相變問題是緊密不可分的。

2.3 無序效應

任何真實物質內總不免含有雜質或缺陷。一般而言，不均質性使物質傾向處於

無序態，在有些情況下，甚至完全破壞有序態；若無序態 –有序態相變仍存在，

6
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2.3. 無序效應

無序效應也可能會改變臨界行為的普適類。這裡我們只關注與時間無關的雜質或

缺陷，也聚焦於無序交互耦合的效應。

判斷無序交互耦合是否對均質臨界點具影響的一重要準則為 Harris準則 (the
Harris criterion) [12]；根據這準則，若對應均質臨界點的關聯長度指數 ν 滿足下列

不等式，則無序效應的影響在大尺度範圍可被忽略

Dν > 2 , (2.7)

其中 D 為系統的維度；也就是，當不等式 (2.7)成立時，無序系統與未加雜質的
均質系統的臨界行為將相等，同屬一相變普適類。反之，若

Dν < 2 , (2.8)

微量的無序將偏離均質系統的臨界行為。當 Dν = 2，則屬不確定的邊緣情況。
上述的 Harris準則解釋如下：假設一 D 維度的無序系統處於非臨界點，處於

溫度 T (> Tc)。我們將系統劃分成數個區域，每區域的線性長度為關聯長度 ξ，體

積為 ξD。因為無序性質，每區域有其所屬的局域臨界溫度，局域臨界溫度與整體

系統的臨界溫度不一定相等。從中央極限定理 (central limit theorem)，我們可得出
局域溫度的均偏差

δ′ ∼ ξD/2/ξD ∼ ξ−D/2 . (2.9)

另一方面，由關聯長度與臨界點距離 (δ = T − Tc)的關係得

δ ∼ ξ−1/ν . (2.10)

我們比較局域臨界溫度均偏差 δ′與系統溫度至臨界點的距離 δ，若

δ′ < δ , (2.11)

則區域性的擾動不顯著，系統整體趨向均質，也就是，存在的不均質不會改變純

淨系統的臨界行為。可看出，為滿足式 (2.11)條件，不等式 (2.7)必成立。
Harris準則也適用於量子臨界點。值得注意的是，在這裡不等式中的維度 D指

的是量子系統的維度，而非所對應的古典模型的 D + 1維度，因為不等式中的維
度來自考慮無序自由度所用的中心極限定理，而在對應的 D + 1古典模型，雜質
整體完全地延伸至虛數時間軸方向，並不造成多一維度的無序。另一方面，虛數

時間軸上的完全關聯性，也造成無序效應對量子系統的影響常比對古典系統的影

響更顯著；以下我們就無序對量子相變的影響作描述。

在均質系統，熱力學量只於相變點發生奇點，偏離相變點這些奇點將消失；但

7
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Chapter 2. 簡述臨界現象與量子相變

(a) (b)

圖 2.2: 無序鐵磁性物質順磁相 Griffiths奇點現象機制之示意圖。在無序的順磁相
內因非均值性仍存在一局域呈鐵磁相的區塊，這些區塊發生機率不高，但可造成
如磁化率等物理量在臨界點外區間亦產生奇點。(a)白色區域示意在二維古典系統
中順磁相內局域鐵磁相的區塊；(b)在二維量子系統中，空間上的局域鐵磁相的區
塊延伸至虛數時間方向，故可造成比在古典系統更明顯的 Griffiths奇點現象。

在非均質系統，情形可能不同。1969年 R. B. Griffiths [13]首先以無序的古典單
軸鐵磁性物質模型為例，提出非相變點區域奇點發生的可能性，背後原因在於非

均質系統的順磁相內亦隨機存有局域有序鐵磁性的區塊，這些區塊產生的機率很

小，但它們卻可使磁化率 (magnetic susceptibility)及其他物理量產生奇點，這個現
象被稱為 Griffiths singularities。雖然理論上 Griffiths奇點現象可被預期，但在古
典系統並不顯著，實驗上也難以被證實。同樣的概念在量子相變點附近卻可非常

顯著，因為上述那些局域鐵磁性的區塊並不隨時間改變，它們將在對應的 D + 1
古典模型中形成一多一維度的區塊，進而造成更顯著的影響 [14–16]。簡單地說，
上述稀少 D + 1維區塊對應極長的鬆弛時間，也造成無序量子系統的動力學指數
z（式 (2.4)）將較均質系統的 z 值大 [17–19]。量子 Griffiths奇點現象已在實驗上
被驗證出 [20–22]。
一般來說，在無序量子相變點附近，上述不尋常的動力學指數 z 將隨至臨

界點距離縮小而持續增大，在量子臨界點的動力學指數甚至可達無窮大 z =
∞ [17, 18]。無窮大的動力學臨界指數已知發生於本文將探討的量子無序易
辛模型，一維系統的解是由一針對無序系統設計的重正規化群方法精確求得

的 [17, 18]，多維度系統雖缺乏解析解，但其具有的無窮大動力學臨界指數也於一
系列的數值計算得出 [23–26]。
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第 三章 模型概述

本章節描述論文探討的模型：量子易辛模型，及概述其一些相變有關的已知結

果。易辛模型 (Ising model)是探討相變的一典型模型，原用以描述具某一強易軸
(easy axis)的磁性物質模型。我們稱一個「易辛自旋」(Ising spin)為自由度為 2的
「粒子」，就電子自旋而言，即 z 分量（易軸分量）的上自旋 (”up” spin)及下自旋
(”down” spin)。因用以探討關聯性系統，易辛自旋間存在某連結關係，此關係使
相互連結的自旋選取對應能量低的自由度。

在所謂量子易辛模型上，自旋的狀態不再僅是兩個狀態，而是這兩個狀態的線

性疊加 (superposition)，也就是目前熱門的量子資訊術語中的「量子位元」(qubit)。
簡言之，量子易辛模型可視為一組具連結關係的量子位元。根據易辛模型的定義，

量子模型還是屬非均向性 (anisotropy)，且具一強的、特殊的易軸（又稱易辛軸）。

3.1 橫場下的易辛模型

LiHoF4 絕緣體為實驗上常用來實現易辛鐵磁性模型及量子相變的磁性材料。

在這個絕緣體中每個 Ho3+ 離子提供一淨磁矩，此磁矩由電子自旋及軌道角動量

耦合而成，且沿一特定易軸指「上」或指「下」；Ho3+ 離子間的主要交互作用為

偶極耦合 (magnetic dipole interaction)，此交互作用促使 Ho離子磁矩（易辛自旋）
趨於指向同一方向，低溫時當溫度造成的熱擾動不大時，LiHoF4 將具自發性的磁

性，也就是在無外加誘發磁場下大部分的自旋指向同一方向，為自發性對稱破缺

(spontaneously broken symmetry)的一個例子，破壞的是所謂 Z2對稱；當溫度升高

至某一特定值 Tc，溫度對自旋排列的效應遠大於自旋間交互作用力的有序效應，

指向兩相反方向的自旋數目趨於相等，此時材質的磁性消失。這種由溫度調控

的相變為古典連續相變的一個例子；臨界溫度 (critical temperature) Tc 界分一低溫
時自旋排列有序的相 (ordered phase)及高溫時無序的「順磁相」(disordered phase,
paramagnetic phase)。將 LiHoF4 置於垂直於上述易辛軸的外加磁場（橫場）中，

橫場可引發 Ho離子兩個自旋狀態間的量子穿隧效應 (quantum tunneling)，也就是
外加橫場如同溫度可翻轉自旋指向，造成自旋有序排列的干擾。加上橫場這個額

外的量子擾動因子，LiHoF4 的有序－無序相變溫度 Tc 勢將降低，且 Tc 值將隨外

9
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Chapter 3. 模型概述

圖 3.1: LiHoF4 絕緣體在外加橫場的相圖。相邊界（紅點、藍方塊等）分界低溫
(T ≲ 1.5K)弱場 (≲ 50 kOe)區域的鐵磁相及高溫強場的順磁相。紅點為測量磁化
率得來的相變點 [27]，藍方塊資料由中子散射測量得出。此圖截取自 [28]（論文
正式出版於 [29]）。

加橫場變大而降低，理論上可降至零點（圖 3.1）。這個現象已由 Bitko, Rosenbaum
和 Aeppli等人實驗觀察到 [27]。T = 0時由橫場調控的相變是完全由量子擾動引
發的，故稱為量子相變。

上述置於橫場的易辛模型的哈密頓算符（Hamiltonian）可寫為：

ĤTFIM = Ĥzz + Ĥx , (3.1)

Ĥzz = J
∑
⟨i,j⟩

σ̂zi σ̂
z
j , (3.2)

Ĥx = −hx
∑
i

σ̂xi . (3.3)

其中的指標 i, j 用以表示模型晶格上的晶格點。σ̂zi 和 σ̂xi 為描述晶格點 i上自旋分

量的庖立矩陣（Pauli matrices），Ĥzz 描述易辛交互作用，J 為自旋間的交互耦合

常數在此我們考慮只有相鄰的自旋間存在交互作用，
∑

⟨i,j⟩ 中的 ⟨i, j⟩代表相鄰的
一對自旋。交互耦合 J 的正負號決定系統的有序相是鐵磁性 (ferromagnetism)或是
反鐵磁性 (antiferromagnetism)；明顯地，J < 0屬鐵磁性耦合，J > 0屬反鐵磁性
耦合。鐵磁性耦合引發相鄰自旋指向同一方向的趨勢（能量較低的狀態），反鐵磁

性耦合則促使相鄰自旋指向相反方向。Ĥx 為橫場項。當橫場為零時，ĤTFIM 中所

有算符均為 z 分量的庖立矩陣，故可將算符以其本徵值取代，模型即簡化成古典

的易辛模型。當橫場不為零，因 Ĥzz和 Ĥx的不對易性 [Ĥzz, Ĥx] ̸= 0，此時浮現問
題的量子性質。

10
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3.1. 橫場下的易辛模型

圖 3.2: 方晶格屬具相鄰交互耦合的易辛模型之二分晶格 (bipartite lattice)。我們可
定義兩組交錯的子晶格，交互耦合只作用於位於不同子晶格的自旋。圖中藍晶格
點及紅晶格點各屬一子晶格。

本論文探討的是易辛反鐵磁，但 ĤTFIM的相變性質無關系統是鐵磁性或反鐵磁

性。因為考慮短程相鄰的交互作用，系統的維度影響相變的性質。在此我們考慮

方晶格，並聚焦於一維模型，許多結果也適用多維度的模型。

在熱力學極限（自旋數目 N → ∞），調控橫場及反鐵磁耦合的比值 λ ≡ hx/J

經過一臨界值 λc = 1時系統的基態 (ground state)呈現連續（二階）量子相變。在
λ < λc ，系統基態呈現的是反鐵磁相，用來描述此相態的序參數為如下定義的 z

軸的交錯磁化量 (staggered magnetization) ms：首先將兩組交錯的晶格點定義成兩

個子晶格，A和 B，如此對任何晶格點來說，它和相鄰晶格點必分屬不同的子晶
格（圖 3.2以二維方晶格為例），也就是說，只有位於不同子晶格的自旋間才有交
互作用，如此，z軸交錯磁化量定義為

⟨ms⟩ = 1
N

⟨
ϕ0

∣∣∣ N∑
i=1

ηiσ̂
z
i

∣∣∣ϕ0
⟩
, (3.4)

其中 |ϕ0⟩為基態波函數，ηi = ±1取決於自旋所在晶格點屬於子晶格 A (+1)或 B
(−1)。在橫場消失時 λ = 0，基態呈雙重簡併，對應 ⟨ms⟩ = 1及 ⟨ms⟩ = −1的兩
個基態波函數分別為：

|ϕ(1)
0 ⟩ ≡ | ⇑A⇓B⟩ =

⊗
i∈A

| ↑⟩i
⊗
j∈B

| ↓⟩j

|ϕ(2)
0 ⟩ ≡ | ⇓A⇑B⟩ =

⊗
i∈A

| ↓⟩i
⊗
j∈B

| ↑⟩j ,
(3.5)

其中 | ↑⟩i, | ↓⟩i為在晶格點 i自旋算符 σ̂zi 的兩本徵態。當控制參數 λ稍微調大時，

微弱的量子擾動只降低交錯磁化量的值 (⟨|ms|⟩ < 1)，但不會完全地破壞反鐵磁
性 [9]。
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Chapter 3. 模型概述

現在考慮相圖的另一區域 λ > λc。極限情形，當 λ = ∞且 J ̸= 0，ĤTFIM 的基

態為各自旋 σxi 算符本徵態 | →⟩i的張量積 (tensor product)

| ⇒⟩ =
N⊗
i=1

| →⟩i = 1
2N/2

N⊗
i=1

(
| ↑⟩i + | ↓⟩i

)
. (3.6)

因為

⟨→|σ̂z|→⟩ = 0 , (3.7)

極強橫場下 λ = ∞的易辛基態無交錯磁化量 ⟨ms⟩ = 0。對 1/λ做微擾計算亦可得
λ ≪ λc時基態無反鐵磁性 [9]。

上述模型在一個維度時，可藉由 Jordan-Wigner轉換 [30]對應至自由費米子系
統而精確解出 [31]，這個方法及精確解析解並不存於多維度系統，但對任何維度
的量子易辛模型，我們可用路徑積分 (path integral)的概念，將系統對應到多一維
度的古典模型；多出的維度稱虛數時間軸，該方向的長度為溫度的倒數。以 D維

橫場易辛模型為例，對應的是 D + 1的古典易辛模型（詳細推導於 4.1節）。如
此，D維橫場易辛模型量子相變與 D + 1維古典易辛模型的熱相變同屬一普適類
(universality class)。

自然存在或人工添加的雜質可能導致交互耦合非均質化，對橫場易辛模型而

言，無序效應非常顯著，在量子相變點，動力學指數 (2.4)變成無窮大 z = ∞，也
就是說，鬆弛時間隨關聯長度成指數般地成長（不同於一般成冪次方成長的情

形）。在無序的一維模型，這個非常特殊的動力學現象可用一種針對無序系統設計

的重正規化群方法精確求得 [17, 18]。

3.2 橫場及縱場下的易辛模型

我們感興趣的是外加一平行易辛軸（z 軸）磁場（縱場）的量子易辛模型。此

縱場項的哈密頓算符可表示為

Ĥz = −hz
∑
i

σ̂zi . (3.8)

綜合而言，易辛反鐵磁在外加橫場及縱場下由以下哈密頓算符描述：

Ĥ = Ĥzz + Ĥx + Ĥz

= J
∑
⟨i,j⟩

σ̂zi σ̂
z
j − hx

∑
i

σ̂xi − hz
∑
i

σ̂zi , J > 0 . (3.9)

12
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3.2. 橫場及縱場下的易辛模型

圖 3.3: 零點時 T = 0，具橫場及縱場的一維反鐵磁易辛模型之相圖。

在縱場下，易辛自旋不僅因反鐵磁交互耦合而呈現相鄰自旋相反指向的趨勢，也

同時具共同朝向縱場方向的趨勢，這兩個互相競爭的趨勢導致與鐵磁性系統不同

的相變屬性。例如，在縱場中易辛鐵磁的量子相變消失，但易辛反鐵磁的量子相

變仍存在。

除了上節討論的橫場易辛模型 ĤTFIM = Ĥzz + Ĥx 外，式 (3.9)中無橫場的古典
反鐵磁易辛模型 Ĥcl ≡ Ĥzz + Ĥz 也是一研究相變問題的有趣模型。沒有橫場時，

量子擾動項消失，故 Ĥcl 為一「古典」易辛模型。在古典的情形，一維具短程交

互耦合的模型不具有由熱擾動引起的相變，因為在熱力學極限下破壞長程序 (long
range order)的磁疇壁 (domain wall)之產生降低了自由能，任何有限溫度下一維系
統均處於順磁態。無場時，多維度古典易辛反鐵磁與鐵磁的臨界點及普適類完全

相同，但加縱場時，鐵磁的相變被破壞 [32, 33]，反鐵磁的相變卻仍存在 [34, 35]。
關聯性多體模型的精確解析解常僅止於一維度的系統，但具橫場及縱場的一

維反鐵磁易辛模型 (3.9) 卻至今無解析解；根據精確對角化計算 (exact diagonal-
ization) [36] 及密度函數重正規化群方法 (density matrix renormalization group) 演
算結果 [37]顯示，T = 0時此系統存在一 (hx/J, hz/J) ≡ (λx, λz)相圖平面上的
一臨界線 (critical line) (圖 3.3)，分界一弱場時的反鐵磁態及強場時的順磁態。在
(λx = 1, λz = 0)，對應的相變點即為上節描述的橫場易辛模型的量子臨界點。另
一極端的點為 (λx = 0, λz = 2)，此為無量子擾動的古典一維橫場易辛模型，這裡
縱場的改變引起一階不連續的相變。雖無精確解，目前的數值計算結果 [36, 37]顯
示從 (λx = 1, λz = 0)到 (λx = 0, λz = 2)的臨界線屬二維古典易辛的相變普適類。
本節描述的量子自旋系統不僅在相變理論上是有趣值得被研究的模型，它也

是近年實驗上受矚目的模型。磁性材料 BaCo2V2O8 近來被發現得以實現具橫場及

縱場的近似一維易辛反鐵磁 [38, 39]。有趣的是，此模型也可由冷原子系統實現。
Jonathan Simon等人利用冷原子技術 [40]，以被侷限在「傾斜」的光晶格 (optical
lattice)之中的零自旋（spinless）超冷 Rb原子來模擬莫特絕緣體（Mott insulator）

13
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Chapter 3. 模型概述

圖 3.4: 光陷阱的位能井能差及原子排斥位能的示意圖。

圖 3.5: 利用冷原子實作橫場易辛模型之原理。圖出自於 [45]。

[41–44]，及對應成一維反鐵磁量子易辛模型 [40]。所謂光晶格是由雷射光形成的
週期位能。在 Simon等人的冷原子系統系統中，每個原子感受兩種位能：兩個原
子共存於同一位能井的排斥位能 U 及相鄰位能井的位能差 E （見圖 3.4）。量子效
應使原子有穿隧至相鄰位能井的機率，此穿隧率以 t表示。對應易辛自旋的兩個

狀態分別為：未穿隧原子狀態對應易辛自旋的上自旋，穿隧原子狀態對應易辛自

旋的下自旋。定義 ∆ ≡ E − U 為原子穿隧至相鄰位能井的所需能量。當 ∆ < 0且
U ≫ t時，每個位能井束縛一原子，即莫特絕緣態，或對應易辛自旋模型的順磁

態；當 ∆ ≳ 0時，原子可穿隧到相鄰位能井，若位能井雙重佔據及空缺狀態交錯
出現，系統處於完美的反鐵磁態。冷原子系統系統與自旋系統的對應釋於圖 3.5。
對應大致如下：自旋間的作用 J 相當於排斥位能 U，縱場 hz 與光晶格「傾斜」程

度有關，而橫場 hx則由穿隧率來對應。

本論文除以量子蒙地卡羅的方法探討具橫場及縱場的一維反鐵磁易辛模型的

基態相變行為，也探討無序對其之影響。值得注意的是，已知無序交換耦合對

(λx = 1, λz = 0)量子臨界點有巨大影響，導致無窮大的動力學指數，但無序對
hz ̸= 0臨界線的影響至今尚無有系統的探討文獻，這也正是本論文將探討的問

14
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3.2. 橫場及縱場下的易辛模型

題。
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第 四章 量子蒙地卡羅模擬方法

在本章節我們將詳述量子蒙地卡羅方法，討論如何透過此方法來探討量子易辛

模型的相變問題。給定描述我們考慮的量子多體系統的哈密頓算符 Ĥ，我們需要

處理某算符 Ô描述的物理量（例如磁化量等）之平均值；在溫度 T 時（對應溫度

倒數 β ≡ 1/kBT），其平均值可表示為

⟨Ô⟩ = Tr (ρ̂Ô) , (4.1)

其中

ρ̂ = 1
Z
e−βĤ , (4.2)

為正則系綜 (canonical ensemble)的密度矩陣（density matrix）；Z 為正則配分函數
(canonical partition function)：

Z = Tr e−βĤ . (4.3)

所謂量子蒙地卡羅方法是以隨機的方式根據 (4.2)的機率分佈選擇系統的狀態來求
平均。

我們使用的量子蒙地卡羅方法是建立在所謂「世界線」路徑積分 (worldline path
integral)的表示法上，在這種表示法上，量子易辛模型將對應到多一個維度的古
典易辛模型。蒙地卡羅計算則以此對應的古典模型為基礎。以下我們首先推導量

子－古典模型的對應，然後描述在對應模型上的蒙地卡羅計算方法。

4.1 量子－古典易辛模型的對應

考慮含 L個自旋一維量子易辛模型：

Ĥ =
L∑
i=1

Jiσ̂
z
i σ̂

z
i+1 −

L∑
i=1

hzi σ̂
z
i︸ ︷︷ ︸

Ĥ0

−
L∑
i=1

hxi σ̂
x
i︸ ︷︷ ︸

Ĥ1

. (4.4)

17
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Chapter 4. 量子蒙地卡羅模擬方法

在此我們不侷限於均質系統，故容許交換耦合及場強度與晶格位置 i有關；另外，

我們引入週期性邊界條件：

σ̂L+1 = σ̂1 . (4.5)

式 (4.4)中我們標出哈密頓算符 Ĥ 互不對易的項 Ĥ0及 Ĥ1。

計算配分函數及期望值 (4.1)時，基本上我們可以選擇任一組完備的基底向量，
因為矩陣跡數不會隨基底的選擇而有所改變。這裡我們自然地選擇 Ĥ0 的本徵基

底，也就是 σ̂zi 的本徵向量 (| ↑⟩, | ↓⟩)之張量積

|Sz⟩ ≡
L⊗
i=1

|si⟩ , |si⟩ = | ↑⟩ , | ↓⟩ . (4.6)

但因為 [Ĥ0, Ĥ1] ̸= 0，算符 e−βĤ 在此基底的表象並非對角化的，對含大量自旋

L ≫ 1的系統，計算將十分棘手。若可單獨處理 e−βĤ0 及 e−βĤ1，計算將顯得容易

些。但也因 Ĥ0和 Ĥ1的不對易性導致

e−β(Ĥ0+Ĥ1) ̸= e−βĤ0e−βĤ1 , (4.7)

所以無法將含 Ĥ0 項及含 Ĥ1 項分解計算。一個常用的技巧是引入一極大值 Lτ，

再利用 Trotter–Suzuki展開公式 [46, 47]

e−β(Ĥ0+Ĥ1) =
(
e− β

Lτ
(Ĥ0+Ĥ1)

)Lτ

= lim
Lτ →∞

(
e− β

Lτ
Ĥ0e− β

Lτ
Ĥ1

)Lτ

, (4.8)

注意上式第二個等號只有在 Lτ = ∞情況下才成立。當 Lτ ≫ 1為有限值時，我們
引入 ∆τ ≡ β/Lτ，指數算符分解可近似為

e−∆τ(Ĥ0+Ĥ1) ≈ e−∆τĤ0e−∆τĤ1 + O(ε) , (4.9)

O(ε)稱之為 Trotter誤差，對應最低階展開的誤差為

ε =
[
∆τĤ0, ∆τĤ1

]
= (∆τ)2

[
Ĥ0, Ĥ1

]
(4.10)

式 (4.9)的近似表示法就是著名的 Trotter–Suzuki近似法 (Trotter–Suzuki Approxima-
tion)。

應用 (4.8)展開式於配分函數得

Z = Tr
{
exp

[
−β

(
Ĥ0 + Ĥ1

)]}
18
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4.1. 量子－古典易辛模型的對應

= Tr


(

exp
[
− β

Lτ

(
Ĥ0 + Ĥ1

)])Lτ
 (4.11)

= lim
Lτ →∞

Tr


[
exp

(
− β

Lτ
Ĥ0

)
exp

(
− β

Lτ
Ĥ1

)]Lτ
 .

我們再利用基底向量 |Sz⟩的完備性，插入 Lτ − 1個單位算符

Î =
∑
{si}

|Sz⟩⟨Sz| , (4.12)

如此式 (4.11)中算符的冪次可表示為

ÂLτ =
Lτ∏
ℓ=1

Â =
∑

{s(1)
i }

· · ·
∑

{s(Lτ −1)
i }

Â|SzLτ −1⟩⟨SzLτ −1| · · · Â|Sz2⟩⟨Sz2 |Â|Sz1⟩⟨Sz1 |Â , (4.13)

所以配分函數可寫成：

Z =
∑

{s(0)
i }

∑
{s(1)

i }

· · ·
∑

{s(Lτ −1)
i }

⟨
Sz0
∣∣∣e−∆τĤ

∣∣∣SzLτ −1

⟩⟨
SzLτ −1

∣∣∣ · · ·

· · ·
∣∣∣Sz2⟩⟨Sz2 ∣∣∣e−∆τĤ

∣∣∣Sz1⟩⟨Sz1 ∣∣∣e−∆τĤ
∣∣∣Sz0⟩,

(4.14)

或

Z = lim
Lτ →∞

∑
{s(0)

i }

∑
{s(1)

i }

· · ·
∑

{s(Lτ −1)
i }

⟨
Sz0
∣∣∣e−∆τĤ0 e−∆τĤ1

∣∣∣SzLτ −1

⟩⟨
SzLτ −1

∣∣∣ · · ·

· · ·
∣∣∣Sz2⟩⟨Sz2 ∣∣∣e−∆τĤ0 e−∆τĤ1

∣∣∣Sz1⟩⟨Sz1 ∣∣∣e−∆τĤ0 e−∆τĤ1
∣∣∣Sz0⟩ ,

(4.15)

其中 {s(ℓ)
i }代表 |Szℓ ⟩多自旋向量的自旋組態。比照時間演進算符 e−itĤ/ℏ 的形式，

e−∆τĤ 可視為虛數時間演進算符，式 (4.14) 中矩陣元素 ⟨Szℓ+1|e−∆τĤ |Szℓ ⟩ 則可視
為由虛數時間點 ℓ的自旋狀態 |Szℓ ⟩經時間間隔 ∆τ 演進至虛數時間點 ℓ + 1的自
旋狀態 |Szℓ+1⟩之「機率振幅」，又稱轉移矩陣 (transfer matrix)元素。轉移矩陣於
式 (4.15)中的分解形式有助於計算，因為含 Ĥ0 的指數項可直接作用於它的基底

{|Sz⟩}得出

⟨
Szℓ+1

∣∣∣e−∆τĤ0 e−∆τĤ1
∣∣∣Szℓ ⟩ = e−∆τe

∑
i
Jis

(ℓ)
i s

(ℓ)
i+1−

∑
i
hz

i s
(ℓ)
i

⟨
Szℓ+1

∣∣∣e−∆τĤ1
∣∣∣Szℓ ⟩ . (4.16)

這裡 s
(ℓ)
i = ±1為對應庖立矩陣 σ̂z 本徵態 | ↑⟩, | ↓⟩的本徵值；式中剩餘待解的矩
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Chapter 4. 量子蒙地卡羅模擬方法

陣元素可分解為單一自旋指數算符的乘積：

⟨
Szℓ+1

∣∣∣e−∆τĤ1
∣∣∣Szℓ ⟩ =

⟨
Szℓ+1

∣∣∣e−∆τ
∑

i
hz

i σ̂
x
i

∣∣∣Szℓ ⟩ =
∏
i

⟨
s

(ℓ+1)
i

∣∣∣e−∆τhx
i σ̂

x
i

∣∣∣s(ℓ)
i

⟩
. (4.17)

利用庖立矩陣平方同等單位矩陣的特性 (σ̂x)2 = Î，以及下列的關係式，

e∆τhxσ̂x = Î cosh(∆τhx) + σ̂x sinh(∆τhx)。 (4.18)

可得出式 (4.17)中的單一自旋矩陣元素

⟨s′
i|e∆τhx

i σ̂
x
i |si⟩ ≡ C

(∆τ)
i eΓis

′
isi， (4.19)

上式中的 C
(∆τ)
i 和 Γi為

Γi = −1
2

ln tanh(∆τhxi ) > 0 (4.20)

C
(∆τ)
i = [sinh(∆τhxi ) cosh(∆τhxi )]

1/2。 (4.21)

如此，近似的轉移矩陣元素為

⟨Szℓ+1|e−∆τĤ1e−∆τĤ0 |Szℓ ⟩ =
[∏
i

C
(∆τ)
i

]
e

−∆τ
(∑

i
Jis

(ℓ)
i s

(ℓ)
i+1−

∑
i
hz

i s
(ℓ)
i −

∑
i

Γis
(ℓ)
i s

(ℓ+1)
i

)
。

(4.22)

將矩陣元素 (4.22)代入式 (4.15)得

Z = lim
Lτ →∞

C
∑

{s(ℓ)
i =±1}

e
−∆τ

(∑L

i=1

∑Lτ
ℓ=1 Jis

(ℓ)
i s

(ℓ)
i+1−

∑L

i=1

∑Lτ
ℓ=1 h

z
i s

(ℓ)
i

)
−
∑L

i=1

∑Lτ
ℓ=1 Γis

(ℓ)
i s

(ℓ+1)
i ，

(4.23)
這裡係數 C ≡ ∏

ℓ

∏
iC

(ℓ)
i 不會影響系統上的自旋當然也不會影響到相態的轉變，

此外，在我們計算物理量期望值的過程當中，它也會被消除。仔細觀察即可發現，

式 (4.23)中整理出來的配分函數在有限 Lτ 下具下列形式：

ZLτ = C
∑

{s(ℓ)
i =±1}

e−βclHeff , (4.24)

含一個等同於二維古典易辛模型的等效哈密頓函數：

Heff =
L∑
i=1

Lτ∑
ℓ=1

Jsi s
(ℓ)
i s

(ℓ)
i+1 −

L∑
i=1

Lτ∑
ℓ=1

his
(ℓ)
i −

L∑
i=1

Lτ∑
ℓ=1

Jτi s
(ℓ)
i s

(ℓ+1)
i . (4.25)
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4.1. 量子－古典易辛模型的對應

圖 4.1: 採用離散虛數時間對應一維量子易辛模型至 (1+1) –維古典易辛模型。在
實空間上，同一層的相鄰自旋交互作用 Jsi 將沿虛數時間方向散佈至其上每一層；
而加諸於每個自旋的橫場則演變為虛數時間方向上相鄰自旋的交互作用 Jτi。

多出的維度為虛數時間軸，我們以 (ℓ)標記軸上的晶格點；虛數時間軸總長度為
量子系統溫度的倒數 β(= Lτ∆τ)，這有別於 (4.24)中引進的古典模型的溫度倒數
βcl。我們可以歸納比較，

βclJ
s
i = ∆τJi

βclhi = ∆τhzi
βclJ

τ
i = Γi， (4.26)

其中 Jsi > 0為實空間維度之中相鄰自旋的交互作用，hi 為作用在自旋 i的場，而

Jτi > 0為多出來虛數時間維度上相鄰自旋的交互作用；注意，對同一實空間晶格
點 i的虛數時間軸上的交換耦合常數值 Jτi 是不變的，與 ℓ無關。另外，因為配分

函數求跡數的形式，虛數時間維度必須滿足週期性邊界條件：s(1)
i = s

(Lτ +1)
i ；這個

虛數時間軸上的邊界條件無關我們實空間上邊界條件的選擇。

本節的討論雖以一維量子易辛模型為例，但可直接地推廣至任一維度 D 的量

子易辛模型，以相同的方式對應到 D + 1的古典模型，多出的維度可視為虛數時
間維度。對應的古典易辛模型 (4.25)正是執行蒙地卡羅計算的起點，在下節我們
將描述計算方法。若為滿足無 Trotter誤差的要求，我們必須取 Lτ = ∞也就是連
續虛數時間極限 ∆τ = 0。量子蒙地卡羅計算確實可以建立在連續虛數時間極限
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Chapter 4. 量子蒙地卡羅模擬方法

上，求得無偏差、無系統誤差的數值結果。但因採離散的虛數時間模型不會改變

相變普遍性類，為計算方便我們將取 ∆τ = 1 (即 Lτ = β)。

4.2 Metropolis演算法

Metropolis演算法是 1953年於正在進行核武相關計畫研究的美國羅沙拉摩斯國
家實驗室（Los Alamos National Lab, USA）所發展出來的，該篇發表在 Journal of
Chemical Physics的文章寫道 [48]：

「此篇文章目的在於描述一適合於電腦進行的通用計算方法，可用來計

算具交互作用分子所組成的物質之性質。」

“The purpose of this paper is to describe a general method, suitable for fast
electronic computing machines, of calculating the properties of any substance
which may be considered as composed of interacting individual molecules.”

以上節推導出的對應量子易辛模型的古典易辛模型為例。若系統共有 N

個自旋，依照排列組合，這樣的系統總共有 2N 個微觀態（自旋組態）c =
{s1, s2, · · · , sN} ，每個組態各自有其對應的系統能量 Ec = Heff(c) （見 4.25）。
在給定溫度 T 的正則系綜當中，式 (4.1)表示的觀察量平均值可改寫為

⟨O⟩ = 1
ZLτ

∑
c

O(c)e−βclEc， (4.27)

其中 ZLτ 表示於 (4.24)。如上節所提，針對我們的一維量子易辛模型，值得注意
的是溫度 T 的條件是融合於所模擬的對應古典易辛模型的尺度大小；溫度的倒數

β = 1/kBT 正是虛數時間方向模型的長度，取 ∆τ = 1，則 N = L × Lτ = L × β。

欲求 (4.27)數值上當然我們可以隨機地任意選擇一組自旋，再根據能量算出該組
態的波茲曼機率因子，並求出對應此組態我們感興趣的物理量之值，接著不斷

重複上述步驟，只要重複次數過大，或許我們可逼近該物理量的平均值。然而，

這方法相當不實用，因為在熱力學極限下 (N ≫ 1)我們有天文數字大的組態數
（2N )；除此之外，在低溫時，只有少數的組態具有明顯大的波茲曼機率，絕大多
數組態只有微不足道的波茲曼機率，這也是說，當我們任意選取一組態，它多半

是對平均值貢獻微小的組態，而那些極少數有重要貢獻的組態絕少會在我們的盲

目選取中被選中。

Metropolis演算法的概念即是：捨棄像上述如無頭蒼蠅一般的大海撈針方法，
設計一馬可夫鏈（Markov chain）來產生一連串的組態，它可以被描述成在組態空
間（configuration space）的隨機漫步 (random walk)，使每個組態被選取的機率漸

22



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

4.2. Metropolis演算法

進收斂到穩定的分佈，即波茲曼機率分佈

P ∗
c = 1

ZLτ

e−βclEc。 (4.28)

達到此穩定分佈後，式 (4.27)的物理量的平均值即可通過算數平均做計算。
在馬可夫鏈的每一步，系統可以從一個狀態變到另一個狀態，也可以保持當

前狀態。每一個新的組態 c′ 是由當前組態 c,以及由 c到 c′ 的躍遷機率（transition
probability）wc,c′ 來決定，跟系統過往的歷史無關。根據機率守恆原則，我們可寫

下所謂的「主方程式」（master equation）來描述機率分佈 Pc隨時間 t的演化：

Pc (t+ 1) = Pc (t) +
∑
c′

(
wc′,cPc′ (t) − wc,c′Pc (t)

)
， (4.29)

這裡時間單位為馬可夫鏈的一步。為了確保組態機率收斂至一穩定機率分佈：

limt→∞ P (t) = P ∗(t)，我們要求馬可夫鏈滿足下列條件：

• 遍歷性（Ergodicity）：
組態空間之中的隨機漫步均有到達任一組態的可能性。

• 細緻平衡（Detailed balance）：
穩定機率分佈與躍遷機率的關係滿足

wc,c′P ∗
c = wc′,cP

∗
c′。 (4.30)

這個稱為細緻平衡條件會使得式 (4.29)等號右邊第二項在達成平衡時為零；
這個條件是充分但非必要。配合平衡時的波茲曼機率分佈，式 (4.30)即改寫
為：

wc,c′

wc′,c
= P ∗

c′

P ∗
c

= e−βcl(Ec′ −Ec)。 (4.31)

理論上有許多種躍遷機率 wc,c′ 的選擇可以滿足上述的細緻平衡條件。在標準

Metropolis演算法中，從組態 c到組態 c′的躍遷機率是由以下法則定出：

wc,c′ =

1 for Ec′ ≤ Ec

e−βcl(Ec′ −Ec) for Ec′ > Ec
， (4.32)

上式也可以簡化表示為

wc,c′ = min
[
1, e−βcl(Ec′ −Ec)

]
。 (4.33)
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Chapter 4. 量子蒙地卡羅模擬方法

針對易辛模型，Metropolis演算法可以用以下步驟來實現：

(1) 任意選擇一個初始自旋組態 c。

(2) 隨機選取一個自旋並試圖翻轉它，使得系統變換到另一個組態 c′。

(3) 利用式 (4.32)的躍遷機率 wc,c′ 來決定 c → c′ 的組態轉換要不要被接受。若

接受，設 c = c′。

(4) 重複執行步驟 (2)以及步驟 (3) N 次（N 為模型的自旋數量），如此的整個過
程被稱為一次完整的「蒙地卡羅步驟」（Monte Carlo sweep）。經過多次蒙地
卡羅步驟達穩定機率分佈 P ∗ 之後，每完成數次蒙地卡羅步驟即測量一次對

應當時組態 c(m)欲觀察的物理量 Om ≡ O(c(m))（如，磁化量）。

(5) 測量M 次 (M ≫ 1 )後，我們可求得平均值 ⟨O⟩

⟨O⟩ ≈ 1
M

M∑
m=1

Om (4.34)

式 (4.34)的統計誤差為

∆O =
√

⟨O2⟩ − ⟨O⟩2

M − 1
(4.35)

藉由愈多次的蒙地卡羅測量，平均值的統計誤差就愈小。

計算平均值時，我們也希望式 (4.34)中測量值 Om 是一組統計獨立的值。我們

可對觀察值定義時間相關函數 (time autocorrelation function)：

CO(k) = ⟨OmOm+k⟩ − ⟨Om⟩2 , (4.36)

這裡的時間m是以蒙地卡羅步驟為計算。由 (4.36)我們可再定義關聯時間 τint

τint =
∑
k

CO(k)
CO(0)

. (4.37)

只有相隔至少 τint 個蒙地卡羅步驟的測量值才可視為統計獨立的。關聯時間可用

來決定上述步驟 (4)測量間的間隔。

4.3 複製系統交換演算法

上節描述的Metropolis演算法確實能以隨機但無偏差的方式計算關聯性多體系
統的熱力學量，但因其以單一自旋的改變來進行系統組態的更新，在臨界點附近
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4.3. 複製系統交換演算法

將遇到所謂的「臨界遲滯」(critical slowing down)的行為，而使計算效率變差。所
謂臨界遲滯是系統（在熱力學極限下 N → ∞）達到平衡態所需的時間尺度－即
鬆弛時間 (relaxation time)－在臨界點變成無限大的現象。在蒙地卡羅演算法中，
動力學行為或時間的概念雖是以蒙地卡羅步驟為單位來計算，非真實時間的系統

動力學現象，但式 (4.37)以蒙地卡羅步驟為單位定義的關聯時間也有臨界慢化現
象。上節描述的 Metropolis演算法以單一自旋的改變來進行系統組態的更新，兩
組相隔一單位時間的組態相關性不小，以二維古典易辛模型為例，在臨界點關聯

時間 τint隨系統尺度 L呈

τint ∝ LzMetropolis , zMetropolis ≈ 2.1667 (4.38)

成長 [49]。除了臨界慢化現象，模擬無序模型時，關聯時間也會因「崎嶇」的自由
能樣貌而變長。為達到較短的關聯時間及較佳的計算效益，常見取代 Metropolis
單一自旋更新方法的是所謂「群集更新」(cluster update)方法；常使用的群集更新
方法包含 Swendsen-Wang演算法、Wolff演算法等。加了縱場的古典及量子易辛
模型因為不存在 Z2 (易辛)對稱，群集更新方法並不適用。
本節描述一建立在特殊系綜的方法 (extended ensemble method)：複製系統交

換演算法 (method of replica exchange) [50]，常稱平行回火處理演算法 (parallel
tempering algorithm)（又譯為平行調整演算法）[51]。這裡平行調整的是可擾動系
統的因子，如產生熱擾動的溫度，或控制引發量子相變的橫場。以下分述古典系

統的平行調整溫度方法及量子系統的平行調整橫場方法。

4.3.1 古典模型的情況

平行回火處理演算法的基本概念在於同時模擬一組（Ω個）獨立處於不同溫
度的系統，除溫度外，每個系統具完全相同的給定參數，如系統大小、初始自

旋組態、交互耦合等。如此，給定一組溫度倒數 {β1, β2, · · · , βΩ}，平橫時組態
{c1, c2, · · · , cΩ}出現的機率為

P ∗(c1, β1; c2, β2; · · · ; cΩ, βΩ) =
Ω∏

m=1
P ∗(cm, βm) , (4.39)

其中

P ∗(cm, βm) = 1
Z(βm)

e−βmEcm , (4.40)

Z(βm)為處於溫度 βm 的系統之配分函數。蒙地卡羅計算中，我們除了對每個在

固定溫度系統進行上節討論的 Metropolis式的單一自旋更新外，也隨機交換處於
相鄰兩組溫度 β，β′ 的自旋組態 c與 c′。我們以W (c, β; c′, β′)表示處於溫度 β 系
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Chapter 4. 量子蒙地卡羅模擬方法

圖 4.2: 不同溫度對應系統自由能之樣貌

統的組態 c與處於溫度 β′ 系統的組態 c′ 的交換機率。為了系統能達到（或保持

於）平橫態，組態交換更新的機率亦須滿足如上節所討論的細緻平衡條件（參

見 (4.31)），故要求

W (c, β; c′, β′)
W (c′, β; c, β′)

= P ∗(· · · ; c′, β; c, β′; · · · )
P ∗(· · · ; c, β; c′, β′; · · · )

= e−βEc′ e−β′Ec

e−βEc e−β′Ec′

= e−(β′−β)(Ec′ −Ec) .

(4.41)

為滿足式 (4.41)，我們可以類似Metropolis方法選擇

W (c, β; c′, β′) = min
[
1, e−(β′−β)(Ec′ −Ec)

]
(4.42)

為 c和 c′兩組自旋組態的交換機率。

低溫系統的自由能常呈現難以逃脫的局域最低點。不同溫度的組態交換的效應

在於：使系統可以在組態空間有效率地移動，尤其使處於低溫擁有自由能相對低

點的系統有機會輕易越過自由能障壁，而快速達到平衡態（見圖 4.2），如此我們
也可有效率地計算平橫態時的物理量。圖 4.3及圖 4.4以二維古典易辛模型為例，
顯示磁化量隨蒙地卡羅步數M 的演化。低溫時，系統具磁化量，又因自旋反轉的

Z2對稱性，磁化量分佈於ms = ±1附近呈雙峰；因雙峰間的能量障壁很大，以單
一自旋方法更新組態的Metropolis方法無法有效率地使系統從對應 ms = −1的組
態越過能量障壁到對應ms = 1的組態。同樣低溫下，平行回火處理演算法可藉不
同溫度的組態交換，使系統有輕易地隨蒙地卡羅時間演化在兩個對應 ms = ±1的
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4.3. 複製系統交換演算法
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圖 4.3: 標準 Metropolis 蒙地卡羅計算中，古典易辛方格模型的磁化量 (ms) 對蒙
地卡羅時間步數 (M )作圖。系統尺度為 16 × 16，自旋交互耦合取為 J = 1。(a)
高溫時（高於臨界溫度 Tc ≈ 2.269），自由能無難以逃脫的局域最低點，系統的
磁化量隨時間於 ms = 0 附近漲落；(b) 低溫時 (T = 1)，系統陷於對應磁化量
ms = −1的組態，經過長時間的蒙地卡羅計算，也無法越過能量障壁到達對應磁
化量ms = +1的組態。
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圖 4.4: 模型同圖 4.3。平行回火處理模擬中，磁化量對蒙地卡羅時間步數作圖。相
對圖 4.3，低溫時系統能隨時間在對應 ms = −1及 ms = +1的兩自由能量低點間
翻越。

自由能低點間穿梭。
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Chapter 4. 量子蒙地卡羅模擬方法

4.3.2 量子模型的情況

量子易辛模型的情形跟古典類似，差別在於考慮量子相變時，引發相變因素不

是由溫度導致的熱擾動，而是由橫場導致的量子擾動。故在複製系統交換演算法

中，我們同時模擬 Ω個各處於不同橫場 {hx1 , hx2 , · · · , hxΩ}的系統。在對應的 D + 1
維度的古典系統，橫場對應的是虛數時間維度上的交換耦合（見 4.1）。同上節，
我們要求交換機率滿足細緻平衡條件（式 (4.30)），即

W (c,Γ; c′,Γ′)
W (c′,Γ; c,Γ′)

= P ∗(· · · ; c′,Γ; c,Γ′; · · · )
P ∗(· · · ; c,Γ; c′,Γ′; · · · )

= e−Scl(c′,Γ) e−Scl(c,Γ′)

e−Scl(c,Γ) e−Scl(c′,Γ′) ,

(4.43)

這裡我們以 S(c,Γ) ≡ βclHeff(c, Jτ )標示自旋組態為 c及虛數時間維度方向的自旋

交互耦合為 Γ (定義於式 (4.20))的古典作用量 (classical action)。以一維量子易辛模
型對應的古典作用量（設虛數時間間隔 ∆τ = 1）為例：

S(c,Γ) = J
L∑
i=1

Lτ∑
ℓ=1

s
(ℓ)
i s

(ℓ)
i+1 − hz

L∑
i=1

Lτ∑
ℓ=1

s
(ℓ)
i − Γ

L∑
i=1

Lτ∑
ℓ=1

s
(ℓ)
i s

(ℓ+1)
i , (4.44)

我們可得：
W (c,Γ; c′,Γ′)
W (c′,Γ; c,Γ′)

= exp
[
−(Γ′ − Γ) (Σ(c′) − Σ(c))

]
, (4.45)

這裡 Σ代表

Σ =
L∑
i=1

Lτ∑
ℓ=1

s
(ℓ)
i s

(ℓ+1)
i . (4.46)

在圖 4.5及圖 4.6中，針對一維量子易辛模型，我們比較磁化量隨蒙地卡羅時
間演化在標準Metropolis計算法及以平行調整橫場進行回火處理演算法中的情形。
平行調整橫場演算法確實如上節討論的平行調整溫度法，能使系統有效率地在組

態空間移動，而快速達到平衡態。
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4.3. 複製系統交換演算法

0 2×105 4×105 6×105 8×105 1×106

 M

-1

-0.5

0

0.5

1

 ms

hx = 1.6

(a) hx > hx
c
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hx = 0.4

(b) hx < hx
c

圖 4.5: 標準Metropolis蒙地卡羅計算中，一維橫場易辛模型的磁化量 (ms)對蒙地
卡羅時間步數 (M )作圖。系統尺度為 L = 16，自旋交互耦合取為 J = 1，溫度設
為 β = 16。(a)強場時 hx = 1.6 > hxc (hxc = 1)，量子擾動大，系統的磁化量隨時間
於 ms = 0附近漲落；(b)弱場時時 (hx = 0.4)，系統陷於對應磁化量 ms = 1的組
態，無法越過能量障壁到達對應磁化量ms = −1的組態。
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圖 4.6: 模型同圖 4.5。以調整橫場進行平行回火處理模擬中，磁化量對蒙地卡羅
時間步數作圖。相對圖 4.5，hx = 0.4 < hxc 時系統能隨時間在對應 ms = −1 及
ms = +1的兩自由能量低點間穿越。
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Chapter 4. 量子蒙地卡羅模擬方法
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第 五章 易辛反鐵磁的量子蒙地卡羅

計算

本章節呈現並討論我們的量子蒙地卡羅計算計算結果。我們將分節敘述一維均

質量子模型及一維無序量子模型的結果，也將與古典的易辛模型做比對。探討的

模型概述於第三章，具體的一維哈密頓算符如下：

Ĥ =
L∑
i=1

Jiσ̂
z
i σ̂

z
i+1 −

L∑
i=1

hzi σ̂
z
i −

L∑
i=1

hxi σ̂
x
i , (5.1)

其中 Ji > 0, hzi > 0, hxi > 0。所使用的量子蒙地卡羅計算方法建立在非連續虛數
時間的古典模型（見第 4.1節）。
為了比較古典相變與量子相變，我們將首先從二維古典縱場易辛反磁鐵模型的

臨界現象出發，包含無序效應的探討。接著依次談論一維量子模型的量子相變，

及量子相變的無序效應。

5.1 二維古典易辛反磁鐵之臨界現象

本節探討的二維古典反鐵磁建立於方晶格上，其哈密頓函數定義如下：

Hcl =
∑
⟨i,j⟩

Jijsisj −
∑
i

hzi si , si = ±1 , (5.2)

其中 Jij > 0為相鄰自旋的反鐵磁性交互耦合。模型的方晶格尺度為 L × L，另外

我們在 x及 y方向各引入週期性邊界條件。注意式 (5.2)描述的模型正是無橫場的
易辛模型（見第 3.2節），而 si即為自旋算符 σ̂zi 的本徵值。

我們首先考慮「均質」(homogeneous)系統，也就是自旋交互耦合及場強度均
與晶格位置無關，即 Jij ≡ J, hzi ≡ hz, ∀i。在不影響普適性，我們取 J = 1。在給
定場強度 hz 下，我們探討由溫度 T 變動引發的相變；注意這個相變並不存在於

外場下的易辛鐵磁性模型（對應 Jij < 0） [32, 33]。我們以平行回火處理蒙地卡羅
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Chapter 5. 易辛反鐵磁的量子蒙地卡羅計算

計算方法（參考第 4.3.1節）找出溫度 T 對場強 hz 的平面相圖。進行平行調整溫

度計算時，我們利用MPI（Message Passing Interface，訊息傳遞介面）函式庫將 C
語言程式平行化，於電腦叢集系統不同計算單元上執行對應不同溫度複製系統的

Metropilis演算，然後藉與其他計算單元的訊息傳遞做自旋組態交換動作；如此，
我們不僅可加速蒙地卡羅計算達到系統平衡態，也同時得到對應不同溫度值的結

果。

多體系統相變現象只發生於熱力學極限下，也就是當系統的自旋數無窮大時

L = ∞。若無法直接計算無窮大系統，探討相變問題面臨一重要的課題在於藉
「有限尺寸分析」(finite size analysis)將觀察量推至熱力學極限 [52, 53]。如第二章
敘述，在熱力學極限下，關聯長度 ξ發散於臨界點：

ξ ∼ |δ|−ν , (5.3)

這裡，δ指至臨界溫度 Tc的距離，定為：

δ = T − Tc
Tc

. (5.4)

多數觀察量 O在臨界點附近也呈現冪次方發散的行為，

O ∼ |δ|−κ , (5.5)

定義了對應的臨界指數 κ；結合式 (5.3)，我們可寫

O ∼ ξκ/ν (5.6)

但當系統尺度有限時，關聯長度 ξ 最大值受制於系統尺度 L，所以當 ξ → L時，

O達其有限的最大值 Omax，且 Omax與系統尺度 L呈以下關係

Omax(L) ∼ Lκ/ν . (5.7)

最大值 Omax發生的溫度 T ∗
L，稱為贗臨界點 (pseudocritical point)，也與系統尺寸 L

有關：

|δL| ∼ L−1/ν . (5.8)

簡言之，隨著系統變有限，熱力學極限下的觀察量發散值也將變有限值，且贗臨

界點 T ∗
L 將偏離熱力學極限下的真實臨界點 Tc。根據標度化理論 [52, 53]，這個現

象可更廣義地寫成

O(δ, L) = Lκ/νÕ(δL1/ν) . (5.9)
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5.1. 二維古典易辛反磁鐵之臨界現象
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圖 5.1: 無外場 (hz = 0)情況下，古典二維易辛反鐵磁的交錯磁化量 Binder比值。
(a): 對應不同系統尺寸 L的 Binder比值交會於某一點，此點正是臨界溫度為 Tc所
在，這裡交點吻合二維易辛模型已知精確解 Tc = 2/ ln(1 +

√
2)（虛線標示）。(b):

(a)圖數據根據式 (5.12)之有限尺度標度化處理，利用已知關聯指數 ν = 1可讓數
據點坐落於同一曲線上。
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圖 5.2: 強外場 hz = 3.8情況下，古典二維易辛反鐵磁的交錯磁化量 Binder比值。
同 hz = 0情形（圖 5.1），利用式 (5.12)及關聯指數 ν = 1可讓數據點坐落於同一
曲線上，這裡臨界溫度為 Tc = 0.2994（圖 (a)虛線標示）。

或由式 (5.3)，上式也可寫成

O(δ, L) = Lκ/νÕ

(
L

ξ

)
. (5.10)

為減少有限尺寸分析涉及太多待定的臨界指數，我們常先分析一無因次的量，

如此，式 (5.9)中的指數為 κ/ν = 0。常用的無因次觀察量為序參數（這裡：交錯
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Chapter 5. 易辛反鐵磁的量子蒙地卡羅計算
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圖 5.3: 二維易辛反鐵磁模型之相圖。實心紅圓圈標示蒙地卡羅計算結果。藍色實
線標示式 (5.15)的近似解。

磁化量ms）的二階矩 (second-order moment)與四階矩 (fourth-order moment)組合，
又稱 Binder比值 (Binder ratio, Binder cumulant) [54, 55]：

g = 1
2

[
3 − ⟨m4

s⟩
⟨m2

s⟩2

]
. (5.11)

因為 g 所含的為磁化量四階矩與二階矩平方的比值，明顯地屬無因次量。在臨界

點時，無因次量的值與尺寸大小無關，所以

g = g̃(δL1/ν) (5.12)

除此，Binder比值具下述熱力學極限的性質：（一）在遠離臨界點的順磁態，磁
化量的分佈傾向呈以零為中心的高斯型 (Gaussian form)，所以

⟨m4
s⟩ = 3⟨m2

s⟩2 , 也就是 g = 0 ; (5.13)

（二）在遠離臨界點的反鐵磁態，磁化量的分佈為位於 ms = 1及 ms = 1的雙峰
型，所以

⟨m4
s⟩ = ⟨m2

s⟩ = 1 , 也就是 g = 1 . (5.14)

我們在給定縱場 hz 下，計算對應不同溫度 T 及系統尺度 L 的交錯磁化量

Binder比值（圖 5.1-5.2）。因為 Binder比值無因次的特性，不同系統尺度 L的數值

將交會於 δ = 0，即臨界溫度 Tc 處。我們也可看到，系統愈大的 Binder比值數據
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5.1. 二維古典易辛反磁鐵之臨界現象
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圖 5.4: 無外場 hz = 0情況下，無序古典二維易辛反鐵磁的平均交錯磁化量 Binder
比值 (a)對溫度 T 作圖；(b)以 ν = 1作有限尺度標度化圖。圖中 gav 下標 av表示
不同無序樣本結果之平均值。

曲線，愈明顯地呈現上述（一）、（二）描述的熱力學極限情形。圖 5.3顯示由上述
步驟找出的 T−hz平面相圖一系列的臨界點，其中 (Tc = 2/ ln(1+

√
2), hz = 0) [56]

及 (T = 0, hz = 4) [34]為已知的精確解，兩點間的臨界線存在一些（半）解析解
或數值解（見 [34]及其參考文獻）；我們計算求得在 T = 0及 hz = 0兩點附近的
臨界線頗吻合以下的近似 [35]：

hzc ≈ 4 − T ln(1.89813) T → 0 ,

Tc ≈ 2
ln(1 +

√
2)

[
1 − 0.038022(hz)2

]
hz → 0 .

(5.15)

從有限尺度標度化圖，我們也可看出在整條臨界線 0 ≤ hz < 4的關聯長度指數均
吻合二維易辛普適類的 ν = 1。

接著我們探討不均勻自旋交互耦合所帶來的無序效應。我們將每對相鄰自旋

的易辛交互耦合 Jij 以介於 (0, 1]間的均勻亂數產生，而外場強度 hz 保持均勻、

與晶格點位置無關。我們同樣以交錯磁化量的 Binder比值來定位臨界點 (Tc, hzc)。
對於無序系統的計算，我們須產生多個無序耦合的樣本（我們約取 1000組），對
每個樣本單獨作計算並將結果作平均。計算結果顯示（圖 5.4, 5.5），無序的交互
耦合明顯改變非屬普適性的臨界點位置，但關聯長度臨界指數在 hz = 0及 hz ̸= 0
下大致吻合均質系統時的值 ν = 1。根據 Harris準則 [12]（式 (2.7,2.8)），無序效
應對具 ν = 1的二維均質系統臨界行為有不確定的影響，屬邊緣情況，一些解析
（如利用重整群法）及數值（如蒙地卡羅計算）研究結果傾向支持無序效應帶來對

數型的修正 (logarithmic corrections) [57, 58]。此論文所提供的數值結果無法對這類
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Chapter 5. 易辛反鐵磁的量子蒙地卡羅計算
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圖 5.5: 加外場 hz = 1下，無序古典二維易辛反鐵磁的平均交錯磁化量 Binder比
值的有限尺度標度化圖，配合的關聯指數為 ν = 1，臨界溫度為 Tc = 0.75。

微小的修正作驗證。

值得一提的是在二維不均勻自旋交互耦合易辛模型中，所謂 McCoy-Wu 模
型 [15]或 Shankar-Murthy模型 [59]設定 x方向的交互耦合為無序的亂數值，但 y

軸方向的交互耦合每列均相同；如此安排的交互耦合造成的無序效應非常顯著，

對應的臨界現象明顯不屬於二維易辛模型的普遍性類。這型的無序易辛模型也正

好是一維量子易辛模型對應的 (1 + 1)維古典模型。我們將在第 5.3節討論量子相
變的無序效應。

5.2 一維均質量子易辛反鐵磁

此章節討論的量子易辛反鐵磁鏈之自旋交互耦合、橫場及縱場均與晶格位置無

關，即 Ji ≡ J, hxi ≡ hx, hzi ≡ hz, ∀i，故稱「均質」。在不影響普適性下，我們設
J = 1。我們亦取週期性邊界條件

σ̂L+1 = σ̂1 . (5.16)

量子蒙地卡羅計算建立在非連續虛數時間的古典模型（見第 4.1節）：

Heff =
L∑
i=1

β∑
ℓ=1

Jsi s
(ℓ)
i s

(ℓ)
i+1 −

L∑
i=1

β∑
ℓ=1

his
(ℓ)
i −

L∑
i=1

β∑
ℓ=1

Jτi s
(ℓ)
i s

(ℓ+1)
i , (5.17)
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5.2. 一維均質量子易辛反鐵磁

式中 s
(ℓ)
i = ±1為易辛自旋。計算中我們將虛數時間間隔取 ∆τ = 1，所以虛數時

間維度的古典易辛自旋數為溫度的倒數：Lτ = β。雖然虛數時間的非連續化帶來

不可消弭的系統誤差（Trotter誤差），但結果不會影響相變普遍類的探討。注意
式 (5.17)中虛數時間方向的交互耦合 −Jτi < 0屬「鐵磁性」的，也就是，沿虛數
時間方向的自旋 s

(ℓ)
i 傾向取同值。又如於第 4.1所示，虛數時間方向必須滿足週

期性邊界條件。我們以第 4.3.2節所討論的量子平行回火處理方法找出零點溫度
hx − hz 平面相圖分界反鐵磁基態及順鐵磁基態的臨界線 (hx, hz)。如上一節的計
算，我們利用MPI函式庫協助於多計算節點的電腦叢集系統上執行平行調整橫場
蒙地卡羅方法。

與古典相變相同，量子易辛模型的相變只發生於熱力學極限下 L → ∞，除此，
量子相變發生於絕對零度 β = ∞，故在量子蒙地卡羅計算模擬的對應古典模型上
的虛數時間維度也須納入有限尺寸分析。同時考慮實空間及虛數時間方向的有限

尺寸效應，一觀察量 O的有限尺寸標度具下列形式 [53]：

O = L−dOÕ(L/ξ, β/ξτ ) = L−dOÕ′(L/ξ, β/Lz) , (5.18)

也就是說，除了指數 dO 待定，標度函數 (scaling function) Õ（或 Õ′）含有兩個變

數，涉及兩個臨界指數：關聯長度指數 ν 及動力學指數 z；值得注意的是，處

理一般古典（非量子）相變的有限尺寸分析，標度函數僅含實空間的變數（見

式 (5.10)）。

如同上一節的分析，對應序參數 Binder比值的指數為 dO = 0（無因次），如此
減少待定的臨界指數方便我們作有限尺寸分析。在序參數計算部分，我們這裡先

考慮的交錯磁化量屬局域交錯磁化量 (local staggered magnetization)，其定義如下：

mi = 1
β

β∑
ℓ=1

⟨s(ℓ)
i ⟩

⟨ms⟩ = 1
L

L∑
i=1

ηimi ,

(5.19)

式中 ηi = 1若實空間晶格點 i為奇數值，ηi = −1若 i為偶數值。局域交錯磁化量

的 Binder比值 g提供一可同時找出臨界點及動力學臨界指數 z 的方法，據悉這個

方法首次在探討量子自旋玻璃時 [60, 61]被應用於針對自旋玻璃定義的 Binder比
值。給定一組外場強度 (hx, hz)及系統大小 L，對不同溫度 β 值計算 g。如圖 5.6，
g值隨著溫度倒數 β 的增加成長至一最大值，然後隨 β 下降。這個現象解釋如下：

與實空間尺度 L比較，當 β 值相對很小或很大時，我們的二維古典系統 (Heff)實
等效於一維系統，而一維系統並無有序態，故 g 值傾向為零；而這兩極限間，系
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Chapter 5. 易辛反鐵磁的量子蒙地卡羅計算
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圖 5.6: hz = 0, hx = 1時 (a)局域交錯磁化量的 Binder比值 g對溫度倒數 β 作圖。
g 最大值與系統尺寸 L 明顯無關，顯示系統處於臨界點；(b) 有限尺度標度化結
果。x坐標轉換成 β/L，可使數據坐落於一曲線上，表示 ξτ ∼ ξ即 z = 1。圖中的
紅色方格標示虛數時間維度尺度 (β)與實空間尺度 (L)的比例關係，當 β ≫ L或
β ≪ L，系統等效於不具有有序態的一維模型，故 Binder比值傾向為零。

統確呈二維時，g達其最大值。在臨界點 (hxc , hzc)時，因為無因次性質，對應不同
L的 g 最大值 (gmax)將相等；在非臨界點區域，gmax 將隨 L的增大而呈上升（有

序反鐵磁態）或下降（順磁態）。如此，我們可先由 gmax 與 L變動的關係定出臨

界點 (hxc , hzc)。接著我們可將待定的動力學臨界指數 z當調控參數來作有限尺度標

度化分析，也就是選配一 z 值使對應不同系統大小的 Binder比值數據坐落於一曲
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5.2. 一維均質量子易辛反鐵磁
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(a) hz = 1.0, hx = 0.754
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L = 32
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hz = 1.9

(b) hz = 1.9, hx = 0.1333

圖 5.7: 對應 hz ̸= 0時局域交錯磁化量 Binder比值 g的有限尺度標度化。g最大值
與系統尺寸 L無關，顯示系統處於臨界點。同無縱場時的臨界點（圖 5.6 (b)），這
裡的動力學臨界指數亦為 z = 1。

線上。由圖 5.6-5.7我們驗證出 hz = 0時已知的動力學臨界指數 z = 1 [9, 62]，也
得出 hz ̸= 0時動力學臨界指數亦為 z = 1，這表示時間、空間具均向性：

ξ ∼ ξτ . (5.20)

從對應的非均向 (anisotropic)二維易辛模型出發，這個關係或許乍看不明顯，但考
慮時間上的關聯長度 ξτ 與空間上的關聯長度 ξ 在量子臨界點均發散，這時虛數時
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Chapter 5. 易辛反鐵磁的量子蒙地卡羅計算
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圖 5.8: 固定 L/β = 1，給定 hz = 0，(a)不同尺寸 L一維量子易辛反鐵磁的局域
交錯磁化量 Binder比值對橫場 hx 作圖，資料曲線交會於臨界點 hxc = 1；(b)根據
式 (5.23)的有限尺度標度化處理結果。
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圖 5.9: 固定 L/β = 1，給定 hz = 1，(a)不同尺寸 L一維量子易辛反鐵磁的局域
交錯磁化量 Binder比值對橫場 hx 作圖，資料曲線交會於臨界點 hxc = 0.754；(b)
根據式 (5.23)的有限尺度標度化處理結果。

間及空間維度交互耦合（Js及 Jτ ）的差異性消失，故系統呈現時空均向性。

在已知動力學臨界指數 z = 1情況下，我們固定 β/L的比值關係，如此觀測量

標度函數 Õ的變數減少至一個：

O = L−dOÕ(δL1/ν) , (5.21)

這裡 δ 為控制參數至臨界點的距離，例如，給定縱場 hz 下，δ = |hx − hxc |；從
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5.2. 一維均質量子易辛反鐵磁
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圖 5.10: 固定 hz = 1 下，一維量子易辛反鐵磁的局域交錯磁化量在臨界點
hxc ≈ 0.754附近的有限尺度標度化結果。應用式 (5.24)及對應二維古典易辛普適
類的臨界指數 βm = 1/8, ν = 1，可使不同尺度的數據點坐落於單一曲線上。
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圖 5.11: 給定 hz = 1.96，(a)不同尺寸 L一維量子易辛反鐵磁的局域交錯磁化量
Binder比值對橫場 hx 作圖，資料曲線交會於臨界點 hxc = 0.059；(b)根據式 (5.23)
的有限尺度標度化處理結果。

式 (5.18)到式 (5.21)我們利用了

ξ ∼ |δ|−ν . (5.22)

我們鎖定比值 L/β = 1，在給定縱場 hz 下，計算對應不同 hx 值及系統尺度 L的

局域交錯磁化量 Binder 比值；圖 5.8, 5.9, 5.11, 5.12 分別展示對 hz = 0, hz = 1,
hz = 1.96及 hz = 1.98的情形。除 hz = 1.98（圖 5.12）外，對應不同系統尺寸 L
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Chapter 5. 易辛反鐵磁的量子蒙地卡羅計算
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圖 5.12: 給定 hz = 1.98，不同尺寸 L 一維量子易辛反鐵磁的局域交錯磁化量
Binder比值對橫場 hx作圖；所有 hx值均對應不到 Binder比值的交會處。

的 Binder比值交會在某一特定橫場值，此橫場值及對應所給定的縱場值即為臨界
點 (hxc , hzc)。根據有限尺寸標度形式 (5.21)，

g = g̃(δL1/ν) , (5.23)

及屬二維古典易辛普適類的關聯長度指數 ν = 1，我們可讓不同系統尺度 L 的

Binder比值數據坐落於單一曲線上。得出 ν，我們也可檢驗對應其它物理量的臨

界指數，例如，局域交錯磁化量滿足下列有限尺寸標度形式：

⟨|ms|⟩ = L−βm/ν m̃s(δL1/ν) , (5.24)

其中 βm = 1/8為二維古典易辛普適類的磁化量臨界指數。當縱場值接近 hz → 2
時（如圖 5.11 (a)），臨界橫場值幾近為零 hxc → 0，此時，系統愈接近一維古典易
辛鏈的一階相變 [37, 40]，我們所考慮的系統尺度 L ≤ 96的有限尺度標度化結果
也漸顯現偏離二維古典易辛普適性類情形。當 hz = 1.98時（圖 5.12），在我們的
計算中已無法找到橫場臨界值 hxc。

依以上方法我們找出一維反鐵磁量子易辛模型一系列的 (hx, hz)臨界值，結果
顯示於圖 5.13之相圖。hx − hz 相圖的臨界線（除 (hx = 1, hz = 0)點外）無精確
解析解，我們對特殊兩臨界點 (hx = 1, hz = 0)、(hx = 0, hz = 2)附近的臨界線與
微擾計算及其它數值解 [37]作比較。在無縱場下 (hz = 0)已知能隙 ∆與至臨界點
距離的關係 [31, 63]

∆ ∼ |hx − 1| ; (5.25)
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5.2. 一維均質量子易辛反鐵磁
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圖 5.13: 一維反鐵磁量子易辛模型之相圖。實心紅圓圈標示蒙地卡羅計算結果，
接近 (hx = 1, hz = 0) 及 (hx = 0, hz = 2) 的藍粗線標示分別根據式 (5.27) 及
式 (5.30)的臨界線近似。除了 (hx = 0, hz = 2)（空心紅圓圈）外，整條臨界線均
屬二維古典易辛模型的普適性類；在 (hx = 0, hz = 2)臨界線融入一維古典易辛鏈
的不連續一階相變。

又由 hz → 0處微擾計算得出 [37]

∆ ∼ a(hz)2 . (5.26)

綜合式 (5.25)及 (5.26)得 hz → 0附近的臨界線近似為：

hxc ≈ 1 − a (hz)2 . (5.27)

我們的數值結果吻合此關係式，應用曲線配適法至 hz ≲ 0.6，我們得 a ≈ 0.26，
而 DMRG的數值結果為 a ≈ 0.37 [37]。在接近 (hx = 0, hz = 2)處，微擾計算得出
能隙 ∆與微弱橫場 hx ≪ 1呈線性關係 [37]

∆ ∼ hx , (5.28)

又

∆ ∼ |hz − 2| , (5.29)

故得

hxc ≈ b (2 − hz) . (5.30)
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圖 5.14: (a)無縱場下 hz = 0及 (b)加縱場下 hz = 1，不同尺寸 L一維量子易辛反
鐵磁的局域交錯磁化量對橫場 hx 作圖。縱向虛線標示經由 Binder比值找到的臨
界點位置。

我們也在 (hx = 0, hz = 2) 附近的數值臨界線得到吻合的線性關係，並得出
b ≈ 1.23（DMRG的數值結果 [37]為 b ≈ 1.50）。

至此我們考慮的是定義於局域交錯磁化量上的 Binder比值（見式 5.19）。但若
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5.3. 無序效應對量子相變之影響

考慮系統整體的序參數，交錯磁化量在我們建立計算的模型上的定義應如下：

mℓ = 1
L

L∑
i=1

⟨ηis(ℓ)
i ⟩

⟨mt
s⟩ = 1

β

β∑
ℓ=1

mℓ .

(5.31)

不同於局域交錯磁化量，隨著系統溫度降低（β 增大）交錯磁化量（式 (5.31)）將
逼近一定值，如此我們可在未給定動力學指數 z 情況下檢視量子模型基態的磁

化量。圖 5.14顯示交錯磁化量在臨界點附近的變化，我們可看到隨著橫場 hx 的

增強交錯磁化量漸消失，且隨著系統尺度增大，磁化量愈趨明顯地在臨界點處消

失。

5.3 無序效應對量子相變之影響

如同第二章所闡述，無序效應對量子相變的影響往往比對古典相變顯著，原因

之一在於量子系統低溫時實空間的缺陷在對應的古典模型延伸至整個虛數時間維

度，這可造成相對長的鬆弛時間，並進一步影響其他物理量及相變普適類。最極

端的量子相變無序效應已知發生於無縱場的量子易辛模型 [17, 18]，其所對應的動
力學臨界指數為 z = ∞。本章節就無序一維量子易辛模型探討無序效應對量子相
變之影響，我們首先驗證無縱場 (hz = 0)的情形，接著我們將探討至今未知加縱
場下的無序效應。

我們考慮的無序量子模型（式 (5.1)）的自旋交互耦合 Ji及場強度安排如下：Ji

為均勻介於 (0, 1]區間的隨機亂數，橫場 hxi 為均勻介於 (0, hx]間的亂數，縱場則
設為對應各晶格點位置 (i)為相同值 hzi ≡ hz。在 hz = 0時，如此安排所對應的二
維古典模型正是所謂的 Shankar-Murthy模型 [59]（圖 5.15 (b)）。
同上節，我們亦從局域交錯磁化量的 Binder比值著手，在這裡我們須對不同

的多個無序耦合的樣本作平均。在沒有縱場存在的情況之下，量子相變發生於當

Ji 和 hxi 的分佈相同時，也就是 hx = 1 [18, 62]。另外，已知量子臨界點時時間上
及空間上的關聯長度之精確關係為 [17, 18]：

ξτ ∼ exp(const.
√
ξ) , (5.32)

也就是對應無窮大的動力學指數 z = ∞。對有限系統而言，式 (5.32)的關係可轉
換成溫度倒數 β （虛數軸方向的長度）與空間尺度 L的關係：

β ∼ exp(const.Lψ) = exp(const.
√
L) , (5.33)
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Chapter 5. 易辛反鐵磁的量子蒙地卡羅計算

(a) (b)

圖 5.15: 二維系統無序交互耦合的兩類型不同的安排。不同顏色代表不同耦合值。
(a) x方向及 y 方向的耦合值均隨機。此模型為第 5.1節所討論的無序二維古典模
型。如此安排的無序耦合並不顯著地改變相變性質。(b)同一列 x方向耦合值為
隨機亂數，但 y方向耦合值每列均相同（每行選擇可不同）。此模型為 Shankar和
Murthy [59]提出的易辛模型，也對應我們所討論的無序橫場下及具隨機交互耦合
的一維量子易辛模型，其中 x方向為實空間方向，y 方向為虛數時間方向。這類
型的無序耦合安排將巨大影響量子相變性質。
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圖 5.16: 無縱場 (hz)的無序一維量子易辛模型的局域交錯磁化量 Binder比值對
ln β/

√
L作圖。

其中 ψ = 1/2。
利用式 (5.33)的關係，我們將 hz = 0, hx = 1時不同尺度 L的平均 Binder比
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5.3. 無序效應對量子相變之影響
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圖 5.17: (a) hz = 0.1時平均交錯磁化量隨橫場 hx 的變化；(b) hz = 0.2時平均交
錯磁化量隨橫場 hx的變化。

值 gav對 ln β/L1/2作圖（圖 5.16），結果顯示平均 Binder比值在此臨界點的最大值
確實與 L無關，同時我們也觀察到數據在大 β 值區域坐落在一起，印證式 (5.32)
不尋常的動力學標度化及無窮大的動力學臨界指數；雖然小 β 值區域的值無法貼

齊，但嘗試其他標度化形式（如對應有限的 z值），我們也無法在此 L範圍達到更

好的吻合。

我們也將上述的計算和分析應用於加縱場 (hz ̸= 0)的系統。令我們感到訝異及
困惑的是：局域交錯磁化量隨溫度倒數 β 呈「拋物型」變化的特性在微弱縱場下

hz ≲ 0.1即消失。此現象阻礙我們定位對應 hz ̸= 0的臨界點，也使得我們無法深
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Chapter 5. 易辛反鐵磁的量子蒙地卡羅計算
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圖 5.18: 圖 5.17的結果，但橫場值取對數。

入探討無序效應對圖 5.13中除 (hx = 1, hz = 0)外的臨界線及其性質之影響。為了
進一步檢驗，我們也計算平均交錯磁化量 ⟨|mt

s|⟩av（定義於式 (5.31)，但須對多個
無序樣本作平均)隨橫場 hx的變化；對 hz = 0.1和 hz = 0.2的結果展示於圖 5.17。
比較均質系統的情形（圖 5.14），無序系統的交錯磁化量隨平均橫場值增大呈現緩
慢遞減之現象；事實上若考量如 hz = 0處對應 z = ∞特殊的標度關係，控制參數
至臨界點距離應定為 [18]：

δ ≡ [ln hx]av − [ln J ]av . (5.34)
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5.3. 無序效應對量子相變之影響

圖 5.18 為圖 5.17 的平均交錯磁化量對 ln hx 作圖。雖然我們僅有系統尺度至
L = 32 的數據，但平均交錯磁化量在強橫場區域呈現的「長尾巴」隱含著：
在縱場下無序量子相變點位置變得不明確，即所謂「模糊相變」(smeared phase
transition) [64, 65]。這類型相變的出現可解釋如下：隨機無序的自旋耦合與橫場造
成無序態形成局域有序的反鐵磁態（見第 2.3節），無縱場時 hz = 0，這些局域有
序的區塊具很長的鬆弛時間，因為翻轉它們需要同時變動一大區域的控制參數，

這正是導致 Griffiths奇點現象發生的原因，且於量子臨界點處呈現無窮大動力學
指數 z = ∞；在縱場作用下，局域有序的區塊的反鐵磁性須與縱場抗衡，這可導
致區塊的動力現象完全中止，而各自發展序參數，也就是不同區塊可於不同橫場

值（控制參數值）呈有序態，這導致整體系統的相變變「模糊」。
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Chapter 5. 易辛反鐵磁的量子蒙地卡羅計算
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第 六章 總結與展望

本論文以蒙地卡羅的方法探討在橫場及縱場下的易辛反鐵磁模型之相變行為。

我們主要就以下三重點作討論：

(1) 橫場消失時，模型為純古典（非量子）性質。就我們討論的短序交互耦合系
統而言，臨界點僅存在於二維及多維度情形。我們探討二維模型由熱擾動所

引發的臨界現象，並找出溫度 (T )－縱場 (hz)平面圖的臨界線。此臨界線連
結 (T = 2/ ln(1 +

√
2), hz = 0)與 (T = 0, hz = 4)兩點，在 hz = 0附近，臨

界溫度與縱場平方成正比下降：∆Tc ∝ −(hz)2；在 T = 0附近，臨界場隨
溫度的上升呈線性下降：∆hzc ∝ −T。縱場 0 < hz < 4區間的的臨界線均與
hz = 0時的臨界行為相同，屬同一相變普適類。

(2) 橫場對自旋排列而言，如同溫度一般傾向破壞長程有序的反鐵磁性，可引發
反鐵磁態－順磁態間的相變。但橫場屬量子擾動，亦可引發絕對零度時基

態的相變，即量子相變。我們探討在橫場及縱場下的一維模型之量子相變，

找出橫場 (hx)－縱場 (hz)平面相圖連結 (hx = 1, hz = 0)與 (hx = 0, hz = 2)
兩點的量子臨界線。我們亦發現 hz = 0附近，臨界橫場與縱場平方成正比
下降；而在 hx = 0附近，臨界橫場隨縱場的上升呈線性下降。雖然對應的
(1 + 1)維度古典帶縱場易辛模型沿 x方向（實空間方向）的自旋交換耦合屬

反鐵磁性，而沿 y方向（虛數時間方向）的自旋交換耦合屬鐵磁性，但在臨

界線上因為無窮大發散的關聯長度，使得交換耦合的非同向性顯得不重要，

系統確實具時空同向性：

ξτ ∼ ξ (6.1)

對應的動力學臨界指數為 z = 1。且 0 ≤ hx < 2區間量子臨界行為應同屬 (1)
的二維易辛相變普適類；我們的計算結果符合這預期。

(3) 我們亦探討無序效應對 (1)、(2)點所提的臨界行為之影響。我們藉無序隨
機的交互耦合及無序橫場來產生系統的非均質性。Harris不等式 (2.7,2.8)提
供一判斷無序效應是否影響臨界行為的基礎。依據 Harris準則，無序對二
維古典易辛模型臨界行為之影響屬不確定的邊緣情形 (Dν = 2)，我們的數
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Chapter 6. 總結與展望

值計算結果也發現，無序臨界點並無明顯偏離均質臨界現象，只改變臨界

線的位置。一維量子易辛模型的臨界點則屬 Harris準則中易受無序影響的
例子 (Dν = 1 < 2)；hz = 0時我們確實觀察到無窮發散的動力學臨界指數
z = ∞，當 hz > 0時無序量子臨界點似變模糊 (smeared phase transition)；但
對於 hz > 0情形，我們仍需更可靠的數值結果。

本論文探討的量子模型雖看似簡單，卻具非常豐富的相變行為，至今也僅存有

少數已知的精確解及零星的數值計算結果。針對這個系統未知的部份，建議幾個

深入探討的方向：（一）針對無序效應部份，可應用無 Trotter誤差的量子蒙地卡
羅方法（如連續時間量子蒙地卡羅方法 [66]，或 Stochastic Series Expansion (SSE)
量子蒙地卡羅法 [67]）進行更精確的計算，或輔以有效率的圖形處理單元 (GPU)
加速運算；(二）針對均質系統臨界線，尤其靠近零橫場處 hx = 0，值得計算其他
物理量來驗證一系列的臨界指數及標度修正，甚至可探討同樣具普適性質的量子

糾纏熵 (entanglement entropy)。
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