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中文摘要

在本篇論文，我們討論兩個組合等式，先利用整數分割及生成函數來證

明，再給一個簡潔的方式證明這些整數分割之間的對應;第一章我們先對生
成函數、整數分割、2的冪分割以及相異項與奇項分割作一個簡單的介紹，
第二章說明並證明 2的奇冪分割和偶冪分割的對射，第三章說明並證明相異
項與奇項分割的對射。
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Abstract

This paper discusses two combinatorial identities. We begin by proving the

identities using bijective generating functions of integer partitions, then we find a

bijective proof for these combinational identities. In the first chapter, we introduce

generating functions, integer partitions, partitions into the powers of two, partitions

into distinct parts, and partitions into odd parts. In the next chapter, we prove the

bijection between partitions into the powers of two with odd number of parts and

partitions into the powers of two with even number of parts. In the last chapter, we

prove the bijection between distinct parts and odd parts.
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第一章

序論

第一節 生成函數

　　設有三個相異的物品 a , b , c ,我們選取一個物品的方式有 3種 ,也就是 a或 b或

c ,用 a + b + c表示 ,選取兩個物品的方式有 3種 ,也就是 ab或 bc或 ca ,用

ab + bc + ca表示 ,選取三個物品的方式有 1種 ,也就是 abc都被選到 ,用 abc表示 ,不

選取任何物品的方式也就是選取 0個物品的方式 ,定義為 1種 ◦

　　考慮多項式 (1 + ax)(1 + bx)(1 + cx) ,並將其展開

(1 + ax)(1 + bx)(1 + cx) = 1 + (a + b + c)x + (ab + bc + ca)x2 + (abc)x3

發現到 ,右式 x的次冪為選取物品的個數 ,係數為選取的情形 ,左式 (1 + ax)看成對 ̈ a ̈

這個物品 ̈選 ̈或 ̈不選 ̈ ,類似的 , b , c也是可以 ̈選 ̈或 ̈不選 ̈ ,我們把變數 x看成一個指

標 ,用來辨識選取物品的個數 ◦

　　如果只考慮發生的情形數 ,則令 a = b = c = 1 ,得到 1 + 3x + 3x2 + x3 ,係數即為

選取的方法數 ◦

　　由上面的例子 ,對於生成函數我們有以下定義 ◦

1
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定義 1.1

設 {ar}∞
r=0 = a0, a1, · · · , ar, · · · 為一個序列 ,則

g(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ arxr + · · · 是 ar 的生成函數 ◦

例 1

設 ar 為從 3顆綠色球 , 4顆紅色球 , 5顆藍色球 , 6顆黃色球當中選取 r個球的方法

數 ,求 ar 的生成函數 ◦

解 :

設 e1為選取綠球的個數

　 e2為選取紅球的個數

　 e3為選取藍球的個數

　 e4為選取黃球的個數

我們有以下表示法

e1 + e2 + e3 + e4 = r　　其中 0 ≤ e1 ≤ 3 , 0 ≤ e2 ≤ 4 , 0 ≤ e3 ≤ 5 , 0 ≤ e4 ≤ 6

因為 xr 由 xe1 xe2 xe3 xe4 組成 ,所以 ar 的生成函數為 (1 + x + x2 + x3)︸ ︷︷ ︸
e1

(1 + x + x2 + x3 + x4)︸ ︷︷ ︸
e2

(1 + x + x2 + x3 + x4 + x5)︸ ︷︷ ︸
e3

(1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)︸ ︷︷ ︸
e4

�

例 2

設 ar 為有 n個相異的骰子 ,其點數和為 r的方法數 ,求 ar 的生成函數 ◦

解 :

將骰子編號 ,從 1號到 n號

設 e1為第 1顆骰子出現的點數

　 e2為第 2顆骰子出現的點數

　 . . .

　 en 為第 n顆骰子出現的點數

我們有以下表示法

e1 + e2 + · · ·+ en = r　　其中 1 ≤ e1 ≤ 6 , 1 ≤ e2 ≤ 6 , · · · , 1 ≤ en ≤ 6

2
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因為 xr 由 xe1 xe2 · · · xen 組成 ,所以 ar 的生成函數為 (x + x2 + x3 + x4 ++x5 + x6)︸ ︷︷ ︸
e1

(x + x2 + x3 + x4 ++x5 + x6)︸ ︷︷ ︸
e2

· · · (x + x2 + x3 + x4 ++x5 + x6)︸ ︷︷ ︸
en

= (x + x2 + x3 + x4 ++x5 + x6)n �

例 3

設 ar 為有 6個相異的骰子 ,前三顆骰子點數分別為奇數 ,後三顆骰子點數分別為偶

數 ,其點數和為 r的方法數 ,求 ar 的生成函數 ◦

解 :

將骰子編號 ,從 1號到 n號

設 e1為第 1顆骰子出現的點數

　 e2為第 2顆骰子出現的點數

　 · · ·

　 e6為第 6顆骰子出現的點數

我們有以下表示法

e1 + e2 + · · ·+ e6 = r　　其中 e1, e2, e3 = 1, 3, 5 , e4, e5, e6 = 2, 4, 6

因為 xr 由 xe1 xe2 · · · xe6 組成 ,所以 ar 的生成函數為 (x + x3 + x5)︸ ︷︷ ︸
e1

(x + x3 + x5)︸ ︷︷ ︸
e2

(x + x3 + x5)︸ ︷︷ ︸
e3

(x2 + x4 + x6)︸ ︷︷ ︸
e4

(x2 + x4 + x6)︸ ︷︷ ︸
e5

(x2 + x4 + x6)︸ ︷︷ ︸
e6

= (x + x3 + x5)3(x2 + x4 + x6)3 �

例 4

設 ar 為有 6個相異的骰子 ,第 i顆的骰子不能出現點數 i ,其點數和為 r的方法數 ,求 ar

的生成函數 ◦

解 :

將骰子編號 ,從 1號到 n號

設 e1為第 1顆骰子出現的點數

　 e2為第 2顆骰子出現的點數

3
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　 · · ·

　 e6為第 6顆骰子出現的點數

我們有以下表示法

e1 + e2 + · · ·+ e6 = r　　其中 e1 = 2, 3, 4, 5, 6 , e2 = 1, 3, 4, 5, 6 , e3 = 1, 2, 4, 5, 6

　　　　　　　 e4 = 1, 2, 3, 5, 6 , e5 = 1, 2, 3, 4, 6 , e6 = 1, 2, 3, 4, 5

因為 xr 由 xe1 xe2 . . . xe6 組成 ,所以 ar 的生成函數為 (x2 + x3 + x4 + x5 + x6)︸ ︷︷ ︸
e1

(x + x3 + x4 + x5 + x6)︸ ︷︷ ︸
e2

(x + x2 + x4 + x5 + x6)︸ ︷︷ ︸
e3

(x + x2 + x3 + x5 + x6)︸ ︷︷ ︸
e4

(x + x2 + x3 + x4 + x6)︸ ︷︷ ︸
e5

(x + x2 + x3 + x4 + x5)︸ ︷︷ ︸
e6

= ∏6
i=1[(x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)− xi] �

4
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第二節 整數分割

　　整數分割意思是將正整數 n分割成許多正整數的和的方法數 ,一般而言 ,在談論整

數分割 ,是不考慮順序的 ◦ 例 : 3可以寫成 1+2或 2+1 ,但將這兩種視為一種 ◦

另外 ,在高中時曾經遇過下列問題 :把 n個相同的球放入 n個相同的盒子 ,允許有空盒

子的方法數有多少種?此問題即為整數分割的問題 ◦

　　設 Pn 為整數 n的分割數 , ek 為對其中一個分割 , k所使用的次

數 ,例 : 7 = 1 + 1 + 1 + 1 + 3 , e1 = 4 , e3 = 1 ,則我們有以下等式

1e1 + 2e2 + 3e3 + · · ·+ kek + · · ·+ nen = n　　　 ∀ i , 1 ≤ i ≤ n , ei ≥ 0

考慮 x0 + x1 + x2 + x3 + · · ·+ xr + · · · 　　　　　　　　　 xr 表示整數 1使用 r次

　　 (x2)0 + (x2)1 + (x2)2 + (x2)3 + · · ·+ (x2)r + · · · 　　 (x2)r 表示整數 2使用 r次

　　 (x3)0 + (x3)1 + (x3)2 + (x3)3 + · · ·+ (x3)r + · · · 　　 (x3)r 表示整數 3使用 r次

　　　　　　　　　　　　　　　　
...　　　　　　　　　　　　　　　

...

　　 (xk)0 + (xk)1 + (xk)2 + (xk)3 + · · ·+ (xk)r + · · · 　　 (xk)r 表示整數 k使用 r次

　　　　　　　　　　　　　　　　
...　　　　　　　　　　　　　　　

...

所以 ,整數分割的生成函數 g(x)為

g(x) = (1 + x1 + x2 + x3 + · · ·+ xr + · · · )

　　　 (1 + x2 + x4 + x6 + · · ·+ x2r + · · · )

　　　 (1 + x3 + x6 + x9 + · · ·+ x3r + · · · )

　　　 · · ·

　　　 (1 + xk + x2k + x3k + · · ·+ xkr + · · · )

　　　 · · ·

　　 = 1
(1−x)(1−x2)(1−x3)···(1−xk)··· = ∏∞

i=1
1

1−xi = ∑n≥0 Pn xn

整數 n的分割數 Pn 即為 xn 的係數 ,且定義 0 = 0 ,也是一種分割 ◦

5
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例 1

ar 為 r可以寫成相異正整數和的方法數 (不考慮順序) ,求 ar 的生成函數 ◦

解 :

設 g(x)為 ar 的生成函數

對於整數 1 ,只能 ̈選 ̈或 ̈不選 ̈ ,所以生成函數 g(x)有因式 (1 + x)

對於整數 2 ,只能 ̈選 ̈或 ̈不選 ̈ ,所以生成函數 g(x)有因式 (1 + x2)

對於整數 3 ,只能 ̈選 ̈或 ̈不選 ̈ ,所以生成函數 g(x)有因式 (1 + x3)

· · ·

因此 , g(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) · · · (1 + xk) · · · �

例 2

設可以用價值 2元 3元和 5元的郵票 ,支付 r元的郵資 , ar 為郵資 r支付的方法數 ,求

ar 的生成函數 ◦

解 :

設 g(x)為 ar 的生成函數

e2為 2元郵票使用的次數 ,所以生成函數 g(x)有因式 (1 + x2 + x4 + x6 + · · · )

e3為 3元郵票使用的次數 ,所以生成函數 g(x)有因式 (1 + x3 + x6 + x9 + · · · )

e5為 5元郵票使用的次數 ,所以生成函數 g(x)有因式 (1 + x5 + x10 + x15 + · · · )

我們有以下表示法

2e2 + 3e3 + 5e5 = r　　其中 e2 , e3 , e5 ≥ 0

因此 , g(x) = (1 + x2 + x4 + x6 + · · · ) (1 + x3 + x6 + x9 + · · · )

(1 + x5 + x10 + x15 + · · · ) �

6
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第三節 2的冪分割

定義 1.2

設 n > 0為一整數滿足 a1 + a2 + a3 + · · ·+ ak = n且

1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ ak ≤ n,其中 a1, a2, a3, · · · , ak 為整數 ,則我們用符號

(a1, a2, a3, · · · , ak)表示為整數 n的一個分割 , k為此分割的項數 ; Pn 為整數 n的所有分

割之個數 ◦

設 n > 0為一整數滿足 1e1 + 2e2 + 3e3 + · · ·+ nen = n , ∀i , 1 ≤ i ≤ n , ei ≥ 0 ,其中

e1, e2, e3, · · · , en 為整數 ,則我們用符號 [e1, e2, e3, · · · , en]表示為整數 n的一個分割 , ei

表整數 i在一分割的使用次數 ◦

例 :

(1, 1, 2, 4)為整數 8的一個分割 ◦

[2, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0]為整數 8的一個分割 ◦

定義 1.3

設 (a1, a2, a3, · · · , ak)為 n的一個分割且 ∀ i , 1 ≤ i ≤ k , ai = 2t ,其中 t ∈ N ∪ {0} ,則

稱 (a1, a2, a3, · · · , ak)為 n的一個 2的冪分割 ◦

如果 k為奇數 ,則稱 (a1, a2, a3, · · · , ak)為 n的一個 2的奇冪分割 ◦

如果 k為偶數 ,則稱 (a1, a2, a3, · · · , ak)為 n的一個 2的偶冪分割 ◦

例 :

(2, 2, 4)為整數 8的一個 2的奇冪分割 ,其中 k = 3 ◦

(1, 1, 1, 1, 2, 2)為整數 8的一個 2的偶冪分割 ,其中 k = 6 ◦

定義 1.4

設 Sn 為整數 n , n ≥ 2的所有 2的奇冪分割所成之集合 , sn 表示整數 n , n ≥ 2的所有 2

的奇冪分割之個數 ◦

設 Tn 為整數 n , n ≥ 2的所有 2的偶冪分割所成之集合 , tn 表示整數 n , n ≥ 2的所有 2

的偶冪分割之個數 ◦

7
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例 :

S9 = {(1, 4, 4), (1, 1, 1, 2, 4), (1, 2, 2, 2, 2), (1, 1, 1, 1, 1, 2, 2), (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)}且

s9 = 5 ◦

T9 = {(1, 8), (1, 2, 2, 4), (1, 1, 1, 1, 1, 4), (1, 1, 1, 2, 2, 2), (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2)}且 t9 = 5 ◦

引理 1.5

設 g∗(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x4)(1 + x8) · · · (1 + x2k
) · · ·

我們有 (1 − x)g∗(x) = 1 ◦

證 :

∀n ≥ 1 , ∃ k ∈ N ∪ {0} ,使得 2k ≤ n < 2k+1

考慮 xn 的係數 , n ≥ 1

右: xn 的係數為 0 , n ≥ 1

左:(1 − x)g∗(x)

= (1 − x)(1 + x)(1 + x2)(1 + x4)(1 + x8) · · · (1 + x2k
)(1 + x2k+1

)(1 + x2k+2
) · · ·

因為 2k ≤ n < 2k+1 ,且 x的次方 ≥ 2k+1時 ,乘上其它任意的因式 ,次方也 ≥ 2k+1

而我們要找的 x次方是小於 2k+1

所以 ,對於 (1 + x2k+1
)因式 ,選擇 1來做乘積 ,而不是 x2k+1

類似的 , (1 + x2k+2
) (1 + x2k+3

) · · · ,都是選擇 1來做乘積

所以 ,左邊要找 xn 項的係數 ,

我們只需要看 (1 − x)(1 + x)(1 + x2) · · · (1 + x2k
)之乘積

而 (1 − x2)(1 + x2)(1 + x4)(1 + x8) · · · (1 + x2k
)

= 1 − x2k+1

因此 , xn 的係數為 0 , n ≥ 1 �

定理 1.6

給定整數 n ≥ 2 , sn = tn ◦

證 :

設 g∗(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x4)(1 + x8) · · · (1 + x2k
) · · ·

8
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根據引理 1.5 , (1 − x)g∗(x) = 1

⇒ 1 − x = 1
g∗(x) =

1
(1+x)(1+x2)(1+x4)(1+x8)···(1+x2k )···

= 1
1+x

1
1+x2

1
1+x4

1
1+x8 · · · 1

1+x2k · · ·

考慮 xn 的係數 , n ≥ 2

設 1
1+x = 1 + (−x) + (−x)2 + (−x)3 + · · ·+ (−x)r0 + · · ·
1

1+x2 = 1 + (−x2) + (−x2)2 + (−x2)3 + · · ·+ (−x2)r1 + · · ·
1

1+x22 = 1 + (−x22
) + (−x22

)2 + (−x22
)3 + · · ·+ (−x22

)r2 + · · ·

· · ·
1

1+x2k = 1 + (−x2k
) + (−x2k

)2 + (−x2k
)3 + · · ·+ (−x2k

)rk + · · ·

則 ∑r0+21r1+22r2+23r3+···+2krk=n (−1)r0+r1+r2+···+rk xn = 0 ,其中 2k ≤ n < 2k+1

設滿足 r0 + 21r1 + 22r2 + 23r3 + · · ·+ 2krk = n且 r0 + r1 + r2 + r3 + · · ·+ rk 為奇數的

有 m1組

設滿足 r0 + 21r1 + 22r2 + 23r3 + · · ·+ 2krk = n且 r0 + r1 + r2 + r3 + · · ·+ rk 為偶數的

有 m2組

則 [(−1) + (−1) + · · ·+ (−1)︸ ︷︷ ︸
m1

+ 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m2

] xn = 0

因此 , m1 = m2 �

由定理 1.6 ,從生成函數的觀點 ,我們知道對於整數 n ≥ 2 , n的 2的奇冪分割個數和 n

的 2的偶冪分割個數會相等 ,因為從生成函數的觀點較繁瑣 ,而且對於沒學過生成函數

的同學 ,較為不易了解 ,因此我們要找一個函數對應的方式 ,能夠直接說明 n的 2的奇

冪分割集合和 n的 2的偶冪分割集合的個元素個數會一樣 ◦
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第四節 相異項與奇項分割

定義 1.7

設 (a1, a2, a3, · · · , ak)為 n的一個分割且 ∀ i , 1 ≤ i ≤ k ,滿足

1 ≤ a1 < a2 < a3 < · · · < ak ≤ n ,則稱 (a1, a2, a3, · · · , ak)為 n的一個相異項分割 ◦

我們用符號 (a1, a2, a3, · · · , ak)表示為整數 n的一個相異項分割 ◦

例 :

(1, 2, 3, 5)為整數 11的一個相異項分割 ◦

定義 1.8

設 (a1, a2, a3, · · · , ak)為 n的一個分割且 ∀ i , 1 ≤ i ≤ k ,滿足 ai 為奇數且

1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ ak ≤ n ,則稱 (a1, a2, a3, · · · , ak)為 n的一個奇項分割 ◦

我們常用符號 [ e1, e2, e3, · · · , en ]表示為整數 n的一個奇項分割 ,其中 ei代表 i使用的次

數 ◦

例 :

(1, 1, 1, 1, 1, 3, 3)為整數 11的一個奇項分割 ◦

我們常用符號 [5, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]表示為整數 11的一個奇項分割 ◦

定義 1.9

設 Dn 為整數 n , n ≥ 1的所有相異項分割所成之集合 , dn 為整數 n , n ≥ 1的所有相異

項分割之個數 ◦

設 On 為整數 n , n ≥ 1的所有奇項分割所成之集合 , ϑn 為整數 n , n ≥ 1的所有奇項分

割之個數 ◦

例 :

D5 = {(5), (1, 4), (2, 3)}且 d5 = 3 ◦

O5 = {(5), (1, 1, 3), (1, 1, 1, 1, 1)}且 ϑ5 = 3 ◦

10
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定理 1.10

給定整數 n , n ≥ 1 , dn = ϑn ◦

證 :

dn 的生成函數為∏k≥1 (1 + xk)

ϑn 的生成函數為∏k≥1
1

1−x2k−1

　∏k≥1 (1 + xk)

= ∏k≥1 (1 + xk) ∏k≥1
1−xk

1−xk

= ∏k≥1 1−x2k

∏k≥1 1−xk

= ∏k≥1
1

1−x2k−1 �

由定理 1.10 ,從生成函數的觀點 ,我們知道對於整數 n ≥ 1 , n的相異項分割個數和 n的

奇項分割個數會相等 ,因為從生成函數的觀點較繁瑣 ,而且對於沒學過生成函數的同

學 ,較為不易了解 ,因此我們要找一個函數對應的方式 ,能夠直接說明 n的相異項分割

集合和 n的奇項分割集合的個元素個數會一樣 ◦

11
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第二章

(1 − x)g∗(x) = 1的對射證明

第一節 2的冪分割的對射證明

定義 2.1

設 (a1, a2, a3, · · · , ak)是整數 n的分割 , n ≥ 1 ,若 (a1, a2, · · · , ak)中最大項的個數為

α ,寫成 maxnum(a1, a2, · · · , ak) = α ◦

註 : α ≥ 1 ◦

例 :

α = maxnum(1, 1, 1, 3, 3, 5, 5, 5) = 3 ◦

定義 2.2

∀n ≥ 2 ,

(1)設 S(1)
n 為整數 n的所有 2的奇冪分割之集合 ,其中 α = 1 ◦

(2)設 S(2)
n 為整數 n的所有 2的奇冪分割之集合 ,其中 α ≥ 2 ◦

(3)設 T(1)
n 為整數 n的所有 2的偶冪分割之集合 ,其中 α = 1 ◦

(4)設 T(2)
n 為整數 n的所有 2的偶冪分割之集合 ,其中 α ≥ 2 ◦

註 : Sn = S(1)
n ∪ S(2)

n , Tn = T(1)
n ∪ T(2)

n ◦

S(1)
n ∩ S(2)

n = ∅ , T(1)
n ∩ T(2)

n = ∅ ◦

12
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例 :

S(1)
9 = {(1, 1, 1, 2, 4)} ◦

S(2)
9 = {(1, 4, 4), (1, 2, 2, 2, 2), (1, 1, 1, 1, 1, 2, 2), (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)} ◦

T(1)
9 = {(1, 8), (1, 2, 2, 4), (1, 1, 1, 1, 1, 4), (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2)} ◦

T(2)
9 = {(1, 1, 1, 2, 2, 2)} ◦

當 n ≥ 2

定義函數 f : S(1)
n → T(2)

n 為 f (x1, x2, · · · , xk) = (x1, x2, · · · , xk−1, xk
2 , xk

2 )

函數 f 是對射函數 ◦

證:

[函數 f 是定義良好的函數 ]

∀ (x1, x2, · · · , xk) ∈ S(1)
n , f (x1, x2, · · · , xk) = (x1, x2, · · · , xk−1, xk

2 , xk
2 )

如果 xk = 1 ,則 x1 = x2 = · · · = xk−1 = 1

⇒ α = maxnum(x1, x2, · · · , xk) = k = n ≥ 2

⇒ (x1, x2, · · · , xk) /∈ S(1)
n

⇒ xk > 1

⇒ xk ≥ 2

設 xk−1 = 2t , xk = 2u , t < u

⇒ t ≤ u − 1

⇒ xk−1 ≤ xk
2 = 2u−1

⇒ (x1, x2, · · · , xk−1, xk
2 , xk

2 ) ∈ T(2)
n

如果 (x1, x2, · · · , xk) = (y1, y2, · · · , yk) ∈ S(1)
n

則 f (x1, x2, · · · , xk) = f (y1, y2, · · · , yk)

由以上敘述，我們知道這函數是好的定義。�

[函數 f 為單射函數 ]

給定 f (x1, x2, · · · , xk) = f (y1, y2, · · · , yℓ)

claim : k = ℓ

證 :

13
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假設 k ̸= ℓ

⇒ (x1, x2, · · · , xk−1, xk
2 , xk

2 ) ̸= (y1, y2, · · · , yℓ−1, yℓ
2 , yℓ

2 )

⇒ f (x1, x2, · · · , xk) ̸= f (y1, y2, · · · , yℓ)矛盾

f (x1, x2, · · · , xk) = f (y1, y2, · · · , yℓ)

⇒ (x1, x2, · · · , xk−1, xk
2 , xk

2 ) = (y1, y2, · · · , yℓ−1, yℓ
2 , yℓ

2 )

⇒ x1 = y1 , x2 = y2 , · · · , xk−1 = yℓ−1 ,
xk
2 = yℓ

2

⇒ (x1, x2, · · · , xk) = (y1, y2, · · · , yℓ) �

[函數 f 為蓋射函數 ]

∀ (z1, z2, · · · , zℓ−1, zℓ) ∈ T(2)
n

設 zℓ−1 = zℓ = 2t

⇒ zℓ−2 < zℓ−1 + zℓ = 2t+1

∃ (z1, z2, z3, · · · , zℓ−2, zℓ−1 + zℓ) ∈ S(1)
n 使得

f (z1, z2, z3, · · · , zℓ−2, zℓ−1 + zℓ) = (z1, z2, z3, · · · , zℓ−2, zℓ−1+zℓ
2 , zℓ−1+zℓ

2 )

⇒ f (z1, z2, z3, · · · , zℓ−2, zℓ−1 + zℓ) = (z1, z2, z3, · · · , zℓ−1, zℓ) �

定義函數 g : S(2)
n → T(1)

n 為 g(x1, x2, · · · , xk−1, xk) = (x1, x2, x3, · · · , xk−2, xk−1 + xk)

函數 g是對射函數 ◦

證 :

[函數 g是定義良好的函數 ]

∀ (x1, x2, · · · , xk) ∈ S(2)
n , g(x1, x2, · · · , xk−2, xk−1, xk) = (x1, x2, · · · , xk−2, xk−1 + xk)

設 xk−1 = xk = 2t

⇒ xk−2 < xk−1 + xk = 2t+1

⇒ (x1, x2, x3, · · · , xk−2, xk−1 + xk) ∈ T(1)
n

如果 (x1, x2, · · · , xk) = (y1, y2, · · · , yk) ∈ S(2)
n

則 g(x1, x2, · · · , xk) = g(y1, y2, · · · , yk)

由以上敘述，我們知道這函數是好的定義。�
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[函數 g為單射函數 ]

給定 g(x1, x2, · · · , xk−1, xk) = g(y1, y2, · · · , yℓ−1, yℓ)

claim : k = ℓ

證 :

假設 k ̸= ℓ

⇒ (x1, x2, x3, · · · , xk−2, xk−1 + xk) ̸= (y1, y2, y3, · · · , yℓ−2, yℓ−1 + yℓ)

⇒ g(x1, x2, · · · , xk) ̸= g(y1, y2, · · · , yℓ)矛盾

g(x1, x2, · · · , xk−1, xk) = g(y1, y2, · · · , yℓ−1, yℓ)

⇒ (x1, x2, · · · , xk−2, xk−1 + xk) = (y1, y2, · · · , yℓ−2, yℓ−1 + yℓ)

⇒ x1 = y1 , x2 = y2 , · · · , xk−2 = yℓ−2 , xk−1 + xk = yℓ−1 + yℓ

(x1, x2, · · · , xk−1, xk), (y1, y2, · · · , yℓ−1, yℓ) ∈ S(2)
n , xk−1 = xk , yℓ−1 = yℓ

⇒ x1 = y1 , x2 = y2 , · · · , xk−2 = yℓ−2 , 2xk = 2yℓ

⇒ x1 = y1 , x2 = y2 , · · · , xk−1 = yℓ−1 , xk = yℓ

⇒ (x1, x2, · · · , xk) = (y1, y2, · · · , yℓ) �

[函數 g為蓋射函數 ]

∀ (z1, z2, · · · , zℓ) ∈ T(1)
n

設 zℓ−1 = 2t , zℓ = 2u , t < u

⇒ t ≤ u − 1

⇒ zℓ−1 ≤ zℓ
2 = 2u−1

∃ (z1, z2, z3, · · · , zℓ−1, zℓ
2 , zℓ

2 ) ∈ S(2)
n 使得

g(z1, z2, z3, · · · , zℓ−1, zℓ
2 , zℓ

2 ) = (z1, z2, · · · , zℓ−1, zℓ
2 + zℓ

2 )

⇒ g(z1, z2, z3, · · · , zℓ−1, zℓ
2 , zℓ

2 ) = (z1, z2, · · · , zℓ−1, zℓ) �
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例

n = 9

奇冪分割 偶冪分割

(1, 4, 4)

(1, 1, 1, 2, 4)

(1, 2, 2, 2, 2)

(1, 1, 1, 1, 1, 2, 2)

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

(1, 8)

(1, 1, 1, 2, 2, 2)

(1, 2, 2, 4)

(1, 1, 1, 1, 1, 4)

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2)

n = 10

奇冪分割 偶冪分割

(1, 1, 8)

(2, 4, 4)

(1, 1, 2, 2, 4)

(2, 2, 2, 2, 2)

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 4)

(1, 1, 1, 1, 2, 2, 2)

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2)

(1, 1, 4, 4)

(2, 8)

(1, 1, 2, 2, 2, 2)

(2, 2, 2, 4)

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2)

(1, 1, 1, 1, 2, 4)

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)
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第三章

∏k≥1 (1+ xk) = ∏k≥1
1

1−x2k−1的對射證

明

第一節 相異項與奇項分割的對射證明

定義 3.1

給定 r ∈ N ,則 r = 2a × b , a ∈ N ∪ {0} ,其中 b為奇數 ,則我們

稱 b為 r的最大奇因數 ,用符號 ϑ(r) = b表示 ,

稱 2a 為 r的最大 2冪因數 ,用符號 e(r) = 2a 表示 ◦

註 : r = e(r)ϑ(r) ◦

例 :

r = 60

e(r) = 22 , ϑ(r) = 15 ◦

引理 3.2

x = y若且為若 ϑ(x) = ϑ(y)且 e(x) = e(y) ◦

證 :

( ⇐ )根據定義 3.1

( ⇒ )
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設 x = 2t � x′ , gcd(2t, x′) = 1

　 y = 2u � y′ , gcd(2u, y′) = 1

(1)2t|x = y

⇒ 2t|y , gcd(2t, y′) = 1

⇒ 2t|2u

(2)2u|y = x

⇒ 2u|x , gcd(2u, x′) = 1

⇒ 2u|2t

根據 (1)(2)⇒ 2u = 2t �

定理 3.3

給定 r ≥ 1 , r = an2n + an−12n−1 + · · ·+ a121 + a020 ,其中 ∀ i , 1 ≤ i ≤ n − 1 ,

ai = 0 , 1且 an = 1

我們可以唯一的表示 r以上述的形式 ◦

證 :

[存在 ]對 r做強數學歸納法

r = 1 , 1 = 20　存在

設對 r = 1, 2, · · · , k , r可以表示成上述的形式

當 r = k + 1，可假定 k + 1 > 1

則 2m < k + 1 ≤ 2m+1 , m ≥ 0

(1) k + 1 = 2m+1　成立

(2) 2m < k + 1 < 2m+1 : k + 1 > k + 1 − 2m > 0

根據強數學歸納法 , k + 1 − 2m = at2t + at−12t−1 + · · ·+ a121 + a020 , at = 1

claim : t < m

證 :

如果不是 ,則 t ≥ m

k + 1 − 2m ≥ at2t ≥ 2m

k + 1 ≥ 2m + 2m = 2m+1

18
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[唯一 ]對 r做強數學歸納法

r = 1 , 1 = 20　唯一

設對 r = 1, 2, · · · , k　成立

當 r = k + 1 ,可假定 k + 1 > 1

設 r = an2n + an−12n−1 + · · ·+ a121 + a020

　 = bm2m + bm−12m−1 + · · ·+ b121 + b020 ,其中 an = bm

則 2n ≤ r < 2n+1且 2m ≤ r < 2m+1

(1) an2n ̸= bm2m

(1.1) an2n > bm2m ⇒ 2n > 2m ⇒ n > m ⇒ n − 1 ≥ m

考慮 r = an2n + an−12n−1 + · · ·+ a121 + a020

　　 ≥ 2n > 2n − 1

　　 = 2n−1 + 2n−2 + · · ·+ 21 + 20

　　 ≥ 2m + 2m−1 + · · ·+ 21 + 20

　　 ≥ bm2m + bm−12m−1 + · · ·+ b121 + b020 = r

⇒ r > r矛盾

(1.2) an2n < bm2m ⇒ 2n < 2m ⇒ n < m ⇒ n ≤ m − 1

考慮 r = bm2m + bm−12m−1 + · · ·+ b121 + b020

　　 ≥ 2m > 2m − 1

　　 = 2m−1 + 2m−2 + · · ·+ 21 + 20

　　 ≥ 2n + 2n−1 + · · ·+ 21 + 20

　　 ≥ an2n + an−12n−1 + · · ·+ a121 + a020 = r

⇒ r > r矛盾

(2) an2n = bm2m

⇒ 2n = 2m

⇒ n = m

⇒ r − 2n = r − 2m < k + 1

根據強數學歸納法 , r − 2n = r − 2m 表示法唯一

設 r − 2n = r − 2m = 2c1 + 2c2 + · · ·+ 2ck , c1 > c2 > · · · > ck
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claim : c1 < m

證 :

如果不是 ,則 c1 ≥ m

r − 2m = 2c1 + 2c2 + · · ·+ 2ck ≥ 2c1 ≥ 2m

r − 2m ≥ 2m

r ≥ 2m + 2m = 2m+1矛盾 �

定義函數 f : Dn → On 為 f (x1, x2, · · · , xk) = [y1, y2, · · · , yn]

yv = ∑ϑ(t)=v e(t)

函數 f 是對射函數 ◦

證 :

[函數 f 為單射函數 ]

f (x1, x2, · · · , xk) = [y1, y2, · · · , yn]

f (u1, u2, · · · , uℓ) = [y1, y2, · · · , yn]

claim : k = ℓ

證 :

假設 k > ℓ

則 ∃ z ,其中 z為奇數

使得 q > r ,其中 ϑ(xi1) = ϑ(xi2) = · · · = ϑ(xiq) = z

　　　　　　　 ϑ(uj1) = ϑ(uj2) = · · · = ϑ(ujr) = z

[如果 @上述的 z ,則 k ≤ ℓ矛盾 ]

yz = e(xi1) + e(xi2) + · · ·+ e(xiq)

　 = e(xj1) + e(xj2) + · · ·+ e(xjr)矛盾

[ e(xi1), e(xi2), · · · , e(xiq)皆相異 ]

[ e(uj1), e(uj2), · · · , e(ujr)皆相異 ]

k < ℓ同理可證
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設 xk = e(xk)ϑ(xk) ,其中 2a = e(xk) , b = ϑ(xk)

　⇒ yb ≥ e(xk)

如果 xk > uℓ > uℓ−1 > · · · > u1 ≥ 1

　 yb ≤ 2a−1 + 2a−2 + · · ·+ 21 + 20 = 2a − 1 = e(xk)− 1

　　⇒ yb ≥ e(xk)且 yb ≤ e(xk)− 1矛盾

因此 , xk ≤ uℓ

設 uℓ = e(uℓ)ϑ(uℓ) ,其中 2c = e(uℓ) , d = ϑ(uℓ)

　⇒ yd ≥ e(uℓ)

如果 uℓ > xk > xk−1 > · · · > x1 ≥ 1

　 yd ≤ 2c−1 + 2c−2 + · · ·+ 21 + 20 = 2c − 1 = e(uℓ)− 1

　　⇒ yd ≥ e(uℓ)且 yd ≤ e(uℓ)− 1矛盾

因此 , xk ≥ uℓ

　　⇒ xk = uℓ

f (x1, x2, · · · , xk−1) = [y1, y2, · · · , yb − e(xk), · · · , yn]

f (u1, u2, · · · , uk−1) = [y1, y2, · · · , yb − e(xk), · · · , yn]

根據強數學歸納法

設 xi = ui , ∀i , 2 ≤ i ≤ k

∃!h , 1 ≤ h ≤ n使得 zh = 2t 且 ∀i , i ∈ {1, 2, · · · , n} − {h} , zi = 0

　　⇒ f (x1) = f (u1) = [z1, z2, · · · , zh, · · · , zn]

　　⇒ x1 = u1 = 2t × h

　　⇒ xi = ui , ∀i , 1 ≤ i ≤ k �

[函數 f 為蓋射函數 ]

設 t = max{a ∈ N|1 ≤ a ≤ n , a = 2k − 1 f or k ∈ N}

任意給定 u , 1 ≤ u ≤ n ,滿足 yu ≥ 1

根據定理 3.3的存在性 , yu = 2u1 + 2u2 + · · ·+ 2us , u1 > u2 > · · · > us

設 Au = {2u1 × u, 2u2 × u, · · · , 2us × u}

類似的 ,我們有 A1 , A3 , · · · , At
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claim1 :在 Ai 的元素皆相異

任意給定 α, β ∈ Ai ,則 e(α) ̸= e(β)

根據引理 3.2 , α ̸= β

claim2 :如果 i ̸= j ,則 Ai ∩ Aj = ∅

任意給定 α ∈ Ai, β ∈ Aj

則 ϑ(α) = i, ϑ(β) = j

i ̸= j

⇒ ϑ(α) ̸= ϑ(β)

根據引理 3.2 , α ̸= β

設 A = A1 ∪ A3 ∪ · · · ∪ At

claim3 :集合 A中的所有元素 ,能夠按大小順序重新排列 ,用符號 (x1, x2, · · · , xk)表

示 ,其中 x1 < x2 < · · · < xk

對 |A| = k做數學歸納法

k = 1成立

設對 k = r　成立

當 k = r + 1 ,可假定 r + 1 > 1

根據良序原理 , minA存在 ,令其為 x1

考慮集合 , A − {x1} ,根據數學歸納法 , 將集合內元素令為 x2, x3, · · · , xr+1並滿足

x2 < x3 < · · · < xr+1

因此 , ∃ (x1, x2, · · · , xk) ∈ D (n)

使得 f (x1, x2, · · · , xk) = [y1, y2, · · · , yn] �
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例

n = 9

相異項分割 奇項分割

(9)

(1, 8)

(2, 7)

(3, 6)

(4, 5)

(1, 2, 6)

(1, 3, 5)

(2, 3, 4)

[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1] = (9)

[9, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

[2, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0] = (1, 1, 7)

[0, 0, 3, 0, 0, 0, 0, 0, 0] = (3, 3, 3)

[4, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0] = (1, 1, 1, 1, 5)

[3, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0] = (1, 1, 1, 3, 3)

[1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0] = (1, 3, 5)

[6, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0] = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 3)

n = 10

相異項分割 奇項分割

(10)

(1, 9)

(2, 8)

(3, 7)

(4, 6)

(1, 2, 7)

(1, 3, 6)

(1, 4, 5)

(2, 3, 5)

(1, 2, 3, 4)

[0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0] = (5, 5)

[1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0] = (1, 9)

[10, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

[0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0] = (3, 7)

[4, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] = (1, 1, 1, 1, 3, 3)

[3, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0] = (1, 1, 1, 7)

[1, 0, 3, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] = (1, 3, 3, 3)

[5, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0] = (1, 1, 1, 1, 1, 5)

[2, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0] = (1, 1, 3, 5)

[7, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0] = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3)
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第四章

展望

第一節 更多關於整數分割的探討

　　有關整數分割的問題 ,既多元又有趣 ,例如 :

定義 4.1設 Ak(n)為將整數 n分割成奇數的和 ,奇數允許重複 ,奇數有 k種的方法數 ◦

定義 4.2設 Bk(n)為將整數 n分割成相異項和 ,用 (a1, a2, . . . , aℓ)表示 ,滿足 k個不相連

的連續序列所組成的方法數 ◦

定理 4.3 Ak(n) = Bk(n) ◦

關於定理 4.3的證明可以參考 George E. Andrews. The theory of partitions.

例 :

A3(14) = 7 ,其組成為

(1, 1, 3, 9) , (1, 1, 5, 7) , (1, 3, 3, 7) , (1, 1, 1, 1, 3, 7) , (1, 3, 5, 5) , (1, 1, 1, 3, 3, 5) , (1, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 5)

B3(14) = 7 ,其組成為

(1, 3, 10) , (1, 4, 9) , (1, 5, 8) , (2, 4, 8) , (2, 5, 7) , (1, 2, 4, 7) , (1, 3, 4, 6)

　　因為定理 4.3的證明過於冗長 ,所以我們也是想要找個簡潔的方式去直接說明它們

之間的對應的關係 ,但是由於時間的關係 ,希望以後有機會可以繼續研究 ,還有像是其

他有關於整數分割的問題 ,在 George E. Andrews. The theory of partitions這本書中 ,也有

許多介紹 ,如果對於整數分割有興趣的學弟妹 ,可以繼續努力將對應找出來 ◦
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