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摘要 

動機與目的：傳統的統計迴歸模式假設觀測值的不確定性來自於隨機現象，而模

糊迴歸則考慮不確定性來自於多重隸屬現象。不同的模型建構所得到的估計值也

不一致。如何衡量模型的優劣程度，至今仍沒有一套嚴謹的標準。 

研究方法：本研究以區間模糊數建構模糊迴歸模式，如此一來對樣本的解釋方式

將更為貼近現實，並提出一套區間模糊數距離測度，以衡量估計值與實際值之間

的差距。實證分析中（懸浮微粒PM10濃度預測、台灣加權股價指數預測），我們

藉由此距離測度衡量二維模糊迴歸與傳統二項最小平方法對於樣本的配適性。 

創新與推廣：提出區間模糊數距離衡量估計值與原樣本之差異程度。在符合傳統

統計迴歸精神之下，當距離最小就是差異最小的估計，最能符合所抽取的樣本，

也是最佳估計。 

重要發現：利用本區間模糊數距離測度，我們發現二維模糊迴歸方法比起傳統二

項最小平方法更有效率且廣義殘差（generalized residual）將更小。 

結論：過去以來，我們對於模糊迴歸架構一直都沒有完整的衡量標準。文中我們

定義區間模糊數區間距離與平均距離，並推導賦距空間等性質。結合實例分析及

應用，建構一合適模糊迴歸模式，以利統計決策分析參考。 

 

關鍵字：區間模糊迴歸、懸浮微粒PM10、台灣加權股價指數、區間模糊數 
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Abstract 

Objective: This study concerns how to develop effective fuzzy regression models. In 

the literature, little is addressed on how to evaluate the effectiveness of fuzzy regression 

models developed with different regression methods. We consider this issue in this work 

and present a framework for such evaluation. 

Method: We consider fuzzy regression models developed with different regression 

approaches. A method to evaluate the developed models is proposed. We then show that 

the proposed method possesses desirable mathematical properties and it is applied to 

compare the two-dimensional regression method and the traditional least square based 

regression method in our case studies: predicating the concentration of 10PM  and the 

volatility of the weighted price index of the Taiwanese stock exchange. 

Innovation: We propose a new metric to define a distance between two fuzzy numbers. 

This metric can be used to evaluate the performance of different fuzzy regression 

models. When a prediction from one model is closest to the sample data measured in 

terms of the proposed metric, it can be recognized as the optimal predication. 

Results: Based on the proposed metric, it can be obtained that the two-dimensional 

fuzzy regression method is better than the traditional least square based regression 

method. Especially, its resulting generalized residual is smaller.  

Conclusion: In the literature, no unified framework has been previously proposed in 

evaluating the effectiveness of developed fuzzy regression models. In this work, we 

present a metric to achieve this goal. It facilitates the work to determine whether a fuzzy 

regression model suitably fits obtained samples and whether the model has potential to 

provide sufficient accuracy for follow-up analysis in a considered problem. 
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Keyword: Fuzzy regression、PM10、TAIEX、Interval fuzzy number 
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1 前言 

在大數據資料的分析和研究中，人們逐漸體會到大量資料並非就是大量的資

訊，資料分析與萃取扮演重要的角色。雖然資料採礦的興起，解決了不少資料分

析的問題。但是對於如何處理非實數樣本資料（如：區間模糊資料），傳統統計

方法已無法有效的分析與掌控。 

機率上的隨機性是代表著發生的不確定，由機率測度函數來表示；模糊理論

的模糊性是隸屬程度的不確定，由隸屬函數表示 [3][13] 。日常生活中，很多現

象充滿著不確定性，而面對不確定性資訊，過去皆是以隨機的概念加以描述。直

到西元 1960 年，人們開始質疑隨機的概念用在具有不確定性資訊的適用性。為

了有效描述人文思維的不確定性，扎德 (Zadeh L.A.) 教授於 1965 年提出模糊集

合理論 (Fuzzy Set Theory) 的概念。有別於傳統的布林邏輯，模糊理論以模糊邏

輯為基礎，藉由隸屬度的概念較能反映出生活中實際的情況。到了 1970 年，Zadeh

與 Bellman 又區分出隨機(Randomness)與模糊(Fuzziness)之間的差異。 

傳統迴歸分析假設觀察值是由實際應變數影響加上隨機誤差而產生的。亦即，

應變數是一種帶有不確定性的隨機變數。然而，在很多的實務應用上，此假設無

法成立。例如，有些應變數的觀察值並不是以單一數值的形式存在，而是帶有多

重隸屬的特性。這些觀察值雖然具有不確定性，但這種不確定的特性是來自於多

重隸屬現象，而非隨機現象。在處理具模糊性的樣本時，如果利用假性的「精確

值」，可能誤導模型的建構，也可能擴大預測結果和實際狀態之間的誤差。傳統

的數字資料有需求過度及過度解釋的危險，如果應用模糊的數值資料，較能避免

這樣的危險發生。因此為了改變傳統統計資料的隨機觀點，以另一種角度來看待
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不確定性的問題，我們考慮用模糊觀點來取代隨機觀點，而由模糊觀點套用迴歸

分析來處理模糊資料問題，就稱為模糊迴歸分析[1]。 

模糊迴歸最早是由 Tanaka, H. & Uejima, S. & Asai, K. (1980) 提出，文中將模

糊理論與線性迴歸模型結合，提出具有模糊性的線性迴歸模型，並利用線性規劃

來對模糊迴歸模型的參數做估計[14]。Diamond (1988) 利用傳統最小平方法的觀

念，求出一個模糊迴歸模式以估算應變數的觀察值，並利用應變數的觀察值與估

計值的模糊數值之最小值、最可能值與最大值，定義兩者之間的距離，以衡量迴

歸模式與模糊資料之間的最佳配適度情形[16]。導出類似傳統迴歸分析中的正規

方程式(Normal Equation) 以求解迴歸係數。其後，Chang 與 Lee (1996) 則將

Diamond (1988)的方法加以擴充，將迴歸係數的最可能值與分展度 (Spread) 分別

估計，該方法的特點在於可將極端值加以處理，並降低影響程度。Wu 與 Tseng 

(2002)提出改善模糊迴歸模式之最小平方法，其模式主要觀念是利用最小平方法

將所有樣本的左端點及右端點各自配置一條迴歸線，然後再將其左右迴歸線統合

成一條迴歸線[12]。 

對於模糊迴歸參數的估計方法有很多，但是如何衡量模型對樣本的配適性，

一直以來都沒有一個嚴謹的標準[24][34]。文中我們以區間模糊數距離衡量估計

與實際之間的差異程度。我們除了定義區間模糊數區間距離與平均距離外，並推

導出賦距空間等性質，使得距離定義更加嚴謹。此一衡量模型對樣本的配適性的

距離定義，亦為本文最重要的貢獻。 

近年來模糊統計與模糊相關性日漸受到重視，應用的範圍非常廣泛，從工程

科技到社會人文科學都可以發現模糊理論研究的蹤跡與成果。本文將以區間模糊

數建構模糊迴歸模式，如此一來對樣本的解釋方式將更貼近現實。並將模型應用

在台灣加權股價指數的波動預測與懸浮微粒 (Suspended Particulate Matter；簡稱
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PM) 濃度的變化，並以本文所定義的距離來衡量模型與樣本的配適性。 

在財務金融等相關文獻中， 「價量關係」 經常被拿出來討論，量是價的先

行指標，亦即「量」與「價」關係的配合好壞，會對股價的上漲或下跌形成重要

的影響，因為成交量代表了有多少的籌碼被交換，而價格所代表的成本則明白揭

示出該批籌碼交換的價位。藉由價量來觀察台灣加權股價指數，不能單以一兩天

的成交量衡量，需要長期的資料作分析。對於長期價量資訊，若以單一數值表示，

將無法詮釋樣本的模糊性。甚至會因為取決的頻率而影響估計值的結果[4]。 

懸浮微粒是指懸浮在空氣中之固、液態微小粒子，粒徑大小從 0.001 至 500

微米 (μm) 都有可能，但大部分在 0.1~10 μm 之間。主要來源分為原發性汙染

物與衍生性汙染物。懸浮微粒為原發性汙染物是由汙染源排放至大氣中，例如：

大自然風吹塵土、工廠或垃圾燃燒、汽機車排放等。衍生性汙染物是大氣中經由

光化學反應產生的二次衍生性氣膠，主要參與作用的有硫化物SOx、氮化物NOx、

揮發性有機物VOCs、氨NH3等。這些懸浮微粒有的本身就是有害物質，有的會吸

附溶解其他有害物，如水霧吸收。當含有害物質的微粒經呼吸作用進入人體後，

便可能造成呼吸系統疾病，或是經循環系統輸送至體內其他器官，造成各種類型

的病變。台灣十大死因中，除了意外事故，其餘九項都與空汙有關[11]。近年來，

許多流行病學研究指出，長期暴露於懸浮微粒濃度高的環境中，會增加罹患呼吸

與心血管疾病的機率，亦可能間接增加死亡的風險[8]。因此懸浮微粒對人體之危

害逐漸受到重視。然而汙染物的濃度，隨時都會發生變化，本研究藉由模糊的概

念，將濃度以區間範圍的形式呈現，以保留樣本的模糊性[8]。 
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2 研究方法 

本章先在 2.1 模糊迴歸模式架構中，以區間模糊數建構模糊迴歸模式。而在

2.2 模糊迴歸參數估計中，採用中心與分展度二維度技術，並藉由最小平方法

(Least Squares Estimation)來進行參數估計。2.3 殘差分析 (Residual Analysis) 中，

結合傳統迴歸殘差分析概念，以距離大小來呈現兩區間的差異程度。並提出區間

數區間距離與平均距離的概念。2.4 在財務金融上的應用中，介紹波動率的特性，

及模糊迴歸在財務金融上的相關文獻。2.5 模糊區間距離與賦距空間，驗證區間

模糊數平均距離具有賦距空間等性質。2.6 其它模糊迴歸方法，介紹其它模糊迴

歸參數估計方法與區間數加法和乘法。  

2.1 模糊迴歸模式架構 

    迴歸分析預測法，具有描述、預測與控制獨立變數和應變數之間因果關係的

功能，透過建立變數之間的迴歸方程，可將迴歸方程作為預測模型。因此，迴歸

分析預測是一種重要的市場預測方法。 

傳統迴歸分析假設觀察值是由實際應變數影響加上隨機誤差而產生的。亦即，

應變數是一種帶有不確定性的隨機變數。不過在很多實務應用上，此假設無法成

立。以匯率為例，統計數字只能表示單一時間點的資訊，不能完全準確地反應時

間區間下匯率變化。如果利用假性的「精確值」，可能誤導模型的建構，也可能

擴大預測結果和實際狀態之間的誤差。本研究中，將以區間模糊數建構模糊迴歸

模式，如此一來對樣本的解釋方式將更貼近現實。 

傳統的統計迴歸模式假設觀測值的不確定性來自於隨機現象，而模糊迴歸則

考慮不確定性來自於多重隸屬現象。當考慮具有模糊性資料時，參數本身具有不
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確定性與模糊性，線性模糊迴歸常表示成： 

 

              𝐘(𝐗𝐢) = 𝐀𝟎 + 𝐀𝟏𝐗𝐢𝟏 + 𝐀𝟐𝐗𝐢𝟐 + ⋯ + 𝐀𝐩𝐗𝐢𝐩            (2.1) 

 

Xi = (Xi1, Xi2, … , Xip)′為獨立變數向量 

向量元素Xim皆為區間模糊數，m = 1,2 … p 

Ak為區間模糊參數，k = 1,2 … p 

Y(Xi)為區間模糊應變數 
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2.2 模糊迴歸參數估計 

 我們考慮應用最小平方法 (Least Squares Estimation) 來進行參數估計，由於

Y(Xi) , Xim , AK 為區間模糊數，因此採用中心點半徑二維度之技術，將Y(Xi) , 

 Xim , AK 化為中心半徑形式，表示如下： 

 

      𝐘(𝐗𝐢) = [𝐘𝐂(𝐗𝐢) − 𝐘𝐒(𝐗𝐢), 𝐘𝐂(𝐗𝐢) + 𝐘𝐒(𝐗𝐢)] =  < 𝐘𝐂(𝐗𝐢), 𝐘𝐒(𝐗𝐢) >   (2.2) 

 

               𝐗𝐢𝐦 = [𝐂𝐢𝐦−𝐒𝐢𝐦, 𝐂𝐢𝐦 + 𝐒𝐢𝐦] = < 𝐂𝐢𝐦, 𝐒𝐢𝐦 >            (2.3) 

 

               𝐀𝐤 = [𝐂𝐀𝐤
− 𝐒𝐀𝐤

, 𝐂𝐀𝐤
+ 𝐒𝐀𝐤

] = < 𝐂𝐀𝐤
, 𝐒𝐀𝐤

>            (2.4) 

 

並將方程式(2.1)，改寫如下： 

 

𝐘(𝐗𝐢) =  𝐀𝟎 + 𝐀𝟏𝐗𝐢𝟏 + 𝐀𝟐𝐗𝐢𝟐 + ⋯ + 𝐀𝐩𝐗𝐢𝐩 

= < 𝐂𝐀𝟎
, 𝐒𝐀𝟎

> +< 𝐂𝐀𝟏
, 𝐒𝐀𝟏

>< 𝐂𝐢𝟏, 𝐒𝐢𝟏 > +< 𝐂𝐀𝟐
, 𝐒𝐀𝟐

>< 𝐂𝐢𝟐, 𝐒𝐢𝟐 > + ⋯ 

+< 𝐂𝐀𝐩
, 𝐒𝐀𝐩

>< 𝐂𝐢𝐩, 𝐒𝐢𝐩 > = < 𝐘𝐂(𝐗𝐢), 𝐘𝐒(𝐗𝐢) >                 (2.5) 

 

 並藉由二維度技術，將模糊迴歸模式(2.2)改寫成中心迴歸模式與分展度迴歸

模式如下： 

 

中心迴歸模式 

𝐘𝐂(𝐗𝐢)＝𝐂𝐀𝟎
+ 𝐂𝐀𝟏

𝐂𝐢𝟏 + 𝐂𝐀𝟐
𝐂𝐢𝟐 + ⋯ + 𝐂𝐀𝐩

𝐂𝐢𝐩    (2.6) 
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半徑迴歸模式 

𝐘𝐒(𝐗𝐢)＝𝐒𝐀𝟎
+ 𝐒𝐀𝟏

𝐒𝐢𝟏 + 𝐒𝐀𝟐
𝐒𝐢𝟐 + ⋯ + 𝐒𝐀𝐩

𝐒𝐢𝐩    (2.7) 

 

 藉由中心迴歸模式(2.6)與半徑迴歸模式(2.7)分別預測出模糊應變數 Y(Xi) 

的應變數中心 YC(Xi) 與應變數半徑 YS(Xi)。 

 下一節中，我們將提出以距離衡量估計值與實際值之間的誤差程度，並定義

嚴謹的區間數距離測度，以定義的區間數距離測度來衡量樣本與模型的配適性。 
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2.3 殘差分析 

傳統實數值線性迴歸分析之假設 (Assumptions) 如下： 

1.應變數 (Response Variable) 是常態分佈 (Normal Distribution) ，且來自隨機取

樣(Random Sampling) 

2.獨立變數 (Independent Variable) 是固定的常數或實驗數據，且其量測沒有誤差 

3.任意兩獨立變數是獨立事件 (Independent Event) 

4.應變數之誤差值 (Error) 在母群體是常態分佈，變異數是一個常數，且平均值

是 0 

傳統統計中，殘差是指觀察值與預測值之間的差距，其定義如下式： 

 

𝐞 = 𝐘𝐢 − 𝐘𝐢̂        (2.8) 

 

在區間模糊迴歸模式下，觀察值與預測值皆為區間數。為保有傳統統計精神，

我們以距離大小來呈現兩個區間之間的差異程度，其定義如下： 

 

定義 2.1 區間模糊數區間距離 

 假設Ã = [A1, A2]  , B̃ = [B1, B2]為兩區間模糊數，則我們定區間模糊數區間

距離 d 如下： 

d(Ã, B̃) ＝ < LAB, MAB; CAB >         (2.9) 

其中LAB = max {A1 − B2, B1 − A2, 0}為兩區間最小距離 

MAB = max {A2 − B1, B2 − A1}為兩區間最大距離 

CAB = −min {max[A1 − B2, B1 − A2, B1 − B2, A1 − A2] , 0}為兩區間重疊距離 
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 由定義 2.1 區間模糊數區間距離，兩區間的距離並非單一實數值，而是最小

距離與最大距離的區間數。類似的概念，就好比是各行星與太陽之間的距離，隨

著時間週期變化。離太陽最近時，稱為近日點；離太陽最遠時，稱為遠日點。西

元 1596 年，天文學家克卜勒曾寫過一本書＜世界的和諧＞，書中敘述天球音階

的和諧，以及天體變化與人體的關係。書中有一頁紀載克卜勒第三定律的內容－

行星平均軌道半徑的三次方與其公轉週期的平方比值是固定的。藉由平均軌道半

徑的概念，我們可將區間距離（區間數）轉換成平均距離（實數）。 

 

定義 2.2 區間模糊數平均距離 

 假設Ã = [A1, A2]  , B̃ = [B1, B2]為兩區間模糊數，則我們定區間模糊數平均

距離 D 如下： 

D(Ã, B̃) ＝ f。d(Ã, B̃) = f( < LAB, MAB; CAB > ) =
LAB+MAB−CAB

2
 (2.10) 

其中D為f、d的合成函數 

f：IR → [0, ∞) , d：IR × IR → IR , D：IR × IR → [0, ∞) 

IR 表示實數區間數集合 

LAB = max {A1 − B2, B1 − A2, 0}為兩區間最小距離 

MAB = max {A2 − B1, B2 − A1}為兩區間最大距離 

CAB = −min {max[A1 − B2, B1 − A2, B1 − B2, A1 − A2] , 0}為兩區間重疊距離 

 

例 1 假設𝐀̃ = [𝟒, 𝟏𝟎] , 𝐁̃ = [𝟏𝟔, 𝟐𝟎]為兩區間模糊數，則區間距離、平均距離為 

LAB = max{4 − 20,16 − 10,0} = 6 

MAB = max{10 − 16,20 − 4} = 16 
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CAB = − min{max[4 − 20,16 − 10,16 − 20,4 − 10] , 0} = 0 

D(Ã, B̃)＝ f。d(Ã, B̃) =
6 + 16 − 0

2
= 11 

區間距離 d(Ã, B̃) = < 6,16; 0 >  平均距離 D(Ã, B̃) = 11 

 

例 2：𝐀̃ = [𝟑, 𝟏𝟎] , 𝐁̃ = [𝟓, 𝟐𝟎]為兩區間模糊數，則區間距離、平均距離為 

LAB = max{3 − 20,5 − 10,0} = 0 

MAB = max{10 − 5,20 − 3} = 17 

CAB = − min{max[3 − 20,5 − 10,5 − 20,3 − 10] , 0} = 5 

D(Ã, B̃)＝f。d(Ã, B̃) =
0 + 17 − 5

2
= 6 

區間距離d(Ã, B̃) = < 0,17; 5 >  平均距離D(Ã, B̃) = 6 

 

由以上距離的定義，若估計區間與實際區間的平均距離 D(Yi, Yî) 越大，表

示估計出來的模糊應變數 Yi  ̂ 與原本樣本 Yi 差距越大。在符合傳統統計迴歸精

神下，當距離越小就是差異最小的估計，最能符合所抽取的樣本，也是最佳估計。 
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2.4 在財務金融上的應用  

在金融領域中，波動率 (Volatility) 常被用來量化資產的風險程度。估計波

動率的模型，大約分為三種。最簡單的模型是由該標的過去的指數或價格等歷史

訊息，所計算得到的數據，稱歷史波動率 (Historical Volatility)，這是屬於無條件

的波動率；ARCH 及其延伸模型 (GARCH、EGARCH、IGARCH、GARCH-M 等) 

則是可以捕捉報酬叢聚性的特徵，屬於條件波動率；而隱含波動率  (Implied 

Volatility) 是將選擇權市價代入理論評價模型中，所計算出來的波動率。 

隱含波動率所代表的是投資人對標的物未來不確定性的意見和看法，且反應

了其它不在定價公式中的因子。例如流動性、買賣價差、錯誤資料、稅負、交易

成本等。因此，一般認為相較於其它波動率模型而言，隱含波動率隱含著較多的

訊息，所以對於預測未來的真實波動率 (Realized Volatility) 而言，隱含波動率是

個預測市場波動較好的代理變數 (Proxy)。然而，Huang (2002) 綜合一些研究指

出隱含波動率有一些衡量的偏誤。因不同模型各有其優缺點，所以模型的爭論一

直都存在，也各有學者支持。 

隨著模糊統計與模糊相關性日漸受到重視，近年來也有許多以模糊迴歸預測

價格市場的研究，如：Reza Ghodsi, Mohammadsaleh Zakerinia, Mahdi Joka (2010) 

等由差分整合移動平均自迴歸模型 (ARIMA)、人工神經網絡 (ANN)、模糊迴歸 

(FR) 三種方法預測電力市場價值。研究中，FR 與 ANN 預測結果較佳[30]；

Ghodratollah Emamverdi, Ebrahim Siami Araghi, Fatemeh Fahimifar (2013) 結合

ARIMA 和 FR 兩種方法預測股票市場價值[32]。 

 

 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

12 
 

2.5 模糊區間距離與賦距空間 

賦距空間是指一集合上可定義距離的概念。距離是指集合上定義一函數，集

合中任兩元素可依此賦予一函數值，且此函數滿足某些性質，更具體地說：設 X

為一集合，若存在一非負函數 d 

d: X × X → [0, ∞) 

滿足 

(a) d(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ X 

(b) d(x, y) = 0 ⇔ x = y 

(c) d(x, y) = d(y, x) 

(d) 三角不等式：d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)  ∀x, y, z ∈ X 

我們稱(X, d)為一賦距空間 (Metric Space)，d 為 X 上的一個度規 (Metric)。 

 

本章節中，我們將証明若以模糊區間距離測度D定義距離，則區間模糊數可

視為一賦距空間。 

 

設Ã, B̃, C̃ ∈ IR為三個區間模糊數。Ã = [A1, A2] , B̃ = [B1, B2] , C̃ = [C1, C2] 

D: IR × IR → [0, ∞)為區間數集合 IR 上的一個測度。 

D(Ã, B̃)＝f。d(Ã, B̃) =
LAB + MAB − CAB

2
 

其中d: IR × IR → IR定義如下： 

d(Ã, B̃) = < LAB, MAB, CAB > 

其中f: IR → R定義如下： 
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f( < LAB, MAB, CAB > ) =
LAB + MAB − CAB

2
 

LAB, MAB, CAB定義如下： 

MAB = max{A2 − B1, B2 − A1} 

LAB = max{A1 − B2, B1 − A2, 0} 

CAB = −min {max[A1 − B2, B1 − A2, B1 − B2, A1 − A2] , 0} 

Lemma 1.  𝐃(𝐀̃, 𝐁̃) ≥ 𝟎 ∀𝐀̃, 𝐁̃ ∈ 𝐈𝐑 

<pf> Case 1 : Suppose that Ã ∩ B̃ = ∅. 

This implies that LAB ≥ 0, MAB ≥ 0 and CAB = 0. 

Therefore, 
LAB+MAB−CAB

2
≥ 0. 

Case 2 : Suppose that Ã ∩ B̃ ≠ ∅. 

This implies that LAB = 0  and  MAB ≥ 0 ∧  MAB ≥ CAB. 

Therefore, 
LAB+MAB−CAB

2
≥ 0. 

 

Lemma 2.  𝐃(𝐀̃, 𝐁̃) = 𝟎 ⇔ 𝐀̃ = 𝐁̃ 

<pf> (⇐)Suppose that 𝐀̃ = 𝐁̃. 

This implies that  

LAB = 0 , MAB = A2 − A1 = B2 − B1  and CAB = A2 − A1 = B2 − B1 . 

Thus, D(Ã, B̃) =
LAB+MAB−CAB

2
= 0. 

 (⇒)Suppose that 𝐃(𝐀̃, 𝐁̃) = 𝟎 

This implies that  

LAB = 0 ,  MAB = A2 − A1 = B2 − B1  and  CAB = A2 − A1 = B2 −

B1 
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Thus, Ã = B̃. 

Lemma 3.  𝐃(𝐀̃, 𝐁̃) = 𝐃(𝐁̃, 𝐀̃) 

<pf> Since d(Ã, B̃) = < LAB, MAB, CAB > = d(B̃, Ã), 

we have D(Ã, B̃) =
LAB+MAB−CAB

2
= D(B̃, Ã). (by definition) 

 

Lemma 4.  Triangle inequality：𝐃(𝐀̃, 𝐂̃) ≤ 𝐃(𝐀̃, 𝐁̃) + 𝐃(𝐁̃, 𝐂̃)  ∀𝐀̃, 𝐁̃, 𝐂̃ ∈ 𝐈𝐑 

 (See Appendix) 

 

Theorem 1.  IR can be recognized as a metric space with metric D.      

<pf> From our discussion in Lemma 1~ Lemma 4, the result follows directly. 
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2.6 其它模糊迴歸方法  

估計模糊迴歸參數的方法大略可分為兩種，一種是線性規劃，一種是最小平

方法。線性規劃，主要是尋求一組能將實數值樣本或模糊數樣本全包括的區間，

再用三角形隸屬函數套用在此區間上。最小平方法，除了二維度技術（中心、半

徑）外，Wu 與 Tseng (2002) 提出改善模糊迴歸模式之最小平方法，其模式主要

觀念是利用最小平方法將所有樣本的左端點及右端點各自配置一條迴歸線，然後

再將其左右迴歸線統合成一條迴歸線[12]。陳孝煒、吳柏林 (2007) 所撰寫的區

間迴歸與模糊樣本分析，文中提出中心與半徑迴歸帶入模糊參數，並藉由區間模

糊數乘法與區間數加法定義，計算出模糊區間應變數[2]。 

區間模糊數乘法與加法定義如下： 

 

定義 2.3 區間模糊數乘法 1 

 假設Ã = < C1, S1 >  , B̃ = < C2, S2 >為兩區間模糊數，則我們定義區間模

糊數乘法 1 如下： 

Ã × B̃ = < C1, S1 >×< C2, S2 > = < C1 × C2, min {S1, S2} >  (2.11) 

（見 陳孝煒、吳柏林（2007），區間迴歸與模糊樣本分析）[2] 

 

定義 2.4 區間模糊數乘法 2 

 假設Ã = < C1, S1 >  , B̃ = < C2, S2 >為兩區間模糊數，則我們定義區間模

糊數乘法 2 如下： 

Ã × B̃ = < C1, S1 >×< C2, S2 > = < C1 × C2, max {S1, S2} >  (2.12) 

（見 陳孝煒、吳柏林（2007），區間迴歸與模糊樣本分析）[2] 
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定義 2.5 區間模糊數乘法 3 

 假設Ã = [A1, A2]  , B̃ = [B1, B2]為兩區間模糊數，則我們定義區間模糊數乘

法 3 如下： 

Ã × B̃ = [A1, A2] × [B1, B2] 

= [min{A1B1, A2B1, A1B2, A2B2} , max {A1B1, A2B1, A1B2, A2B2}] (2.13) 

（見 吳柏林（2015），模糊統計導論－方法與應用，五南出版社）[1] 

 

定義 2.6 區間模糊數加法 

 假設Ã = [A1, A2]  , B̃ = [B1, B2]為兩區間模糊數，則我們定義區間模糊數加

法如下： 

Ã + B̃ = [A1, A2] + [B1, B2] = [A1 + B1, A2 + B2]  (2.14) 

 

陳孝煒、吳柏林（2007）所撰寫的區間迴歸與模糊樣本分析，文中藉由 2.3 

~ 2.5 三種不同的乘法定義，得到不同的區間模糊數相乘結果。我們在估計

 YC(Xi) , YS(Xi) 過程中，會將此三種定義分別使用在估計上，預期得到三種估

計值𝐘(𝐗𝐢)2.2
̂  , 𝐘(𝐗𝐢)2.3

̂  , 𝐘(𝐗𝐢)2.4
̂ ，再分別用之與原本的 𝐘(𝐗𝐢) 計算其距離，從

中獲得較優的估計解釋。 

 

例 我們以 81~95 年度歲入歲出淨額為例，探討收入與支出間的關聯性，建構迴

歸模式如下： 

Y支出 = A0 + A1X收入     (2.15) 

 其中 Y支出為年支出 

   X收入為年收入 
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並估計模糊迴歸參數A0、A1。首先，我們以二維度技術建立中心與半徑迴歸模式

如下： 

中心迴歸模式： 

C支出 = −13.50 + 1.269C收入    (2.16) 

 半徑迴歸模式： 

S支出 = −1.613 + 1.23S收入     (2.17) 

 

 將迴歸參數代入模糊迴歸模式(2.15)式，改寫如下： 

Y支出 =< −13.5, −1.613 > + < 1.269, 1.23 > X收入 

= [ −15.11, −11.89 ] + [ 0.04, 2.50 ] X收入  

 (2.18) 

 

接著分別使用乘法定義 2.3~2.5 求得三種估計值，並計算估計值與實際值的區間

距離與平均距離： 

(1) 乘法定義 2.3 之估計值與實際值距離加總 

區間距離為：< 5.07, 245.64; 55.49 > 

平均距離為：97.61 

(2) 乘法定義 2.4 之估計值與實際值距離加總 

區間距離為：< 0, 345.19; 162.62 > 

平均距離為：91.29 

(3) 乘法定義 2.5 之估計值與實際值距離加總 

區間距離為：< 0, 2220.87; 234 > 

平均距離為：993.44 
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由上述結果可知，定義 2.4 之估計值與實際值區間平均距離加總最小，因此

樣本的最佳區間相乘定義為乘法定義 2.4 

模糊迴歸模型為 

Y支出 = [−15.11, −11.89] + [0.04,2.50]X收入 

表 1. 81~95 年度歲入歲出淨額    (單位:百億元)    15n  

年 Y(年支出) Y(中心,半徑) X(年收入) X(中心,半徑) 

81 [42,48] <45,3> [40,46] <43,3> 

82 [48,50] <49,1> [45,53] <49,4> 

83 [49,55] <52,3> [46,54] <50,4> 

84 [50,62] <56,6> [51,59] <55,4> 

85 [54,64] <59,5> [56,64] <60,4> 

86 [62,72] <66,6> [58,76] <67,9> 

87 [78,110] <94,16> [68,92] <80,12> 

88 [73,109] <91,18> [79,109] <94,15> 

89 [118,128] <120,8> [92,104] <98,6> 

90 [116,136] <126,10> [111,125] <118,7> 

91 [130,172] <151,21> [105,141] <123,18> 

92 [159,179] <169,10> [126,150] <138,12> 

93 [175,191] <183,8> [144,160] <152,8> 

94 [181,185] <183,2> [148,160] <154,6> 

95 [183,191] <187,4> [158,170] <164,6> 
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3 實證 

3.1 懸浮微粒𝐏𝐌𝟏𝟎濃度預測 

近年來，中國大陸霾害因地球暖化關係，有越來越嚴重情況，霾害不只對大

陸產生影響，台灣也深受其害；台灣因為冬天吹東北季風，所以每年入冬之後，

來自蒙古與中國北方的亞洲沙塵暴經過中國沿海工業區，使得存在自然環境中的

大小顆粒與工業汙染物也跟著吹過來，導致空氣品質受到影響，整個台灣上空都

是灰濛濛的一片[5]。許多學者也紛紛探討懸浮微粒對於健康的危害，以及對於懸

浮微粒PM10濃度的預測。Ul-Saufie A.Z & Yahya A.S & Ramli N.A (2010) 等人，藉

由氣象因子（濕度、溫度、風速）和化學因子 ( CO, NO2, SO2, PM10) 建立 PCR 

模型，預測PM10濃度[31]。溫志忠、蔡立宏、楊尚威 (2009) 利用統計分析發現

CO, NO2, SO2, PM10彼此間具高相關性，與能見度則呈現負相關性[6]。Branis and 

Vetvicka (2010) ; Barmpadimos et al. (2011)，文中指出溫度和濕度對於PM10皆呈現

負相關。風速（風向）扮演著運輸與稀釋PM10的角色；同時也扮演著土壤風塵的

製造者。蔡春進等 (1999) 指出揚塵所需之風速起始值約為 5m/s，當超過 6m/s 

之後揚塵量與風速呈現正相關，但是當風速超過某一上限，則呈負相關[7]。 

本研究文中探討的氣象因子為溫度、濕度、風速；化學因子為CO, NO2, SO2, 

PM10, O3。我們蒐集士林地區 104 年 10 月~105 年 4 月的因子變化資料，建構模

糊迴歸架構，其架構如下： 

 

𝐘𝐏𝐌𝟏𝟎,𝐭 = 𝐀𝟎 + 𝐀𝟏𝐗𝐏𝐌𝟏𝟎,𝐭−𝟏 + 𝐀𝟐𝐗濕度,𝐭−𝟏 + 𝐀𝟑𝐗溫度,𝐭−𝟏 + 𝐀𝟒𝐗𝐍𝐎𝐱,𝐭−𝟏 +

𝐀𝟓𝐗𝐒𝐎𝟐,𝐭−𝟏 + 𝐀𝟔𝐗𝐂𝐎,𝐭−𝟏 + 𝐀𝟕𝐗𝐎𝟑,𝐭−𝟏 + 𝐀𝟖𝐗風速,𝐭−𝟏     (3.1) 
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YPM10,t為今日 24 小時PM10濃度的變化，以區間模糊數表示 

XPM10,t−1為昨日 24 小時PM10濃度的變化，以區間模糊數表示 

X濕度,t−1為昨日 24 小時濕度的變化，以區間模糊數表示 

X溫度,t−1為昨日 24 小時溫度的變化，以區間模糊數表示 

XNOx,t−1為昨日 24 小時NO2濃度的變化，以區間模糊數表示 

XSO2,t−1為昨日 24 小時SO2濃度的變化，以區間模糊數表示 

XCO,t−1為昨日 24 小時CO濃度的變化，以區間模糊數表示 

XO3,t−1為昨日 24 小時O3濃度的變化，以區間模糊數表示 

X風速,t−1為昨日 24 小時風速的變化，以區間模糊數表示 

 

採用二維模糊迴歸方法，估算出中心迴歸模式與半徑迴歸模式如下： 

（１）中心迴歸模式： 

𝐘𝐏𝐌𝟏𝟎,𝐭,𝐂 = 𝟒𝟔. 𝟗 + 𝟎. 𝟐𝟐𝐂𝐏𝐌𝟏𝟎,𝐭−𝟏 − 𝟎. 𝟐𝟖𝐂濕度,𝐭−𝟏 − 𝟎. 𝟐𝟏𝐂溫度,𝐭−𝟏 − 𝟎. 𝟒𝟑 

𝐂𝐍𝐎𝐱,𝐭−𝟏 + 𝟎. 𝟏𝟒𝐂𝐒𝐎𝟐,𝐭−𝟏 + 𝟑𝟒. 𝟒𝐂𝐂𝐎,𝐭−𝟏 + 𝟎. 𝟐𝟕𝐂𝐎𝟑,𝐭−𝟏 − 𝟒. 𝟕𝟗𝐂風速,𝐭−𝟏 (3.2) 

（２）半徑迴歸模式： 

𝐘𝐏𝐌𝟏𝟎,𝐭,𝐒 = 𝟏𝟏. 𝟑𝟐 + 𝟎. 𝟏𝟐𝐒𝐏𝐌𝟏𝟎,𝐭−𝟏 + 𝟎. 𝟒𝟏𝐒濕度,𝐭−𝟏 − 𝟎. 𝟗𝟕𝐒溫度,𝐭−𝟏 − 𝟎. 𝟐𝟖 

𝐒𝐍𝐎𝐱,𝐭−𝟏 + 𝟎. 𝟓𝟓𝐒𝐒𝐎𝟐,𝐭−𝟏 + 𝟐𝟒. 𝟗𝐒𝐂𝐎,𝐭−𝟏 + 𝟎. 𝟐𝟕𝐒𝐎𝟑,𝐭−𝟏 − 𝟎. 𝟕𝟔𝐒風速,𝐭−𝟏 (3.3) 

藉由中心迴歸模式與半徑迴歸模式，我們針對 105 年 1 月份PM10的濃度進

行估計，其結果如下： 
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圖 3.1 二維度技術之估計值 vs. 樣本值（105 年 1 月） 

圖 3.1 中，紅色曲線範圍為模糊迴歸模式下，PM10估計濃度區間，藍色曲線

為PM10實際樣本濃度區間。 

藉由定義 2.1（區間模糊數區間距離）和定義 2.2（區間模糊數平均距離），

計算出 31 天估計值與樣本值的區間差距如下： 

∑ D(Yi, Yî)

31

i=1

＝∑ f(< LYiYî
, MYiYî

; CYiYî
>) =

31

i=1

f(< 0,1671.69; 863.64 >) 

= 404.03            (3.4) 

由結果顯示，估計值與實際值 31 天距離加總，最近距離總和為 0；最遠距

離總和為 1671.69；重疊距離總和為 863.64；平均距離總和為 404.03。 

接著我們將比較 2.6 節（其它模糊迴歸方法），陳孝煒、吳柏林（2007），區

間迴歸與模糊樣本分析中，所採用的方法。 

首先，將中心迴歸參數與半徑迴歸參數代入PM10模糊迴歸架構(3.1)中，並改

寫如下： 

（１） 中心與半徑迴歸模式： 

𝐘𝐏𝐌𝟏𝟎,𝐭 = < 𝟒𝟔. 𝟗, 𝟏𝟏. 𝟑𝟐 > + < 𝟎. 𝟐𝟐, 𝟎. 𝟏𝟐 > 𝐗𝐏𝐌𝟏𝟎,𝐭−𝟏+ < −𝟎. 𝟐𝟖, 𝟎. 𝟒𝟏 >

𝐗濕度,𝐭−𝟏+ < −𝟎. 𝟐𝟏, −𝟎. 𝟗𝟕 > 𝐗溫度,𝐭−𝟏+ < −𝟎. 𝟒𝟑, −𝟎. 𝟐𝟖 > 𝐗𝐍𝐎𝐱,𝐭−𝟏+ <
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𝟎. 𝟏𝟒, 𝟎. 𝟓𝟓 > 𝐗𝐒𝐎𝟐,𝐭−𝟏+ < 𝟑𝟒. 𝟒, 𝟐𝟒. 𝟗 > 𝐗𝐂𝐎,𝐭−𝟏 + < 𝟎. 𝟐𝟕, 𝟎. 𝟐𝟕 >

𝐗𝐎𝟑,𝐭−𝟏 +< −𝟒. 𝟕𝟗, −𝟎. 𝟕𝟔 > 𝐗風速,𝐭−𝟏        

 (3.5) 

（２）區間迴歸模式： 

𝐘𝐏𝐌𝟏𝟎,𝐭 = [𝟑𝟓. 𝟓𝟖, 𝟓𝟖. 𝟐𝟐] + [𝟎. 𝟏, 𝟎. 𝟑𝟒]𝐗𝐏𝐌𝟏𝟎,𝐭−𝟏 + [−𝟎. 𝟔𝟗, 𝟎. 𝟏𝟑]𝐗濕度,𝐭−𝟏 +

[−𝟏. 𝟏𝟖, 𝟎. 𝟕𝟕]𝐗溫度,𝐭−𝟏 + [−𝟎. 𝟕𝟏, −𝟎. 𝟏𝟒]𝐗𝐍𝐎𝐱,𝐭−𝟏 + [−𝟎. 𝟒𝟏, 𝟎. 𝟔𝟗]𝐗𝐒𝐎𝟐,𝐭−𝟏 +

[𝟗. 𝟓, 𝟓𝟗. 𝟑]𝐗𝐂𝐎,𝐭−𝟏 + [−𝟎. 𝟎𝟎𝟐, 𝟎. 𝟓𝟒]𝐗𝐎𝟑,𝐭−𝟏 + [−𝟓. 𝟓𝟓, −𝟒. 𝟎𝟑]𝐗風速,𝐭−𝟏 (3.6) 

藉由區間數乘法定義 2.3 至 2.5 求得三種估計值𝐘(𝐗𝐢)2.3
̂ 、𝐘(𝐗𝐢)2.4

̂ 、𝐘(𝐗𝐢)2.5
̂ ，

其結果如下： 

 

圖 3.2 乘法定義 2.3 之估計值 vs. 樣本值（105 年 1 月） 

 

圖 3.3 乘法定義 2.4 之估計值 vs. 樣本值（105 年 1 月） 
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圖 3.4 乘法定義 2.5 之估計值 vs. 樣本值（105 年 1 月） 

以下計算 31 天，估計值與實際值的總區間距離與總平均距離： 

(1) 乘法定義 2.3 之估計值與實際值距離加總 

∑ D(Yi, Yî)

31

i=1

= f(< 0.211,1480.33; 634.44 >) = 423.05 

區間距離為：< 0.211,1480.33; 634.44 > 

平均距離為：423.05 

(2) 乘法定義 2.4 之估計值與實際值距離加總 

∑ D(Yi, Yî)

31

i=1

= f(< 0,4494.46; 1253 >) = 1620.73 

區間距離為：< 0,4494.46; 1253 > 

平均距離為：1620.73 

(3) 乘法定義 2.5 之估計值與實際值距離加總 

∑ D(Yi, Yî)

31

i=1

= f(< 0,5452.56; 1253 >) = 2099.78 

區間距離為：< 0,5452.56; 1253 > 
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平均距離為：2099.78 

由上述結果可知，定義 2.3 之估計值與實際值區間平均距離加總最小，因此，

樣本的最佳區間相乘定義為乘法定義 2.3。 

 由圖 3.3、圖 3.4 的結果中，可以明顯地觀察出區間乘法定義 2.4 與 2.5 所估

計出來的𝐘(𝐗𝐢)2.4、𝐘(𝐗𝐢)2.5與實際樣本值差異非常大。（陳孝煒、吳柏林（2007），

區間迴歸與模糊樣本分析中表示）關於模糊參數的運算定義方式，可以依據不同

領域的問題；不同的樣本特性、群性，來做更貼近母體的定義，不是狹義的只能

採用幾個特別定義，只要能夠符合樣本特性，選取適當乘法定義的最終目的是讓

迴歸估計誤差最小。因此，圖 3.3、圖 3.4 的結果可能是因為區間數乘法與區間

數加法定義與此樣本特性的配適程度所造成的。 

 雖然，乘法定義 2.3 為此樣本最佳的區間乘法定義，但由圖 3.2 中，我們可

以觀察出，估計值區間的半徑有過於保守的趨勢（半徑偏小），這也造成估計區

間與實際區間的重疊距離，相較其它結果來的小，且在 1 月 20 日的估計區間完

全沒有覆蓋住實際區間。 

 二維度技術與乘法定義 2.3，在區間距離的結果中，二維度技術估計值與實

際值在 31 筆資料中，皆與實際值資料有交集，因此最近距離總和為零。雖然，

最遠距離總和的結果中，二維度技術的誤差相較於乘法定義 2.3 大。但若以覆蓋

程度（重疊距離）的結果比較，二維度技術比起乘法定義 2.3 佳。 

 藉由區間數平均距離定義 2.2，同時考量三者因素（最近距離、重疊距離、

重疊距離），二維度技術在整體的表現中，較貼近樣本（平均距離最小）。 
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3.2 台灣加權股價指數價量分析 

探討報酬波動的行為一直是經濟學家和計量經濟學家們非常感興趣的研究。

本研究欲從模糊理論的觀點切入，並以區間迴歸分析架構，藉由價量分析預測價

的波動區間。本研究蒐集 2015 年 6 月 1 日~ 2016 年 4 月 30 日台灣證券交易所

發佈的台灣加權股價指數價量資料，指數的價為自迴歸行為的變數，前一期的價

與一周的交易量為獨立變數，資料採取最大值與最小值的區間資料作為我們的模

糊樣本。 

考慮區間迴歸模型如下： 

𝐘價,𝐭 = 𝐀𝟎 + 𝐀𝟏𝐗量 + 𝐀𝟐𝐗價,𝐭−𝟏     (3.7) 

 Y價,t為今日價格變化，以區間模糊數表示 

X量為交易量(前五天交易日)變化，以區間模糊數表示 

X價,t−1為昨日價格變化，以區間模糊數表示 

 

採用二維模糊迴歸方法，估算出中心迴歸模式與半徑迴歸模式如下： 

（１）中心迴歸模式： 

𝐘價,𝐭,𝐂 = 𝟐𝟎𝟓 + 𝟎. 𝟗𝟕𝐂價,𝐭−𝟏 + 𝟎. 𝟏𝟒𝐂量   (3.8) 

（２）半徑迴歸模式： 

𝐘價,𝐭,𝐒 = 𝟑𝟒. 𝟏𝟏 + 𝟎. 𝟐𝟕𝐒價,𝐭−𝟏 + 𝟎. 𝟎𝟒𝐒量   (3.9) 

藉由中心迴歸模式與半徑迴歸模式，我們針對 105 年 5 月 3 日~5 月 20 日的

台灣加權股價指數價格資料進行估計，其結果如下： 
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圖 3.5 二維度技術之估計值 vs. 樣本值（5/3~5/20） 

圖 3.5 中，藍色曲線範圍為模糊迴歸模式下，台灣加權股價指數價格估計區

間，紅色曲線為實際樣本價格區間。 

藉由定義 2.1（區間模糊數區間距離）和定義 2.2（區間模糊數平均距離），

計算出 14 天估計值與樣本值的區間差距如下： 

∑ 𝐷(𝑌𝑖, 𝑌𝑖̂)

14

𝑖=1

＝∑ 𝑓(< 𝐿𝑌𝑖𝑌𝑖̂
, 𝑀𝑌𝑖𝑌𝑖̂

; 𝐶𝑌𝑖𝑌𝑖̂
>) =

14

𝑖=1

𝑓(< 0,1768.51; 823.02 >) 

= 472.75            (3.10) 

由結果顯示，估計值與實際值 14 天距離加總，最近距離總和為 0；最遠距

離總和為 1768.51；重疊距離總和為 823.02；平均距離總和為 472.75。 

接著我們將比較 2.6 節（其它模糊迴歸方法），陳孝煒、吳柏林（2007），區

間迴歸與模糊樣本分析中，所採用的方法。 

首先，將中心迴歸參數與半徑迴歸參數代入台灣加權股價指數模糊迴歸架構

(3.7)中，並改寫如下： 

（１） 中心與半徑迴歸模式： 

𝒀價,𝐭 = < 𝟐𝟎𝟓, 𝟑𝟒. 𝟏𝟏 > + < 𝟎. 𝟗𝟕, 𝟎. 𝟐𝟕 > 𝐗價,𝐭−𝟏+ < 𝟎. 𝟏𝟒, 𝟎. 𝟎𝟒 > 𝐗量

 (3.11) 
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（２）區間迴歸模式： 

𝐘𝐏𝐌𝟏𝟎,𝐭 = [𝟏𝟕𝟎. 𝟖𝟗, 𝟐𝟑𝟗. 𝟏𝟏] + [𝟎. 𝟕, 𝟏. 𝟐𝟒]𝐗價,𝐭−𝟏 + [𝟎. 𝟏, 𝟎. 𝟏𝟖]𝐗量 (3.12) 

藉由區間數乘法定義 2.3~2.5 求得三種估計值𝐘(𝐗𝐢)2.2
̂ 、𝐘(𝐗𝐢)2.3

̂ 、𝐘(𝐗𝐢)2.4
̂ ，

其結果如下： 

 

圖 3.6 乘法定義 2.3 之估計值 vs. 樣本值（5/3~5/20） 

 

圖 3.7 乘法定義 2.4 之估計值 vs. 樣本值（5/3~5/20） 
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圖 3.8 乘法定義 2.5 之估計值 vs. 樣本值（5/3~5/20） 

以下計算 14 天，估計值與實際值的總區間距離與總平均距離： 

(1) 乘法定義 2.3 之估計值與實際值距離加總 

∑ D(Yi, Yî)

14

i=1

= f(< 0,1582.79; 629.41 >) = 476.69 

區間距離為：< 0,1582.79; 629.41 > 

平均距離為：476.69 

(2) 乘法定義 2.4 之估計值與實際值距離加總 

∑ D(Yi, Yî)

14

i=1

= f(< 0,2693.88; 1179.95 >) = 756.97 

區間距離為：< 0,2693.88; 1179.95 > 

平均距離為：756.97 

(3) 乘法定義 2.5 之估計值與實際值距離加總 

∑ D(Yi, Yî)

14

i=1

= f(< 0,33634.08; 1260.3 >) = 16186.89 

區間距離為：< 0,33634.08; 1260.3 > 

平均距離為：16186.89 
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由上述結果可知，定義 2.3 估計值與實際值區間平均距離加總最小，因此樣

本的最佳區間相乘定義為乘法定義 2.3。 

 圖 3.7、圖 3.8 的結果中，明顯的觀察出區間乘法定義 2.4 與 2.5 所估計出來

的𝐘(𝐗𝐢)2.4、𝐘(𝐗𝐢)2.5與實際樣本值差異非常大。結果與 3.1 節懸浮微粒PM10濃度

預測的結果相似，因此乘法定義 2.4 與 2.5 與此樣本的配適度不佳。 

 由圖 3.6 與圖 3.7，我們可看出乘法定義 2.3 與 2.4 兩著之間的差異，對於區

間半徑的預測。乘法定義 2.4 預測過大，也造成較大的誤差，與乘法定義 2.3 相

反。 

 比較二維度技術與乘法定義 2.3 的結果，兩者與 14 筆實際值資料皆有交集，

最小距離總和皆為零。雖然，最遠距離總和的結果中，二維度技術的誤差相較於

乘法定義 2.3 來的差。但以覆蓋率（重疊距離）的結果，乘法定義 2.3 較不佳。 

藉由區間數平均距離定義 2.2，同時考量三者因素（最近距離、重疊距離、

重疊距離），二維度技術在整體的表現中，較貼近樣本（平均距離最小）。 
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4 結論 

傳統迴歸和模糊迴歸建立在不同的理論基礎上。傳統迴歸是以機率為基礎；

而模糊迴歸則是以隸屬度為基礎。傳統迴歸應變數的估計值與觀測值之間的差異

為應變數的隨機性；而模糊迴歸應變數的估計值則產生於觀測值的模糊性。兩著

最大的不同處在於樣本資料分析的方式：模糊迴歸模式獨立變數與應變數皆為模

糊數（區間值）；傳統迴歸係數的預測值均為精確值。然而，生活中許多事物，

若採用假性的「精確值」，可能誤導模型的建構，也可能擴大預測結果和實際狀

態之間的誤差。 

文中我們考慮以二維度技術，建構出中心迴歸模式與半徑迴歸模式，並分別

估計出應變數的中心與半徑。如此一來，可避免區間數乘法與區間數加法與樣本

的配適性的問題。也不用依據不同領域的問題、樣本特性、群性，來重新定義更

貼近母體的模糊參數運算法則。 

此外，為了衡量兩個區間之間的差異程度，我們首度引進區間數區間距離的

概念，並結合克卜勒第三運動定律中，行星平均距離的概念，將區間數轉換為實

數值，以方便做比較，並且在 2.5 節推導賦距測度等性質，此距離定義與相關性

質推導，為本文最主要的貢獻。 

藉由上述距離定義，在實例探討中，我們發現二維度技術的估計區間相較於

其它三種乘法定義的估計區間，與實際樣本值區間差異最小。且二維度技術下，

估計的半徑也不會有過於保守或是過大等問題。 

由文中所舉懸浮微粒濃度預測與大盤指數價格預測實例中，我們可以瞭解到

現實生活中許多事物隨時都處於波動的狀態。利用傳統迴歸求得的估計值為一個

實數值，不但不符合樣本特性，也可能具有很大的誤差。 



‧
國

立
政 治

大

學
‧

N
a

t io
na l  Chengch i  U

niv

ers
i t

y

31 
 

對於隨時都在變動的觀測值，我們無法以單一數值精準預估。但藉由長期觀

察，可發現變動樣本週期性的規律。就像是週期波的形狀，具有一定的波峰跟波

谷，亦即數據變動範圍有上下界，超出上界或低於下界的機會很低。因此，如何

估計出上下界是很重要的一門技術，這是傳統迴歸較少考慮的問題。 

傳統迴歸與時間序列都是預測下一刻的數值（橫向預測），然而在統計學中，

這樣的預測往往會因隨機性造成誤差。而模糊迴歸除了橫向預測外，同時進行縱

向預測（上下界預測）。藉由縱向的預測，我們可以做出相對應的決策。因此，

我們認為以模糊迴歸作為工具，配合我們提出之距離定義來選取適切之模型參數，

來表達與解釋許多生活中的樣本特性，可彌補傳統迴歸不足之處。 
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6 附錄 

Lemma 4 三角不等式：𝐃(𝐀̃, 𝐂̃) ≤ 𝐃(𝐀̃, 𝐁̃) + 𝐃(𝐁̃, 𝐂̃)  ∀𝐀̃, 𝐁̃, 𝐂̃ ∈ 𝐈𝐑 

<pf>  Suppose that  
A1+A2

2
≤

B1+B2

2
≤

C1+C2

2
 . 

 This implies that MAB = B2 − A1 , MBC = C2 − B1 and MAC = C2 − A1. 

Case 1 C2 ≤ B2 ≤ A2 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = CAC = −(C1 − C2) 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(C1−C2)+(C2−B1)

2
=

(C1−C2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) = D(Ã, C̃) 

Case 2 B2 ≤ C2 ≤ A2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 B2 ≥ C1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = −(C1 − B2)  CAC = −(C1 − C2) 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−C2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 3 B2 ≤ C2 ≤ A2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 B2 ≤ C1 

  LAB = LAC = 0 LBC = C1 − B2 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = 0  CAC = −(C1 − C2) 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−C2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 4 B2 ≤ C2 ≤ A2 且 A1 ≤ C1 ≤ B1 
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  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = −(B1 − B2)  CAC = −(C1 − C2) 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(B1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−C2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 5 C2 ≤ A2 ≤ B2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(B1 − A2)  CBC = −(C1 − C2)  CAC = −(C1 − C2) 

  ⇒ 
(B1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−C2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−C2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 6 C2 ≤ A2 ≤ B2 且 B1 ≤ A1 ≤ C1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(A1 − A2)  CBC = −(C1 − C2)  CAC = −(C1 − C2) 

  ⇒ 
(A1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−C2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−C2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 7 A2 ≤ C2 ≤ B2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 A2 ≥ C1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(B1 − A2)  CBC = −(C1 − C2)  CAC = −(C1 − A2) 

  ⇒ 
(B1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−C2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 8 A2 ≤ C2 ≤ B2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 C1 ≥ A2 ≥ B1 

  LAB = LBC = 0 LAC = (C1 − A2) 

  CAB = −(B1 − A2)  CBC = −(C1 − C2)  CAC = 0 
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  ⇒ 
(B1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−C2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 9 A2 ≤ C2 ≤ B2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 B1 ≥ A2 

  LBC = 0  LAB = (B1 − A2) LAC = (C1 − A2) 

  CAB = 0  CBC = −(C1 − C2)  CAC = 0 

  ⇒ 
(B1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−C2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 10 A2 ≤ C2 ≤ B2 且 B1 ≤ A1 ≤ C1 且 A2 ≥ C1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(A1 − A2)  CBC = −(C1 − C2)  CAC = −(C1 − A2) 

  ⇒ 
(A1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−C2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 11 A2 ≤ C2 ≤ B2 且 B1 ≤ A1 ≤ C1 且 A2 ≤ C1 

  LAB = LBC = 0 LAC = (C1 − A2) 

  CAB = −(A1 − A2)  CBC = −(C1 − C2)  CAC = 0 

  ⇒ 
(A1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−C2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 12 A2 ≤ C2 ≤ B2 且 B1 ≤ C1 ≤ A1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(A1 − A2)  CBC = −(C1 − C2)  CAC = −(A1 − A2) 

  ⇒ 
(A1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−C2)+(C2−B1)

2
≥

(A1−A2)+C2−A1

2
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  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 13 B2 ≤ A2 ≤ C2 且 C1 ≤ A1 ≤ B1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = −(B1 − B2)  CAC = −(A1 − A2) 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(B1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(A1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 14 B2 ≤ A2 ≤ C2 且 A1 ≤ C1 ≤ B1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = −(B1 − B2)  CAC = −(C1 − A2) 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(B1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 15 B2 ≤ A2 ≤ C2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 B2 ≥ C1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = −(C1 − B2)  CAC = −(C1 − A2) 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 16 B2 ≤ A2 ≤ C2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 B2 ≤ C1 ≤ A2 

  LAB = LAC = 0 LBC = (C1 − B2) 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = 0  CAC = −(C1 − A2) 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 17 B2 ≤ A2 ≤ C2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 A2 ≤ C1 
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  LAB = 0  LBC = (C1 − B2) LAC = (C1 − A2) 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = 0  CAC = 0 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 18 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 A2 ≥ C1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = −(C1 − B2)  CAC = −(C1 − A2) 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 19 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 C1 ≥ A2 ≥ B1 且 B2 ≥ C1 

  LAB = LBC = 0 LAC = (C1 − A2) 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = −(C1 − B2)  CAC = 0 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 20 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 C1 ≥ A2 ≥ B1 且 B2 ≤ C1 

  LAB = 0  LAC = (C1 − A2)  LBC = (C1 − B2) 

  CAB = −(B1 − B2)  CBC = 0  CAC = 0 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 21 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 A2 ≤ B1 且 B2 ≥ C1 

  LBC = 0  LAC = (C1 − A2)  LAB = (B1 − B2) 

  CAB = 0  CBC = −(C1 − B2)  CAC = 0 
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  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 22 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 A1 ≤ B1 ≤ C1 且 A2 ≤ B1 且 B2 ≤ C1 

  LBC = (C1 − B2)  LAC = (C1 − A2)  LAB = (B1 − B2) 

  CAB = 0  CBC = 0  CAC = 0 

  ⇒ 
(B1−B2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 23 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 B1 ≤ A1 ≤ C1 且 A2 ≥ C1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(A1 − A2)  CBC = −(C1 − B2)  CAC = −(C1 − A2) 

  ⇒ 
(A1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 24 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 B1 ≤ A1 ≤ C1 且 A2 ≤ C1 ≤ B2 

  LAB = LBC = 0 LAC = (C1 − A2) 

  CAB = −(A1 − A2)  CBC = −(C1 − B2)  CAC = 0 

  ⇒ 
(A1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 25 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 B1 ≤ A1 ≤ C1 且 C1 ≥ B2 

  LAB = 0  LAC = (C1 − A2) LBC = (C1 − B2) 

  CAB = −(A1 − A2)  CBC = 0  CAC = 0 

  ⇒ 
(A1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
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  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 26 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 A1 ≤ C1 ≤ B1 且 A2 ≥ B1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(B1 − A2)  CBC = −(B1 − B2)  CAC = −(C1 − A2) 

  ⇒ 
(B1−A2)+(B2−A1)

2
+

(B1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 27 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 A1 ≤ C1 ≤ B1 且 C1 ≤ A2 ≤ B1 

  LBC = LAC = 0 LAB = (B1 − A2) 

  CAB = 0  CBC = −(B1 − B2)  CAC = −(C1 − A2) 

  ⇒ 
(B1−A2)+(B2−A1)

2
+

(B1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 28 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 A1 ≤ C1 ≤ B1 且 A2 ≤ C1 

  LBC = 0  LAB = (B1 − A2)  LAC = (C1 − A2) 

  CAB = 0  CBC = −(B1 − B2)  CAC = 0 

  ⇒ 
(B1−A2)+(B2−A1)

2
+

(B1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(C1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 29 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 C1 ≤ A1 ≤ B1 且 A2 ≥ B1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(B1 − A2)  CBC = −(B1 − B2)  CAC = −(A1 − A2) 

  ⇒ 
(B1−A2)+(B2−A1)

2
+

(B1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(A1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 30 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 B1 ≤ C1 ≤ A1 
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  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(A1 − A2)  CBC = −(C1 − B2)  CAC = −(A1 − A2) 

  ⇒ 
(A1−A2)+(B2−A1)

2
+

(C1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(A1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

Case 31 A2 ≤ B2 ≤ C2 且 C1 ≤ B1 ≤ A1 

  LAB = LBC = LAC = 0 

  CAB = −(A1 − A2)  CBC = −(B1 − B2)  CAC = −(A1 − A2) 

  ⇒ 
(A1−A2)+(B2−A1)

2
+

(B1−B2)+(C2−B1)

2
≥

(A1−A2)+C2−A1

2
 

  ⇒ D(Ã, B̃) + D(B̃, C̃) ≥ D(Ã, C̃) 

 

 


